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Analise Diferencial de Escoamentos
de Fluidos

Prof. Dr. Marcos Tadeu Pereira



 Equacoes com Volume de Controle (VC) para Leis de
Conservacao de Massa, de Energia e de Quantidade de
Movimento

« As equacgbes em VC, ou integrais sao Uteis para determinar
efeitos globais

« Todavia, nao se pode obter conhecimento detalhado sobre o
escoamento dentro do VC = motivacao para analise
diferencial

Volume de controle Dominio do escoamento
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Recordacao

Teorema da Divergéncia ou de Gauss: permite transformar
uma integral de volume da divergéncia de um vetor em uma
integral de area sobre a superficie que define o volume.

fv.c?dvol =f5.ﬁdA

Vol A



* Operador Nabla:
o 9 0
V= (33:’ oy’ 82:)

* Operador Laplaceano:

0? 0” 0”
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Vi=V.-V 8x2+8y2+822

 Gradiente:

Uy — Op dp Op
b= ox’ Oy’ 0z




 Vetor Gradiente:
Vu = (Vu, Vv, Vw)

« Divergente:

Oz Oy 0z
 Derivada Direcional:

11-V—u,2+’uﬂ+w2
O Oy 0z



Conservacao de massa na forma diferencial — 1° modo

Tomando a eq da conservacao da massa para um VC na forma integral:
J—%Wc+fp7jMA=O

e usando o teorema da Divergéncia para substituir a integral de area:

9
j—dVC+ fpv. RdA = f [a—f+ \7.(,013)] dVe = 0
VC

e como a integral vale para qualquer VC, entao tem-se a equacao
diferencial da conservacédo da massa:

P Vo) =
ot P T



Conservacao de massa na forma diferencial — 2° modo

Define-se um VC infinitesimal dx dy dz

Pode-se entao aproximar a vazao
massica entrando ou saindo de cada

uma das 6 faces usando expansao em |
series de Taylor :
: L‘ d)
e O—{=
:
|
,/ C/ dz
Por ex., ao redor do ponto central, na x| - :
face direita e ignorando os termos de dx ‘
ordem > dx:

(pu) centro da face direita pu or 2 T MLQ 2



Conservacao de massa na forma diferencial

b
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A seqguir, somam-se as vazdes em massa gue entram e
saem das 6 faces do VC

Vazao liquida de massa entrando no VC:

- ~ O(pu) dzx ~ 0 (pv) dy 0 (pw) dz
%}mw(pu O Z)dydz—i—(pfu 9y 2 dr dz + | pw 9, 2 dx dy

Vazao liquida de massa saindo do VC:

- 0 (pu) dz d (pv) dy 0 (pw) dx
me(pu—i— o z)dydz—i—( 9y 2 dedz + | pw + Cy— dx dy

out

Tomando-se a equacao da conservacao da massa na
forma integral se tem:

8'0 dVC - Zm Zm

out



ApOs as substituicdes das equacoes:

dp __9(pu) O(pv) O(pw)
5 drdydz = — 5 drdydz — 5 drdydz — 9 dz dy dz
e, dividindo pelo volume dxdydz, resulta

Op , Olpu) , O(pv) | O(pw) _

ot Oz = Oy = Oz

Ou, se for aplicada a definicao da divergéncia de um vetor:

. 0
0 e (0P
_,0 + V.(pv) =0 °°“$ea59a’
dt ' 82 " o



Equacao da Conservacao da Massa

Na forma integral:

ap o
jadVC+ jpv.ndA=O
Ve SC

Na forma diferencial:

ap+\7( 7)) =0
ot PV T



Casos particulares da Eg. Continuidade Diferencial

% 49-(7) -
8t+v pV 0

Fluido Compressivel em regime permanente:

L dpu dpv Odpw o
V.(jpv) =0 ou F + 3y + e =0 ou div(pv) =0

Fluido Incompressivel em regime permanente:

p=const>V.v=0 ou divv=0 ou
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Continuidade em coordenadas cilindricas

Ha muitos problemas que sdo mais simples de resolver se
as equacoes forem escritas em coordenadas cilindrico-

polares
A forma mais facil de conversao a partir das Coord

Cartesianas é usando a forma vetorial e a definicao de
operador divergente em coordenadas cilidricas
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Continuidade em coordenadas cilindricas

10(r) . 10 . 0 . — ~ ~ ~
V= ;—ér)erJr;%ngraez V=U,e, +Ugpey + U. e,
\p /
Py (pv)
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Continuidade em coordenadas cilindricas

B Escoamento em Regime Permanente Compressivel

0
V.(p?P) =
/g +V.(pv) =0

V.(pv) =0

O(pu)  O(pv)  O(pw)

Cartesianas — 0

833 8y 82
9y 100y | 10(Uy) | B(UL)
e 8t+fr' or +fr 00 i 0% =9




Continuidade em coordenadas cilindricas

B Escoamento incompressivel

0p
— =0 e p = constante
ot P
V.v=0
| ou Ov Ow
Cartesianas | | =
Ooxr 0Oy 0z

10(rU,)  10(Uy) . 8(U.)

7“8?“'7“89'82:0

Cilindricas




Em geral, a equacao da continuidade n&o pode ser usada
por si sO para resolver o campo de velocidades, mas pode
ser usada para:

1. Determinar se o campo de velocidades é
iIncompressivel

2. Encontrar componentes perdidas de velocidades



Conservacao da Quantidade de Movimento Linear

S Dmv 0 . P
ZFext =D — 3¢ j vpdVC + j vp(v.n)dS
Ve sC



Distribuicao de tensdes em um elemento pequeno de fluido (5x, 5y, 62)

Notacao subescrita dupla para tensdes: 0 1° € o
D’ plano e o0 2° é a direcéo
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Forcas de superficie decorrentes de tensées normais e tangenciais atuando em
elemento de fluido na direcao x. Forcas de campo nao aparecem na figura.



Equacao do movimento

0F, = dma, OFcont x + 0F.ampox = Om ay
O0F, = dma, OFconty + 0Fcampoy = OM a,
0F, =dma, O0Fcont z + 0Fcampoz = dm a,

€, COMO om = p0,08,06, = pdV

Forma-se o conjunto | de equacobes

00,y 0Tyx arzx ou ou ou
pPgy t+ I + dy +u—+v@+waz

0Ty aayy arzy dv dv dv
pgy + iy + 3y =p u +v@+waz

0Ty, aryz aazz 6W GW ow ow oees®’
P9z + Ox + a = a— u— + U@ + WE ’\e(\sbes‘\]e\oo

{2
\(\009(\

Sao aplicaveis a gquer continuum (soélido ou fluido), em movimento ou parado

e
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Estas podem ser as equacdes diferenciais da QDM para um fluido, e possuem
muito mais incognitas (todas as tensdes, a velocidade e a massa especifica) que
equacoes.

12 simplificacdo: escoamento inviscido
Se lsgua € Ugr fOrem pequenos na equagao anterior, pisgyq € Ugr = 0 e 7= 0

No curso ja foi mostrado que as tensdes normais independem da direcéo e séo
iguais a pressao:
—P =0y, = Oyy = Oz

O sinal negativo foi adotado por convencao para que as tensdes de compressao
(que s&o as mais comuns nos fluidos) fornecam sinal + para a pressao

Do conjunto | de equacébes diferenciais da QDM para um fluido,comu - 0et — 0
geram-se as EquacOes de Euler do Movimento:




EquacOes de Euler do Movimento

6P_ au+ au+ au+ Ju
PIx = ax TP \ar "M ax " Vay T W az

B 6v+ av+ av+ ov
P9y =5y =P\at " "ox " "oy " oz

aP_ 6W+ 6W+ 6W+ ow
P9z =5, =P\t " ax " "oy T Vaz

ou, na forma vetorial:

- aﬁ - -
pg—VP =p [E-I_ (. V)v]

Validas para escoamento sem viscosidade



Breve digressao: Palacio Sanssouci (“sem preocupacido”) em Potsdam




ONDE ESTAO AS FONTES?

Frederico o grande, Rei da
Prussia -1712-1786,
encomendou as fontes para
Euler.



Euler: um dos maiores matematicos do
mundo.

Frederico, o Grande:

“Minha planta foi projetada
matematicamente, e nao
pode levantar uma Unica
gota de agua a distancia de
cinquenta pés do
reservatorio. Vaidade das
vaidades! Vaidade da
matematica”

Conclusao: faltou a viscosidade




Para fluidos newtonianos incompressiveis, € sabido que as tensdes
estao relacionadas linearmente com as taxas de deformacéo:

ou
Oxy + P = Z,ua

dv

O'yy+P = 2[1@

ow

O-ZZ+P: ZME
Ju O0Ov
Txy = Tyx = U @‘F&
Jv oJow
Tyz = Tzy = U Gz+6y
Ju Jdw
szszz_ﬂ aZ-I_ax

A utilizacao destas equacoes com as do conjunto | e as da
continuidade resulta nas EquacoOes de Navier-Stokes para
escoamentos incompressiveis com viscosidade constante




L.M.Navier Sir G.G. Stokes
1758-1836 1819-1903



Equacdes de Navier Stokes para escoamentos incompressiveis com
viscosidade constante:

8P+ 62u+82u+62u B au+ 6u+ au+ ou
P9x —ax T\ oxz Tay2 T922) " P\ar T ax T Yoy TV oz
6P+ 62v+62v+62v B av+ av+ 6v+ ov
P9y =5y THM\ax2 Tay2 T a22) TP\ T Hax T Vay T W az

N 62W+62W+02W B 0W+ 6W+ 6W+ ow
Pz =5, T\ axz Tayz T2 ) TP\ar T ax T Yoy T Wz

Forca gravitacional — forca de pressao + termos viscosos (taxa de entrada difusiva
liquida da QDM) = termos de aceleracéo (aceleracao local + aceleracéo
convectiva)



Observacoes:

A pressao P aparece s6 como gradiente, ou seja, ndo € o valor da pressao
gue importa, mas sim as diferencas de pressao.

As 3 equacdes de N-S combinadas com a equacao da conservacao da
massa, fornecem uma descricdo matematica completa do escoamento
incompressivel de um fluido Newtoniano, porque temos 4 equacdes com 4
incognitas (u, v,w e P). Em termos matematicos estamos ok.

Infelizmente a complexidade (equacbes de derivadas parciais de 22 ordem e
nao lineares) impede sua solucao, exceto para casos bem simples.

A maior dificuldade: n&o linearidade dos termos das aceleracGes convectivas

ou 9
(us-,w=, etc)

A matéria da prova se encerra na apresentacao e usos das equacoes de
Navier-Stokes para resolver alguns poucos problemas simples, onde o
escoamento seja laminar.

Os slides seguintes sao apresentados apenas para dar uma visao geral da
complexidade das equacdes de N-S.



E bom lembrar que cada componente da velocidade pode ser escrita em termos da
soma da velocidade média mais a velocidade instantanea (u =u + u') 0 que
complica extraordinariamente a equacao. Apos esta substituicao e simplificactes
importantes, restam as equacdes de N-S médias no tempo (isto ndo é assunto do
Curso):

p P

Jui _du _du _du Jp _ Juu” JduVv’ Jduw’
pl—+u—+v—+W— |=F, ——+UAU-p| —+—+—
Cdt  dx 9y dz | ~  ox ox dy Jz |
OV _dv _dv __dv dp _ duv’ dvv’ dv'w’
pl—+tu—+V—+W— |=F ——+UAV—p | —+ +—
dt dx  dy dz | °  dy X ady Iz

duw’” oavw’ dw'w’
' +— 4
JX ady 0z

+U—+V —+W —
ot JX ady 0z |

p[a_ﬁ oW _dW W £ Jp _

r

A ultima parcela a direita representa os tensores de Reynolds, e sao
geralmente a parte dominante da tensao total de cisalhamento (observe
gue u ainda permanece)



Componentes de velocidade (m/s)
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Os graficos acima mostram a complexidade do sinal da velocidade em um ponto
de um escoamento qualquer. S&o0 mostradas as trés componentes da velocidade,
U, V e W. Observe que U esta ao redor de 12m/s, enquanto V esta ao redor de 0,5
m/s e W de -1,5m/s.
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Fig. 5. Time series of the longitudinal velocity fluctuations, w(t), and their
derivative, aulf)/at. Also shown is the time series of scalar fluctuations, 6(t), and
their derivative, a0(t)/at, in the same flow. Notice the higher intermittency in the
scalar (bottom trace). R, = 582. Measurements by L. Mydlarski and Z.W.

O grafico acima mostra as flutuacées nos valores de velocidade e temperatura em
um escoamento. Observe a forma do gréafico da velocidade (pode ser considerado
Gaussiano) e compare com o grafico da aceleracéo (fortemente ndo Gaussiano).
Isto tem a ver com dissipacao de energia, de forma intermitente como mostrado no
grafico da aceleracao.



