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1 Primeiro exercicio

Um sistema "péndulo-mola"consiste de uma massa m amarrada num dos extremos
de uma mola de massa desprezivel e constante k cujo outro extremo esta fixo a um
suporte. Quando a mola esti suspensa livremente, seu comprimento é L. Assuma que
o movimento ocorre no plano vertical.

(a) Escreva as equagoes de Lagrange desse movimento. Use coordenadas 0 e p =r —ry
onde 7y € o comprimento em repouso do péndulo.

Para fazer isso tentemos entender como o sistema esté e onde é melhor colocar a origem. A ideia
mais importante do exercicio é colocar a origem O no lugar correto. Desse modo escrevemos a
parametrizacao das coordenadas generalizadas da massa m e construimos a Lagrangeana a partir
de L =T — U com T sendo a nossa energia cinética e U a energia potencial.

Vamos entender o que sao as nossas variaveis e vamos colocar a origem no ponto fixo cuja mola
esté presa. Supomos que ela esteja bem fixa em um anteparo e esse ponto seré a nossa origem por
motivos praticos, precisamos utilizar as coordenadas descritas acima, que sao coordenadas polares,
entao queremos descrever o movimento da massa a partir de uma variavel angular e uma variavel
radial p.

Com essa ideia intuitiva da origem e de como queremos descrever o movimento iniciamos o expe-
rimento medindo o comprimento L da mola sem nenhum peso fixado.



Mola
sem nenhum peso

Figura 1: Apenas fixamos a mola sem colocar peso nenhum no sistema. A mola tem um peso que
consideramos muito menor (desprezivel com rela¢ao a) que a massa m. L é o comprimento dessa
mola nessa situacao.

Em seguida colocamos um peso m acoplado & mola de modo que ela se deforma e esperamos até
que a mola pare de vibrar. Medimos esse tamanho novo da mola ry > L com relacao ao centro de
massa do peso. Esse é o comprimento de repouso e ele é dado pela relagao

Fmola = —k(ro - L) = —mg = P (1)
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Figura 2: Acoplamos uma massa m a mola de modo que ela se deforma e esperamos que ela
permanega estavel (parada) com relagao a nossa origem O.

Onde colocamos o sistema O,, como y para cima e x para a direita com relagao ao leitor. Nesse
caso 1y fica

o=+ L 2)

Agora vamos parametrizar as coordenadas da massa m. Para isso fazemos as consideracoes contidas
na Figura



Figura 3: Como definimos as nossas coordenadas e como elas estao relacionadas as coordenadas
polares usuais (r, ). Desculpe pelo desenho meio tosco.

Note que quando o péndulo faz seu movimento existem movimentos radiais e eles sao tais que r
a posicao instantanea pode ser maior ou menor do que ry a posi¢ao do equilibrio. Pode ser, caso
a forga da mola seja suficientemente grande, que inclusive r seja menor do que L. O desenho da
Figura [3| representa apenas uma situagao possivel.



Com isso temos a seguinte parametrizacao:
x =rsin(f) = (p+ry)sin(d)
y =rcos(0) = (p+ro)cos(0)
Donde concluimos que
i = psin(6) + plcos(9) + robcos(0)
§ = peos(0) — plsin(0) — rofsin(6)

Quadrando essas equagoes temos que

i? = p2sin®(0) + 2ppbsin(0)cos(0) + 2rophsin(0)cos(0) + p*62cos?(0) + 2roph2cos®(0) + r26%cos*(0)

7 = pPcos?(0) — 2pphcos(0)sin(0) — 2rophcos(0)sin(0) + p*6*sin?(0) + 2ropd*sin®(0) + r262sin®(0)

Somando essas duas quantidades ficamos com

i% P = P+ 0% 4 072 + 20 ph? (5)

E obtemos entao a energia cinética

Mo g2 2 422 2 _ (2 42 2
T—Q(p + 0% +9r0+2r0p0> 2(;) +9(p+7’o)> (6)

Voltando nossa atencao para a energia potencial teremos duas contribui¢oes: uma parte potencial
gravitacional para pequenas alturas mgh e uma parte potencial de mola. Na parte gravitacional
teremos que, como a massa esta em valores negativos de y, a altura é a componente y da massa
com relagao a origem O, que é rcos(6)

Ug’/‘avidade = mgh = mg(—rcos(@)) = _mg(p + TO)COS(Q) (7>

A energia potencial da mola é dada pela variacao do comprimento da mola r — L.

k k
Umola = 5(7” — L)2 = 5(/) + ro — L)2 (8)

Nesse caso teremos que a nossa Lagrangeana sera dada por

ﬁ =T — Umola - Ugravidade (9)

L= % <P2 +60%p% + 022 + 2rop92) = 5(p+ 710 = L)* + mg(p + ro)cos(0) (10)

Notamos que a nossa £ = L(0, 0, p, p) de modo que teremos duas equagoes de Euler-Lagrange para
obter:

Equacgao em p:



Para a parte radial teremos que

?TE = mgcos(0) + %27”092 +mé°p —k(p+ro — L) (11)
D

oL . d (0L .

op "7 ar (8_/)) - =

Portanto concluimos que a equagao deve ser

mp —mb*(p+ro) + k(p + 1o — L) — mgcos(d) = 0 (13)

Equacao em 6:

Para a parte angular teremos que

oL
— = —mg(p + ro)sin(0) (14)
o0

% = mp*0 + mr20 + 2mropf (15)

% (g—g) = mp*0 + 2mppd + mr2 + 2mroph + 2mropd = mb(p + 19)* + 2mpd(p + o)  (16)

Concluimos que

mb(p+ 1) + 2mpb(p + o) + mg(p + ro)sin(6) = 0 (17)

Simplificando (podemos ’cortar’ os valores m e p +rg) obtemos a equagao de Euler-Lagrange para

0:

0(p +10) + 298 + gsin(h) = 0 (18)

(b)Resolva as equagoes do movimento para aproximacgoes de pequenos angulos e pe-
quenos deslocamentos em relacao a posicao de equilibrio. Considere condigoes iniciais
0b=0,p0=A, po=0ce 0o = gB/ro com A e B duas constantes.

Agora temos que fazer as seguintes aproximagoes. Primeiro que # << 1 e entdo teremos que
cos() =1 e que sin(f) = 0. Teremos também que como os movimentos sao pequenos devemos ter
que p << 1rgequepe 6 também sao pequenos, donde quaisquer termos quadraticos podem ser
negligenciados.

Fazendo essas apriximagcoes nas equacoes de Euler-Lagrange obtidas teremos que
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mp —mb?(p+ro) + k(p + 10 — L) — mgcos(8) = 0=

mp+ k(p+ro— L) —mgcos(0) =0 o1

mp+k(p+ro—L)—mg=0
Agora usamos que

mg

k(p+10— L) =k(p+—=) =kp+myg (19)
Logo
B s+ kp=0 (20)

A solugao dessa equagao de movimento harmonico é dada por

p(t) = a,cos(wot +9,) (21)

Onde wy = y/k/m e a,,0, sao constantes a serem determinadas pelas condi¢oes iniciais. No caso
as condigbes para p sao que p(0) = A e p(0) = 0, onde A é positivo. Nesse caso teremos que

—a,wpsin(d,) =0 (22)

Para a velocidade e isso nos implica que §, = 0 ¢ uma solucao possivel. Aplicando a condigao da
posicao inicial teremos

a,cos(0) = A (23)

Portanto teremos que

p(t) = Acos(wot) (24)

Para a equacao angular teremos que

0(p +10) + 290 + gsin(h) =0 o0

0(p + ro) + gsin(f) = 0°="
fro + gsin(6) =0 sl
Oro + g0 =0

Com isso teremos que 6 também satisfaz uma equacao harmonica. Agora para um valor @y =

\/g/To teremos que

0(t) = agcos(@ot + dg) (25)

Aplicando as condicoes iniciais teremos que
agcos(dg) =0 (26)
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O que nos implica que dg = +7/2 é solugao. Note que a solu¢do positiva ndo pode ocorrer por
causa da segunda condi¢ao inicial (o seno é uma func¢do impar) e nés temos que B > 0.

—ag@psin(—n/2) = gB/ro = & (27)
logo

ap = &g (28)

o(t) = B\/gcos ( :—Ot - g) (29)

2 Segundo exercicio

Temos entao que

Uma particula de massa m esta presa a uma mola de comprimento [, e constante
elastica k, de tal forma que ela somente pode ser movimentar na diregao vertical.
Outra particula de massa m esta acoplada a primeira através de uma haste fina de
comprimento [ e massa desprezivel. O movimento desse péndulo esti restrito a um
plano vertical que contém a reta correspondente a trajetéria da primeira particula.
Escreva as equacoes de Lagrange desse sistema. Considere a origem das coordenadas

na posicao de equilibrio da mola.

Finja que o exercicio nao diz de imediato onde colocar a origem e vamos tentar nos convencer de
que essa € uma boa escolha :)

Nesse caso nds temos uma situagao inusitada onde a massa que esta presa a mola se movimente
apenas para cima e para baixo. Entretando a outra massa faz o movimento de um péndulo comum
cujo movimento esté inteiramente contido no plano (ndo é um problema tridimensional). Teremos
o seguinte caso ilustrado na figura abaixo portanto



Figura 4: Aqui colocamos a massa m na mola e essa massa vibra somente na dire¢ao vertical. Aco-
plamos a esta uma outra massa, as duas estando presas uma a outra por uma barra de comprimento

L.

Onde noés colocamos a origem?... Essa pergunta nao é simples. Note que gostariamos de usar
coordenadas polares novamente, principalmente para descrever o movimento da segunda massa.
Podemos usar que a massa presa a mola se movimenta s6 na vertical, ou seja, possui apenas um
grau de liberdade o seu movimento, denotemos por y. Pensando em coordenadas polares, podemos
escrever o movimento da segunda massa como s descrito por coordenadas polares e a primeira
massa nao afeta esse movimento, e mais, verticalmente ela afeta apenas linearmente y, = y + etc.

Pensando nisso vamos tentar resolver o exercicio colocando a origem no ponto onde a mola ainda
nao possui nenhuma massa acoplada (lp). Definimos como o sentido positivo de y para cima e o
sentido positivo de x para a direita com relagao ao leitor.

origem  J

Figura 5: Esquema de onde nés colocamos a origem para resolver os problemas propostos pelo
exercicio.

Com essa escolha vamos escrever a parametrizacao dos valores x1,y; que caracterizam as coorde-



nadas da primeira massa e xo,ys que caracterizam as coordenadas da segunda massa.

{xl =0 (30)

Y2 =Y

Agora, esse valor y é uma coordenada generalizada! Observe o que essa coordenada mede: ela
mede a variagao com relacao a posi¢ao da origem, podendo portanto ser negativa, positiva ou
mesmo nula com o passar do tempo.

Agora as equacgoOes para a segunda particula

Ty = lsin(f
? (6) (31)
y2 =y — lcos(6)
Com isso teremos as seguintes energias cinéticas correspondentes a cada uma das particulas
T =i (32)
2
_ M9 1252 -
Ty, = ERY + [°0% + 2ly0sin(0) (33)
A cinética total sera entao
T =T +T, =my*+ %F@d + mlyBsin(f) (34)

Agora vamos calcular a energia de cada particula. A primeira particula possui uma parte de
energia devida a mola e outra parte devida ao potencial gravitacional mgh.

k
Ur = Upota + Ugrav'idade = §y2 + mgy (35)

Note que o valor de h sempre é aquele relativo & origem.
Para a segunda particula existe somente o termo gravitacional

Uz = Ugravidade = mgh = mg(y — lcos(0)) = mgy — mglcos(0) (36)

Portanto a energia potencial total do sistema sera

k
U=U+U, = §y2 + 2mgy — mglcos(0) (37)

E com isso a Lagrangeana do sistema serd simplesmente

. . L
L=T-U=my*+ %l202 + mlyfsin(0) — §y2 — 2mgy + mglcos(0) (38)
Note que temos entao as seguintes coordenadas generalizadas £ = L(y, y, 0, 9) de modo que teremos

entao duas equacoes de Fuler-Lagrange.

Equacao para y:

10



— =—ky—2
9 y —2myg (39)
g—g = 2my + mlfsin(6) (40)
@ (OLN _, : 9 "
o (ay) mi + mlsin(6)0 + mlf=cos(0) (41)
Temos portanto a equacao
2mij + milsin(0)0 + mi6*cos(0) + ky + 2mg = 0 (42)
Equacgao para ¢
aa—g = mlyfcos(0) — mglsin(6) (43)
8_[} = ml%0 + mlysin(f) (44)
06
7 <%) = ml“0 + mlisin(0) + mlybcos(0) (45)
Portanto
mi?0 + mlisin(0) + mlydcos(0) — mlybcos(0) + mglsin(0) = 0 = (46)
16 + ijsin(8) + gsin(h) = 0 (47)

E isso completa esse exercicio

3 Terceiro Exercicio

Utilize o formalismo Hamiltoniano para determinar as equacoes de movimento de
uma particula de massa m que se movimenta na superficie de um cilindro definido
por 22 +y?> = R% A particula esta submetida & uma forga dirigida para a origem e
proporcional a distancia da particula a origem onde F(7) = —k" e 12 = 22 + 32 + 22.

Usando coordenadas cilindricas podemos colocar a origem no centro de simetria do cilindro em
algum ponto em que a massa esta paralela ao mesmo. O importante nao é onde a origem esté
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mas é importante que esteja no eixo de simetria para podermos parametrizar esse problema com
coordenadas cilindricas.

y = psin(0) (48)

Mas notamos antes que existe um vinculo, ou seja, uma restricao com relagao ao movimento dessa
) )

particula dado pelo fato de que a particula esta restrita a se mover na superficie, ou seja temos

que p = R = constante.

x = Rcos(0)
y = Rsin(0) (49)
Z=Z
Nesse caso teremos que
i = —ROsin(0) (50)
i = Récos() (51)
i? + 9% 4 22 = R*0%sin®(0) + R*0%cos?(0) + 2° (52)

A energia cinética da particula sera, portanto,

T = % (3292 n 2'2) (53)
A energia potencial da particula é dada simplesmente por
k 2
U= % (54)

Onde escrevemos r? = p2 + 22 e portanto teremos que

k 2 2
U = w (55)
Como p = R devemos ter
k R2 2
v M2 (56)
E portanto teremos a Lagrangeana dada por
. E(R? + 22 .
L= % (1-2292 + z2) - % = L£(0,2,2) (57)

Como noés temos que

1. A energia cinética é funcao apenas quadratica das velocidades generalizadas

2. A energia potencial é independente das velocidades
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Entao é valido que H = E onde E ¢é a energia mecénica do sistema £ =T + U. Também temos

que, F é constante porque a Lagrangeana nao depende explicitamente do tempo

oH 0L
o ot
Portanto podemos escrever a nossa Hamiltoniana facilmente usando isso
2 2 2, .2
p@ pz k<R + z )
H=T+U = _
+ 2mR? + 2m + 2
A partir disso podemos calcular as equagoes do movimento (canonicas) para e para z:
M
dpg  mR2
OH
—_— O p— )
90 Po
Concluimos que py =constante e, entao, 6 =constante.
oH _p. .
= — =2
dp. m
OH
— =kz=—p,
0z b
Concluimos entao que mzZ = —kz que é a equacao de um oscilador harmonico.

4 Quarta Questao (optativa)

(60)

(61)

Dé exemplo de uma Lagrangeana que nao é igual a 7'— U. Mostre claramente porque

a escolha 7' — U nao pode ser tomada.

Um primeiro exemplo é a Lagrangeana de uma particula livre que se move préoxima da velocidade
da Luz. Se a particula esta livre entao teremos U = 0. Nesse caso teremos que a particula possui

somente energia cinética, que sera toda sua energia, dada por

T =E — Ey = ymoc® — moc® = (v — 1)myc?

donde a sua Lagrangeana seria
L= (y—1)mec* = L(v)

Mas isso faz com que o momento com relagao a velocidade seja

Se, por outro lado, escrevermos
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(65)

(66)

(67)



teremos que o momento sera dado por

oL

= — = —myCc =

ov

ov

que é o momento correto para a particula.

5 0

(VI=72) = e
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