Dinamica das Estruturas

Fundag3o aporticada de maquina ndo balanceada

m,i°a = forca centrifuga




Dinamica das Estruturas
Reducéo a Sistema com 1 Grau de Liberdade
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Dinamica

Pablo Picasso, Bull (plates | - XI) 1945




Dinamica das Estruturas
Vibracdes em Sistemas com 1 Grau de Liberdade

(nio - amortecidas = MU +ku =0
livres <

 amortecidas = muU+cu+ku=0

‘ndo - amortecidas = mu +ku = p(’[)
forcadas -

 amortecidas = MU+ CU + KU = p(’[)




Dinamica das Estruturas
Vibracoes livres nao-amortecidas

mu+ku=0 ou U+0u=0

. U(O):uo
cond iniciais :
\ U(O): U,
com a)2=E f=2 T:£:2_7z
m 27T f w



Dinamica das Estruturas
Vibracdes livres nao-amortecidas

u(t)= pcos(wt —0)




Dinamica das Estruturas
Vibracdes livres nao-amortecidas

u(t)= pcos(wt —0)
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Dinamica das Estruturas
Vibracoes livres amortecidas

‘MU+cu+ku=0 ou U+ 2w+ w’U

u(0) = u,

condi¢cOes iniciais : {
\
C 2

k
com: {=_— e W =—
2Ma m



Dinamica das Estruturas
Vibracdes Livres com Amortecimento Subcritico 5 <1

u(t)=e~*pcos(wt —6)

-

o= (UO +§C£)U0j -I—(UO)2

Wy
com: -

0 = arctg(uO " éa)uoj

U,
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Dinamica das Estruturas
Vibracdes Livres com Amortecimento Subcritico 5 <1




Dinamica das Estruturas
Vibragdes Livres com Amortecimento Critico 5 — 1

u(t)=e~*|u, +(u, + wu,)t]

u()




Dinamica das Estruturas
Vibragdes Livres com Amortecimento Supercritico 5 > 1

u(t)=e= {uo cosh(ot )+ (v, +§wu°)senh(a“)t)}

),
com &=w\E -1

u(t)




Dinamica das Estruturas
Choque Mecanico: Perfeitamente Elastico

Vo {v = 0) ANTES DA COLISAO

Q Q= mo £, = 28

vA ve DEPOIS DA COLISAO
P ——
@ Qg = mMavp + mgvg
. mAVi mBV%l
Ecd == + 5

CONSERVACAO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO

Q,=Qq .. muvo= muvy + mgvg @

CONSERVACAO DA ENERGIA CINETICA

E. = E mAV(z)=mAV3\+mBV%! @

Ca Cd

Fonte: Os fundamentos da Fisica — Mecéanica
Ramalho — Ivan — Nicolau - Toledo




Dinamica das Estruturas
Choque Mecanico: Perfeitamente Inelastico

ANTES DA COLISAO

VZ
Qa = mAVO E(d = m; 2

DEPOIS DA COLISAO

Qg = (my + mglv Ecd - 2

c (mA + fﬂu)V2

CONSERVACAO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO

Q,= Q4 .. muvo=(my, + mglv

DISSIPACAO DA ENERGIA E, > E

<d

Antes da Colisao
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Fonte: Os fundamentos da Fisica — Mecéanica
Ramalho — Ivan — Nicolau - Toledo



Dinamica das Estruturas
Choque Mecanico

e = COEFICIENTE DE RESTITUIGAO

|
o

1
=

e =l e<l e

Choque Perfeitamente Inelastico Choque Parcialmente Elastico Choque Perfeitamente Elastico

Maxima Dissipacdo Dissipacao Parcial Conservacdo da Energia Cinética

QUANTIDADE DE MOVIMENTO

Constante Constante Constante

_ Velocidade Relativa de Afastamento (depois)
Velocidade Relativa de Aproximacéao (antes)

Fonte: Os fundamentos da Fisica — Mecéanica
Ramalho — Ivan — Nicolau - Toledo




Dinamica das Estruturas
Choque Horizontal (Puramente Inelastico) - Exemplo 3

4 p }u%
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Dinamica das Estruturas
Choque Horizontal - desprezando o amortecimento

Bmu+k u=0 ou U+w’u=0
< (u(0)=0
cond iniciais : < 3 (O) _ _\?:

W = 54.36ry . T =0.11558s ; f =8.65191Hz

S



Dinamica das Estruturas
Choque Horizontal - desprezando o amortecimento

u(t) = 6.13177e-4 * cos(54.3616 * t + 1.5708)

500.0

¥ (10°-6)
=
=

-500.0

0.00 0.20 0.40 0.60
00 <X < 0.60 613e4 <Y < 6.10e4 X



Dinamica das Estruturas
Choque Horizontal - Considerando o amortecimento

Bmu+cu+k. U=0 ou U+2EaU+ @w?U

estr

condicoes 1iniciais : <
: u(o)




Dinamica das Estruturas
Choque Horizontal - Considerando o amortecimento

u(t)=e >"**[0,000614 cos(54,2936t +1,5708)|]

500.00

Y (10%-6)

INAARS

-500.00 U
| T T T | T T T
0.40 060

0.00 0.20

0.00=X=060;-564e-4 =Y = 4 85e-4

[ - 5.65388e-4, 4.83106e-4, - 4.12799e-4, 3.52724e-4] em metros
[-0.92206, 0.78787, -0.67321, 0.57524]




Dinamica das Estruturas
Choque Horizontal — For¢ca normal na barra AC:
sem e com amortecimento

2000

2000

100

100D

Forea normal na barra AC ()

—2000
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Dinamica das Estruturas
Acoplamento em Série de Molas

000

km

b)




Dinamica das Estruturas
Acoplamento em Série de Molas

U
ki k2 b= §




Dinamica das Estruturas
Associacao em Paralelo

F=F+F, F=kU
U=U,=U, R =k,
F, =kU, ‘
F=kU,=F
1 1~1 k
F,=kU, =2 F



Dinamica das Estruturas
Choque Vertical - Exemplo 4

ma




Dinamica das Estruturas
Choque Vertical - Exemplo 4

(M +my)u+ kg u=(m +m,)g ou U+’

est

3 u(o):w
e .. k
condi¢des iniciais : < - est
ul0)= 1 20h



Dinamica das Estruturas
Choque Vertical - Exemplo 4

u(t)= (m, +m, ) + pcos(awt —0)

Vk,\m+m, k

H:arctan(— Kest /29N j

.



Dinamica das Estruturas
Choque Vertical - Exemplo 4

o, =Mtm)g,
kest
,_(m+my)g
est
kest
u.. = Du

max est

> => D=1+

m, +m,

\/1+

2h
u

est



Dinamica das Estruturas
Choque Vertical - Exemplo 4 — Associacao em Paralelo
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Dinamica das Estruturas
Choque Vertical - Exemplo 4 — Associacao em Paralelo

Caso B - Assoaagao em Paralelo - Anallse Dindmica do Ponto E

UEb_est UEb_din_max Erro
595000 970000 3,866E-02 2, 588 0,100069 0,069%
595100 970100 3,866E-02 2,589 0,100062 0,062%
595200 970200 3,865E-02 2,589 0,100055 0,055%
595300 970300 3,865E-02 2,589 0,100048 0,048%
595400 970400 3,864E-02 2,589 0,100040 0,040%
595500 970500 3,864E-02 2,589 0,100033 0,033%
595600 970600 3,864E-02 2,589 0,100026 0,026%
595700 970700 3,863E-02 2,589 0,100019 0,019%
595800 970800 3,863E-02 2,589 0,100012 0,012%
595900 970900 3,862E-02 2,589 0,100005 0,005%
596000 971000 3,862E-02 2,589 0,099997 0,003% ﬁ
596100 971100 3,862E-02 2,589 0,099990 0,010%
596200 971200 3,861E-02 2,589 0,099983 0,017%
596300 971300 3,861E-02 2,590 0,099976 0,024%
596400 971400 3,860E-02 2,590 0,099969 0,031%
596500 971500 3,860E-02 2,590 0,099961 0,039%
596600 971600 3,860E-02 2,590 0,099954 0,046%
596700 971700 3,859E-02 2,590 0,099947 0,053%
596800 971800 3,859E-02 2,590 0,099940 0,060%
596900 971900 3,858E-02 2,590 0,099933 0,067%
597000 972000 3,858E-02 2,590 0,099926 0,074%

597100 972100 3,858E-02 2,590 0,099918 0,082%




Dinamica das Estruturas
Choque Vertical - Exemplo 4 — Associacao em Série
My

o
mI. G
km
A
Z B C D E
7 o '
II/
:\@
k
a a : a a a




Dinamica das Estruturas
Choque Vertical - Exemplo 4 — Associacao em Série

Caso C - Associagao em Série - Analise Dinamica do Ponto G

A determinagio do deslocamento vertical do ponto E faz-se pela relagdo UE = UG *kc/ka
Note-se que UE_est é sempre igual a 0,1 m e, portanto, UE_din_max >0,1m

km k*c UG_est UE_est Dc UGc_din_max UEc_din_max Erro

104900 81970 0,4575 0,1000 1,49984 6,86153E-01  1,49984E-01 0,0104%

104920 81982 0,4574 0,1000 1,49987 6,86066E-01  1,49987E-01 0,0083%

104930 81989 0,4574 0,1000 1,49989 6,86022E-01 1,49989E-01 0,0073%

104940 81995 0,4573 0,1000 1,49991 6,85978E-01  1,49991E-01 0,0063%

104950 82001 0,4573 0,1000 1,49992 6,85934E-01 1,49992E-01 0,0052% k -
104960 82007 0,4573 0,1000 1,49994 6,85890E-01  1,49994E-01 0,0042%

104970 82013 0,4572 0,1000 1,49995 6,85846E-01  1,49995E-01 0,0031% v
104980 82019 0,4572 0,1000 1,49997 6,85802E-01 1,49997E-01 0,0021%

104990 82025 0,4572 0,1000 1,49998 6,85758E-01  1,49998E-01 0,0010% ﬁ
010 (00) 82031 0,4571 0,1000 1,50000 6,85714E-01 1,50000E-01 0,0000%

105010 82037 0,4571 0,1000 1,50002 6,85670E-01  1,50002E-01 0,0010%

105020 82043 0,4571 0,1000 1,50003 6,85627E-01  1,50003E-01 0,0021%

105030 82050 0,4570 0,1000 1,50005 6,85583E-01  1,50005E-01 0,0031%

105040 82056 0,4570 0,1000 1,50006 6,85539E-01  1,50006E-01 0,0042%

105050 82062 0,4570 0,1000 1,50008 6,85495E-01 1,50008E-01 0,0052%

105060 82068 0,4569 0,1000 1,50009 6,85451E-01  1,50009E-01 0,0062%

105070 82074 0,4569 0,1000 1,50011 6,85407E-01 1,50011E-01 0,0073%

105080 82080 0,4569 0,1000 1,50012 6,85364E-01  1,50012E-01 0,0083%

105090 82086 0,4568 0,1000 1,50014 6,85320E-01  1,50014E-01 0,0094%




Dinamica das Estruturas
Choque Vertical - Exemplo 4 — Associacao em Série e Paralelo

h
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Dinamica das Estruturas

km
260.000
261.000
262.000
263.000
264.000
265.000
266.000
267.000
268.000
269.000
270.000
271.000
272.000
273.000

275.000
276.000
277.000
278.000
279.000
280.000
281.000

kb
635.000
636.000
637.000
638.000
639.000
640.000
641.000
642.000
643.000
644.000
645.000
646.000
647.000
648.000

650.000
651.000
652.000
653.000
654.000
655.000
656.000

Choque Vertical - Exemplo 4 — Associacao em Série e Paralelo

Caso D - Associacao em Série e Paralelo - Analise Dinamica do Ponto G

k*d
184.469
185.057
185.644
186.231
186.817
187.403
187.989
188.574
189.159
189.744
190.328
190.912
191.495
192.078
192.661
193.243
193.825
194.407
194.988
195.569
196.150
196.730

UGd_est
0,203285887
0,202640425
0,201999473
0,201362981
0,200730901
0,200103184
0,199479784
0,198860653
0,198245746
0,197635018
0,197028424
0,196425919
0,195827462
0,195233008
0,194642516
0,194055944
0,193473252
0,192894399
0,192319345
0,191748052
0,191180480
0,190616591

UEd_est
0,059055118
0,058962264
0,058869702
0,058777429
0,058685446
0,05859375
0,05850234
0,058411215
0,058320373
0,058229814
0,058139535
0,058049536
0,057959815
0,05787037
0,057781202
0,057692308
0,057603687
0,057515337
0,057427259
0,05733945
0,057251908
0,057164634

A determinagio do deslocamento vertical do ponto E faz-se pela relagdo UE = UG.k*d/k*b

UGd_din_max
0,349
0,348
0,347
0,346
0,345
0,344
0,343
0,343
0,342
0,341
0,340
0,339
0,338
0,338

0,336
0,335
0,334
0,334
0,333
0,332
0,331

UEd_din_max
0,101321
0,101224
0,101127
0,101030
0,100933
0,100836
0,100740
0,100643
0,100547
0,100451
0,100355
0,100260
0,100164
0,100069
0,099974
0,099879
0,099784
0,099689
0,099595
0,099501
0,099407
0,099313

Erro
1,321%
1,224%
1,127%
1,030%
0,933%
0,836%
0,740%
0,643%
0,547%
0,451%
0,355%
0,260%
0,164%
0,069%
0,026%
0,121%
0,216%
0,311%
0,405%
0,499%
0,593%
0,687%




Dinamica das Estruturas
Vibracdes Forcadas Harmdnicas

\
ma®2a = forca centrifuga ‘
_ _vms ¢ g
ot ,
mj3
my a

i 1 4
ELh ELh |:> W m | pH
L
MU + cu + ku = pgsin(@t)
<
e Ju(0)=u,
condi¢oes iniciais :
u(0) =y,

\




Dinamica das Estruturas
Vibracdes Forcadas Harmdnicas

MU +cu + ku = psin(wt) &<1

o

o [u(0)=u
condi¢des iniciais :
\ U(O) = Uy

u(t) =e " pcos(wpt —6)+ psen(wt -0 )

solug¢do homogénea solucado particular




Dinamica das Estruturas
VibracOes Forcadas Harmonicas — Solucdo da Homogénea

u. (t)=e " pcos(wt—0)

p e 0 decorrem das condi¢des iniciais 2 e 2y, bem como de p ¢ 6.

Uy = pcoso — ﬁsené,

ln = —Ewpcosh + wppsend + @pcoshH
= D )

chega-se a:

}

i — D O —_ =12
p :\/(ﬂ-g +,55€11(7)2+ [ 2, = @pcosf +Ew (u,+psend )

o D

i — @DDCosO + u, + psend
0 — arctan o= P 6 +&w (u, +psend )

wp, (u, +psend )




Dinamica das Estruturas

VibracOes Forcadas Harmonicas — Solucéo Particular

u,(t)=psen(at—0)

com :«

\

p = Du,
=P
S
1
D = > .
a-pf +(22p)
0 = arctg[lz_gﬂ 2)



Dinamica das Estruturas
Vibracdes Forcadas Harmonicas — Regime Permanente

/]

k
WA L e 2) 1
. =0 D — o,

. OOQHH .k J(l—,b’z)z +(2£8Y

u,(t)=psen(at—0)

; i
7 , \ — £=0,00
: | _ feoss
b N i
! )\ o
X / \\\k\ -— £=0,50
?_ ﬁ%?f} — £=0T0
0 D

0 0,5 1,0 1,6 2,0 25 3,0




Dinamica das Estruturas
Vibracdes Forcadas Harmonicas — Regime Permanente

/]

1

m | —» p(H

v




Dinamica das Estruturas
Vibracdes Forcadas Harmdnicas

Estudo do controle de vibragdes para uma estrutura

Ak Ac
| > p (1)
A lE - P '__.
c (]
ELh ElL h ElL h
= = 5
a) b) c) m=10° kg
Figura 6.7 h=15m
El =6,75x10'°Nm?
Pedem-se:
edem-se k:%:BQ*losN/m

a) a frequencia do carregamento e a taxa de amortecimento estrutural;

b) arigidez Ak da mola (elemento de controle passivo) que deve ser colo-

cada em paralelo (Figura 6.7b) para reduzir, nas mesmas condicdes de
carregamento, a amplificacdo dinamica a metade;

¢) aconstante Ac do amortecedor (elemento de controle passivo) que deve

ser colocado em paralelo (Figura 6.7c¢) para reduzir, nas mesmas condi-
coes de carregamento, a amplificacdo dinamica a metade.



Dinamica das Estruturas
Vibragdes Forcadas Harmonicas — Caso a

k=60%10°N/m
B =1

k m =10°kg
WA s
E=125% @ =7.746rd/s
——
[pO = 60000N, u0 =0.002m, vO0 = 0,0]
250\ /\ /\ /\ /\ /\ /\
. RN \ A
c ol L TV L

0.00
000=X=50,-404e-3 =Y =5.00e-3

T

Tl

|

v

\

AV

\/



Dinamica das Estruturas
Vibragdes Forcadas Harmonicas — Caso a

k
AN
[

[

m

m=10°kg k =60+10°N/m

e p(® 5 =12.5% m = 7.7461'd/s

v
[pO = 60000N, u0 = 0.002m, vO = 0,0]

AN A A AN

2.50 %
0.00

|
RYATAVETAIEY

VANV’ EVA

B =1



Dinamica das Estruturas
VFH - E4 - Excitacdo de Suporte

s(t)

s(t) = ms,sen(wt)
m(U+%)+cu+ku=0

ou

MU +cu + ku = —m$ = ma s, sen(at)




Dinamica das Estruturas
VFH - E4 - Excitacdo de Suporte

s(t)

s(t) = ms,sen(at)

m=1x10°kg , h=15m , ¢ =1,9365x 10° Ns/m , s, = 0,01m

E=3x101Nm=2% , 1 =2,25m*




Dinamica das Estruturas
VFH - E4 - Excitacdo de Suporte

w=7rad/s , $=09037 , pp=49x10°N , u, =817x103m ,

D=3437 , p=281x10"?%m , E,, =168x10°N , M., = 2,53 x 10’ Nm

5,00E-02

u(0)=0,02m  1(0)=0,2m/s

4,00E-02

3,00E-02

2,00E-02 ~

1,00E-02

0,00E+00

-1,00E-02

-2,00E-02

-3,00E-02

-4,00E-02




Dinamica das Estruturas
VFH - E4 - Excitacdo de Suporte

w=7rad/s , f=09037 , p0=4,9><105N , ue=8,17><10‘3m ,

D=3437 , p=281x10"?%m , E,, =168x10°N , M,, = 2,53 x 10’ Nm

u(0)=0  1(0)=0

wal (N AL NN NS
sooe /,\\ PN // X\ //\\\ / \ // \ L
ooree /\ / I\\I'/ \25 \35 \ 45/ 4,00E-02
e \/ \ l / \ / \ 3:00E-02
vV V.V N I O AN N
oy I VT 0 Y R A B
oomoo 1\ 4\ LT
AN
N AV ERVIRVIRYELY
vVl V| V]V |V

-3,00E-02

-4,00E-02




Dinamica das Estruturas
VFH - E4 - Excitacdo de Suporte

p=0.5
u,. =0.0033m u(0)=0  u(0)=0

5,00E-03

4,00E-03

3,00E-03

2,00E-03

L
T
~

N

1,00E-03

=
N
L

V. R w Y A
A \
R \ \/

-4,00E-03




Dinamica das Estruturas
VFH - E4 - Excitacdo de Suporte

B=1.0
U o = 0,04m

I
o

u(0)=0,08m  u(0)

1,00E-01

8,00E-02

6,00E-02

4,00E-02

2,00E-02

S\ AAAAS

-6,00E-02
V

-8,00E-02

|




Dinamica das Estruturas
VFH - E4 - Excitacdo de Suporte

B=1.5
Uax = 0,017m

5,00E-02

4,00E-02

“Rin AN,
\ 8

A AV RVIRTE
i v Vv

-2,00E-02

—
<
<7

-3,00E-02




Dinamica das Estruturas
Vibracédo Forcada Harmoénica — Transmissibilidade

ry
¥ i -
e V i |
k (o
l Sp T~ — s(t) = spsenat
1
‘\__T__/ R T A
A
a) b)

ur(t) = ut) +s(t)

mil + cit + ku = msyw?sen(wt)




Dinamica das Estruturas
Vibracédo Forcada Harmoénica — Transmissibilidade

. A
u —2
1 psza) SO:DIBZSO
u(t) = psen(wt — 0) k 288
0 = arctani?@€ 2)
1-
— s(t) = spsenawt uT(t) = u(t) + S(t)
U, = TR S,
U, (t) = psen(@t — 6 )+ s, sin(at)
regimep;;manente perfild;estrada TR = D\/l_|_ (zgﬂ)z

Uy (t) = Ur e sin (0t~ ) 5 arctar| ~DB°SINO
- 1+ Dp? cosd




Dinamica das Estruturas
Vibracédo Forcada Harmoénica — Transmissibilidade

TR Nt Fator de transmissibilidade,

————— S(f-} _ SDSEHEJt 0
\\mﬁ

ur(t) = ult) +s(t) 10
9
? Fator de transmissibilidade, TR(B), para — &-0,00
—_ distintos valores de £. e
uT max =TR SO mi S ilﬁfi
4 — £=0,20
3 —— £=0,50
5 2 -—— &€=0,70
TR = D1+ (2£p) :




Dinamica das Estruturas
Vibracédo Forcada Harmoénica — Transmissibilidade

T
L e u
=} A
k c
l Sp T~ ) s(t) = spsenat
‘\__L/ B A
A
a) b)
V =72km/h
A=12m Determinar c tal que u; .., =5cm
S, =0,03m

k =1,4865x10°N/m




Dinamica das Estruturas
Vibracédo Forcada Harmoénica — Transmissibilidade

T =0,6s > @ =10,472rad/s

= £=0,941
= \ﬁ =11130rad/s g
m

T s(t) = spsenwt

& =0,391
NS

c=10450 —
m

D =1,342
p =3,56cm

t(s)
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Vibracédo Forcada Harmoénica — Transmissibilidade
Sistema de isolacéo de uma fundacéo submetida a carregamento harmonico

ppsenot

fmola = ku = Dppsen(&t — é:)

famort = cu = 2EDpgcos(dt - 8_)

a maxima forca transmitida para as fundacdes, considerando que ha uma defasa-
gem de % radianos entre a forca elastica e a forca de amortecimento, €:

fmax = \/(ﬁfumax )2 +(Gﬂ‘max)g = \/(‘DpD)E + (2518‘0?30)2 = pDD'ﬁ.I'1+ (2518)2 =TR Dy-
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Carregamentos Periodicos
p(t) " o0
L p(t) =aq, +Zancosﬁﬂ_t +» b,send,t,
.'ﬁi ﬁx f \ n=1 n=1
|\ |\ |\
| \ Y \
\ : \“*.._ A\ i . i T,
| S\ g = L
- o’ p(t)dt
B Iy o Iy N Tp
| I 0
TF‘
2 —
a, = T_j p(t)cos@,,tdl

n

Um carregamento periddico .
geral pode ser representado b, =— [ p(t)sena,t
por meio de série de Fourier
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Carregamentos Periodicos
L p(t) =aq, +Zanc055ﬂ_t +» b,send,t,
."H\\i .'In"'-., [ \ n=1 n=1
|I HI" I Il"n I "-.n
\ \ L\
— e el
N
T I
== =

=]
M + C + Ku = ay +Z @, cosa, ! +Z b, sena,,t
=1

=1

@, (T
Bl

Para regime permanente

(t)_— = ZD (1-B2)b, + (2B, )a,, | sen,t +
D?i', = .;,1
J-p2) +(268,7

=1

r= > DL[(1-) .= (2880, Jeosm,

=1
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Exemplo: Carregamento Periodico

£= 0,05

3 3
T=—T, C=» B.= —;

p(t) -+

Determinar a resposta

Dy Dy Bo
. dindmica do oscilador,
i T i em regime estacionario,
2 2 2 até o quarto harmonico
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Exemplo: Carregamento Periodico

u(t)

r(t) = —— = 0,2500+D,85015en(

Dy
k

+ D,DEﬂTsen(

—1—3,2954
T

2r,_ 0,7367
T

) + 0,0099sen (

]+ 0,1264 sen (

P

8_""";_6,2457

15"

4—“3-6,1633)+
T

].

Cle e e R
1 0,05 0,7500 2,2529 | -0,2026 | 0,3183 0,8501 0,7367
2 0,05 1,5000 0,7943 0,0000 | -0,1592 | 0,1264 65,1638
3 0,05 2,2500 0,2458 | -0,0225 | 0,1061 0,0267 3,2954
4 0,05 3,0000 0,1249 0,0000 | -0,0796 | 0,0099 6,2457
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Exemplo: Carregamento Periodico

r(t) = % = 0,2500 + 0,85015en(2—3t— 0,7367]+ 0,1264 sen (4—3 t —6,1638)+
?0 T, T,
+ 0,02675en(6—3 L —3,2954) + 0,0099sen (Sit—6,2457) .

p p

1,0

0,8

0,6

0,4 — Parcela estatica

0,2 I 1 I 0 f i I 1 — 1° harménico
— 27 harmonico
— 37 harmonico
—— 47 harménico
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Exemplo: Carregamento Periodico

(i) = % = 0,2500+0,85015en(§1—3t—0,7367]+0,1264sen(?—35—6,1638)+
= ol p
k

+ 0,02675en(6—3 L —3,2954) + 0,0099sen (Sit—6,2457) .

p p

1,2
1,0
0,8
0,6
0,4
0,2
0,0
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Carregamento Impulsivos |2 <T

p(t)

tL<T

0<t<t, Fase 1 : VibragOes Forcadas

t>t, Fase 2 : Vibrac0es Livres com {U(tl) = U,
u

condicdes iniciais a(t,) = a,




Dinamica das Estruturas
Carregamento Impulsivo: Pulso Retangular

p(t)= p, para t<t,
p(t)=0 para t)t

e Fasel (0=t<t)):

A equacdo de movimento do sistema nao amortecido € mii + ku = p,. Para o
sistema partindo do repouso (u, = 0 e 2y = 0), a solucdo é€:

u(t) = % (1-coswt) =u,(1-coswt),

D
onde u, = —.
K

o
S L
=




Dinamica das Estruturas
Carregamento Impulsivo

mi+ku=0
Fase 2 : Vibracoes Livres | {U(tl) — U,
C.1.: .
P(t)=0 para t)t (t, ) = 0,

u(t)=e " cos(w, (t -t,)-0) ”
l

com : S

@p = w/1-&° Gzarctg(ulJrawul)
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Carregamento Impulsivo: Pulso Retangular

p(t)= p, para t<t,
p(t)=0 para t)t

e Fase2 (t=1)):

Definem-se ¢ =7 — t; > 0 e u(i) = u(t). Escreve-se a equagdo de movimento
como mu + ku = 0. com condicdes iniciais %(0) = wu(t;) e w(0) = u(ty).

uw(t) = pcos(ot — 6)

P =2 sen (m?tl) u, =2 sen (ﬂ?‘t'] U,
D:i:,‘z sen (H_tl)
U, T

@ = arctan m .
1=coswt,




Dinamica das Estruturas
Carregamento Impulsivo: Pulso Retangular

p(t)=p, para t<t,
p(t)=0 para t),

ty
= N\ —=0,70, t
1,5 / \ r’f\".l /\, T —— (Carregamento p()
\ [ [ [\ Dy

II II I| ' ' ' I| w(t
0,5 1 f { ’I \ ’I 1 — Deslocamento Fase 1 (1)

| |
\ | |I , '| I| \ U,

0,0 i [ ! f 1 | I1I
{0 1 ' | 2 |I 3 | 4 ) u(t)
05 |1I |'I 'll IJ' |1| | |I ) ——— Deslocamento Fase 2 ”
\ e
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Carregamento Impulsivo: Pulso Retangular

p(t)=p, para t<t,
p(t)=0 para t)t,

2.0
i \ f,\l | r
s A eess p()
; '| [\ [ [ T —— Carregamento D
\ f t ||I I| f ! / 0
1,0 | m m ] | "
| | | | | | | t
0,5 lll [ '|I I|I \ [ III I|I — Deslocamento Fase 1 u
| [ | f (¥}
0,0 — )
0 |1 | 2] | 3 | 4 i wu ()
05 |III ||J l', | |III IIJ ||I Ir' —— Deslocamento Fase 2 -
\ | III. JII \ 1 Ill JII
-1,0 1'| ||I U [] 1|l, |'r ]
\ |/ \ | \
1,5 U \} V|
-2,0
f
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Carregamentos Impulsivos

2.4
78

2,0 -

/ /% /m

B e ! e
1,6 P —
D 12 / prd
/

0,8 ////

02 04 06 08 10 12 14 16 1,8 20




Dinamica das Estruturas t
Carregamento Impulsivo de Curtissima Duracéo ?1 < 0.25 e

mii = p(t)
0<t<t, Fase 1 : u(O):O
c.1.:
{U(O) =0
t>1 Fase 2 : Vibracdes Livres com 4 u(t,)=0
condicdes iniciais U(tl) =, = !
m
u(t) = —— e sin(w, (t-t,)

Ma,

T I
U, =ut+——17I= e ?
20, ) Map




Dinamica das Estruturas

Exemplo 6: Carregamento Impulsivo de Curtissima Duracgao

a)

Dados : -

I | t (ms)
5] 10 15 20

c)

[ m=7#10°kg
k=7+10"N/m

h = 45m

co:\/Ezlord/s
m

T=2" _ 062835
@
Y _ 0.0318s ( 0.255
=
U = —0.000643m

mo
Fos = KUy, = 45N

M, =F_ h=2025kNm




Dinamica das Estruturas

Carregamentos Dinamicos Gerais

mu +cu +ku = p(t)

Analise no dominio do
tempo

Analise no dominio da

frequéncia

p(t)

somatorio simples
aproximagao por funcdes constantes

trapezoidal

Integragao numeérica . . N
aproximacdo por funcdes constantes

Simpson
aproximacao por fungdes quadraticas

Método de Runge-Kutta de 4a. Ordem

equacdo diferencial do

movimento Método de Newmark

Método de Wilson-©

Transformada de

) FFT- Transformada Répida de Fourier
Fourier
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Carregamentos Dinamicos Gerais

Analise no dominio do tempo Integral de Duhamel

k - R
MW - g I
M —te 1] ¢
I | | Lt
L d
m J 4 ‘
\\‘\\V_/‘ -
T)dt (e
du(t) = plr)dr. e~ =Dsenwp, (t - 1), t>T.
mawy,

u(t) = A(t)senopt — B(t)cosopt,

Uy + U
u(t) = e~ [( 0 Dém) senwpt + uﬂmsmﬂt]+ c

“p A(t) = ! J. p(0)e™?“"Pcoswprdr,
it mCUD 0
T
+f P e~ "Dsenwy, (t = 1)dr.
0 mfﬂﬂ 1 t
B(t) = f p(0)e=?"Psenwprdr,




Dinamica das Estruturas
Carregamentos Dinamicos Gerais

Integracdo numerica

- e Somatoério simples (aproximacgao por fungdes constantes)
y(r

t

f y(o)dt=At(yg+y1 + ... + Yn_1)
0

.1 e Trapezoidal (aproximacao por fungdes lineares)

l
_ AT )
f y(1)dt = 7(% +2Y1+ ...+ 2YNq + UN)
]

e Simpson (aproximacdo por fun¢des quadraticas)

t

_ A |
f y(r)drt = ?r(yn + 4y + 2y + ...+ dyng + YUN)
]




Dinamica das Estruturas
Carregamentos Dinamicos Gerais

Analise no dominio do tempo Integral de Duhamel

mU +cu +ku = p,sen(at)

L
I

1 |t p(1] Ns
I m=1200kg ¢ =10450—

[ o m

Simpson

& =10,47224
S

k =148650°%  p, = 3948N
m

exata

ti (s) Ai Bi

1,46 0,005942 0,041554 0,034375 0,034409 -0,10%
1,48 0,003958 0,039246 0,035552 0,035593 -0,11%
1,50 0,003067 0,036264 0,035177 0,035221 -0,12%

Ai Bi
1,46 0,00594 0,04155
1,48 0,00396 0,03925
1,50 0,00307 0,03626

Simpson exata

0,03438 0,03441 -0,09%
0,03550 0,03559 -0,25%
0,03518 0,03522 -0,11%

1,46 0,0059 0,0416
1,48 0,0040 0,0392
1,50 0,0031 0,0363

Simpson

0,0344 0,0344 0,00%
0,0356 0,0356 0,00%
0,0352 0,0352 0,00%
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Carregamentos Dinamicos Gerais

Analise no dominio do tempo
Solucédo numérica da equacéo diferencial do movimento — Método de Euler-Gauss

Hipoteses:
e Tempo discretizado em intervalos de duracdo Al constante

e Considera-se um intervalo de tempo At entre os instantes

t =iAt et =(i+1)At

e Admite-se que sdo conhecidos U, U; U noinstante t,

e Deseja-se determinar U;,,;, U U.,, emum certo

i+1
instante t,,,

e Admite-se nesse intervalo que a aceleracao seja constante

u. +U.
e igual 3 média ——




Dinamica das Estruturas
Carregamentos Dinamicos Gerais

Analise no dominio do tempo
Solucédo numérica da equacéo diferencial do movimento — Método de Euler-Gauss

t<t<t, = a= —i+l "I Movimento uniformemente acelerado
2
t.o=t +At = | 2
: 10,,+U .,
U, =U +UAt+ ——=—TAt
. 4 4 . ..
Uiy = AL (ui+1 ~ ui)_EuiAt — U
. At .
Uy, =U+—U+—Uy,




Dinamica das Estruturas
Carregamentos Dinamicos Gerais

Analise no dominio do tempo
Solucédo numérica da equacéo diferencial do movimento — Método de Euler-Gauss

Ui+1 T ae2 ' !
e e 3 At
mu. , +cu. , +ku , =pi, com At At
Ui+l = U, +_U| +_U|+1
2 2
kui+1 — I:\)iJrl
n 4 2
K=k+-—m+-—c
At At




Dinamica das Estruturas
Carregamentos Dinamicos Gerais

Analise no dominio do tempo
Solucédo numérica da equacéo diferencial do movimento — Método de Euler-Gauss

Método de Euler- Gauss é incondiconalmente estavel

*

T . _ _
Recomenda-se: Al = 2—0 T =min(T,T)

Uy
t, = - VN
k C
uo_&__uo Uy
L m m m |2U _ﬁ
i+1 — "N+l

R =P+ m(—u. +—U + Uij+ c(gui + uij
At At
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Carregamentos Dinamicos Gerais
Analise no dominio do tempo

Solucdo numeérica da equacao diferencial do movimento — Método de Euler-Gauss

X mU +cu +ku = p,sen(at)
i —_— 0
" m=1200kg c=10450"° Kk =148650 p, —=3948N @ =10472"29
L [ m m S
Tabela 9.3 — Resultados obtidos pelo método de Euler-Gauss com At=0,03 s T = 0’565
£(s) u(m) 2 (ms™) 7i(ms2) k(Nm™) R(N) _
0 0 0 0 6178650 1220 T = 0’608
0,03 0,000197 0,013164 0,877575 6178650 6808
0,06 0,001102 0,047131 1,386894 6178650 19536
0,09 0,003162 0,090201 1,484492 6178650 39977
0,12 0,006470 0,130354 1,192323 6178650 66613
0,15 0,010781 0,157042 0,5686914 6178650 96237
0,18 0,015576 0,162599 —0,216442 6178650 124571
0,21 0,020162 0,143120 -1,082188 6178650 146991
0,24 0,023790 0,098785 —1,873455 6178650 159264
0,27 0,025777 0,033643 —2,469391 6178650 158204
0,30 0,025605 —0,045086 —2,779199 6178650 142157




Dinamica das Estruturas
Carregamentos Dinamicos Gerais

Analise no dominio do tempo
Solucédo numérica da equacéo diferencial do movimento — Método de Euler-Gauss

e —f p(1]

0,04

0,03

0,02

0,01

w(m)

—-0,01

-0,02

0,03

-0,04

mU +cu +ku = p,sen(at)

m=1200kg c= 10450&
m

t(s)

k =148650°%  p, = 3948N
m

& =10,47224
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Localizagao: Vers-Pont-du-Gard
Engenheiro: Henri Pitot
Arquiteto: Henri Pitot



