Teorlia de Placa de
Kirchhoff



O modelo estudado é caracterizado geometricamente como uma placa
delgada e com um carregamento atuando transversalmente a superficie
média dessa placa.

A flexao de uma placa que resiste a carga transversal pode ser
Interpetrada de forma simplificada por meio de barras que se dispoem
ortogonalmente uma a outra.




- Fibras retilineas inicialmente ortogonais a superficie média da placa
permanecem retilineas e ortogonais a superficie media apos a
deformacao;

- Os deslocamentos na direcao transversal ndo variam ao longo da
espessura da placa.



Considere a placa genérica da figura seguinte onde P é um
ponto da superficie média de coordenadas (x,y,0), e P, € um
ponto que se encontra numa fibra retilinea que é ortogonal a
superficie media e passa por P, de coordenadas (X,y,z).
Considere um carregamento p(X,y) atuando transversalmente
a placa. A espessura h € pequena quando comparada a uma
dimensao caracteristica no plano da placa.

Y,v
-




Nas figuras abaixo, tem-se as representacoes das configuracoes
deformadas e indeformadas da placa nos planos xz e yz,

respectivamente:
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Considerando essas definicOes e deslocamentos infinitesimais, tem-se:

W= W(X,Y)

OW
u=—-—~2
OX
OW
V =—Z
oy
Usando as relagoes de compatibilidade:
ou O°W
gXX = — = —
OX OX*
o ov _ _o°w sendo as outras componentes nulas.

— —+ —
oy OX OXoy

ou oV O*W
Y xy =27



- Ateoria assume que a placa é composta por uma “pilha” de laminas;
- Cada lamina esta sujeita ao estado plano de tenséao.

Portanto:
. __E (6 +ve. ) — Ez (o°w Vazw
S TERVER . WA 12 ax? ay?
_ E _ Ez (o*w . O°w
T, = 1.2 (6 T VE,) = T 07| o2 1% o2
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z-xy — 7/xy —
2(1+v) A+v)\ oxoy



Placa idealizada como
uma “pilha” de laminas

generic lamina

Mecanica das Estruturas |



Podem-se definir resultantes, por unidade de comprimento, da
superficie media da placa. A resultante de momento M., associada a

COMPONENte T, :
h/2

M, = [7,(—2)dz
—h/2
Eh® o*w  o*w
M, = > > +V >
12(1—v2) | ox oy

Definindo D:
3
D — Eh :
121 —v~°)

Tem-se:
2 2
szD[aW:va Wj

OX?



A resultante de momento M,,, por unidade de comprimento,
associada a componente Ty,

h/2

, = |7, (—2)dz

—h/2

2 2
M :D[awavawj

M

Yy E%VZ 6»(2

O momento torsor por unidade de comprimento, My, ¢ dado
por:

h/2
O°W

M, = |z, . (—2)dz=D0—v)
Y _ﬁ[zyx OXOY
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O momento torsor por unidade de comprimento, M,,,, € dado
por:

h/2 2
M, = [r42dz=—D@a—v)| Z¥
g OXoy

Como as tensoes de cisalhamento sdo iguais, tem-se My, = —My,,.
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Resultantes das tensoes:

Nas figuras abaixo, observam-se as distribuicoes de tensoes e suas

resultantes quando  @°W &°we 9°W 3o todos positivos:
ox? ' oy? Oyox

M dy

Mecanica das Estruturas | 12



Equilibrio:

Na figura abaixo, observa-se os esforcos nas secoes de um elemento da
chapa de arestas infinitesimais no plano xy e a resultante do
carregamento externo atuante neste elemento.
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Com o equilibrio de forcas na direcédo z, obtem-se:

6Qx . a(?y
o dxjdy dex+[Qy+ oy

—Q, dy + [QX + dyjdx+ pdxdy= 0

Simplificando-se:
O oQ
Qx | Y _— __ p (1)

OX oy




Desprezando-se termos infinitesimais de maior ordem, o
equilibrio de momento em torno do eixo x resulta em:

(dex)dy — M dx +[M y + ax/y dyjdx — M dy +[M yx T al;/lxyx dxjdy =0
Simplificando-se:
oM oM
y yx 2
| - —qQ, (2)

oy OX

De modo analogo para o eixo y, resulta em:

oM, oM,




Derivando a equacao (2) em relacao a y e a equacao (3) em relacao a
x, somando-as e usando a equacao (1) chega-se a :

2 O°M O°M
a I\/sz 2 Xy : 2y — p
OX OXOY oy

Substituindo-se as expressoes que relacionam 0s momentos aos
deslocamentos transversais chega-se a:

oW 5 oW o*'w p

aXZayZ ' ay4 — D

que € conhecida como a equacéo de Lagrange para as placas.




Substituindo as expressoes que fornecem 0s momentos em
funcao dos deslocamentos transversais nas equacoes (2) e (3),
obtém-se os esforcos cortantes em termos dos deslocamentos:

O ( O°W O*Ww

—D
ox | ox* oy’

Q.

—Di O°W  O°W
oy\ ox* oy~

Q,



Condicoes de contorno:

Considerando-se uma aresta paralela ao eixo y, dada por x = a.

- A condicao de borda engastada corresponde a se impor gue 0S
deslocamentos transversais e as rotacoes das fibras em torno do eixo y,
tais como AB que € mostrada na figura a) abaixo, sdo nulos.

M,
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=] f) dy
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- Considerando a condicao simplesmente apoiada, o
deslocamento transversal deve ser restringido. Adicionalmente
ndo ha vinculos cinematicos que restrinjam as rotacoes de
fibras em torno do eixo y, tais como AB, e ndo ha tensdes
normais t,, atuando na secdo de extremidade da placa dada
por x = a. Desta forma, em x = a, tem-se:

Wa =0
M =0



Essa ultima condicédo pode ser escrita atraves dos
deslocamentos na forma:

O°W O°W
>~ +V > =0
OX oy

X=a

E como W‘ w—a O, tem-se que o segundo termo da
equacao acima é nulo, resultando:

O°W
OX*




- A Ultima condicéo a se considerar é a condicéo de borda
livre. Uma vez que ndo existem restricbes cinematicas
nesse caso, nao existem tensdes que atuem sobre a secao
da extremidade da placa definida por x = a. As
componentes de tensao que poderiam agir Sao Ty, T, €
T, ESSAS componentes estao associadas com M,, M, €
Q... Mostra-se que as condicdes de contorno nesse caso
sao:
X ‘ X=a — O

oM
V — QX a Y p— O

Y Jlia

Esta Gltima pode ser interpretada nas figuras b) e ¢) do
slide anterior.




Exemplo
Encontrar a solucdo para uma placa retangular, guando a placa é

simplesmente apoiada nas suas quatro bordas e atua sobre ela
uma forcap = p(x,y) transversal. Particularizar a solucao

parap(x,y) = p, constante.
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SOLUCAO: Tem-se as condicdes de contorno abaixo:

2
w| . =0, O \/2v =0
OX“ |
2
W, , =0, oWl _o
oY |, o
2
w_ =0, ‘2 Y=o
X=a X .
2
W\yzb =0, O \/2v =0
oY~ |,y



Buscando a solucao a partir de uma série de Fourier:

© @)

w(X, y) = Ziwmnsen( m;ZX jsen[ n;zyj

m=1 nNn=1

que atende as condic¢des de contorno.

Buscam-se as constantes w,,,,, para que satisfacam a equacao:

o*w o*w o'w p
T t2= 55+t a —
OX oxX“oy oy D

Para tal, o carregamento precisa ser caracterizado. Pode-se
escrever (novamente usando-se a serie de Fourier):

o) - 515 pser{ T {72

m=1 n=1




Onde:

4 ¢ M 72X Ny
= — X,V)sen sen dxd
Prn ab!!l@( y) [aj [bj \

. . 4 4 4
Substituindo-se w(x, y) e p(x, y) em ZT‘QV I 8528";’/2 N ‘Zy‘g" _ g
chega-se a:

S~ (Mt 2m*n®  n") L [mﬂxj [nﬂyj
ZZ 2 T v ot 72 |77 WmnSEn sen =
m= a a“b b a b




Como os coeficientes das duas series tém que ser 0s
mesmos, tem-se:

w Pine
m +—(m* 2m?*n? n?
7 D 4 | 2252 | "

Quando o carregamento é uniforme e igual a p,, tem-se:

P = 1623p0 ;m,n =13,5,...
zz°mn

P..=0;m,n=2,4,6,...




Com todas essas relacoes, chega-se a:

M 7zX mzzy
16p _ sen( - jsen[ o j
W(X1 y) T > Z,Z, 2

m=1 n=1 mn m2 | n2
a‘ b°

Com m e n impares. Portanto, tendo-se o campo de deslocamentos,
podem-se obter os campos de tensoes e os esforcos resultantes.




Considere uma placa retangular simplesmente apoiada. Pode-
se buscar entendimento sobre o comportamento da placa a
partir de barras de secdo transversal retangular.

Considerando uma barra com eixo paralelo ao eixo x global,
observa-se que alem do momento M, e da forca Q, que estdo
diretamente associados a flexdo dessa barra, 0 momento de
torsao M,,, e a forca Q,, — que atuam sobre as faces laterals —

contribuem para o seu equilibrio.



Este efeito é examinado abaixo num contexto simplificado de
grelha. G H
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