
Modelo por Equações de Fase da Máquina Śıncrona com
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Para o desenvolvimento do modelo da máquina śıncrona, as seguintes hipóteses são consi-
deradas:

• não há saturação do ferro;

• não-linearidade da permeabilidade magnética do ferro é despreźıvel;

• máquina trifásica simétrica.

As caracteŕısticas tratadas na modelagem são:

1. Campo gerado por enrolamento no rotor;

2. pólos salientes;

• variação das auto-indutâncias com a posição rotórica (estator);

• variação das indutâncias mútuas com a posição rotórica (estator–estator,estator–
rotor);

3. enrolamentos de amortecimento no rotor.
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Figura 1: Modelo f́ısico simplificado.
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Figura 2: Referências como Gerador
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Figura 3: Referências como Motor

Equações das Fases (Gerador)
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ia + Rs + va = −
dΦa

dt

ib + Rs + vb = −
dΦb

dt

ic + Rs + vc = −
dΦc

dt

iD + RD = −
dΦD

dt

iQ + RQ = −
dΦQ

dt

if + Rf − vf = −
dφf

dt

(1)

Φa = Laaia + Labib + Lacic + Laf if + LaDiD + LaQiQ
Φb = Lbaia + Lbbib + Lbcic + Lbf if + LbDiD + LbQiQ
Φc = Lcaia + Lcbib + Lccic + Lcf if + LcDiD + LcQiQ
Φf = Lfaia + Lfbib + Lfcic + Lff if + LfDiD + 0
ΦD = LDaia + LDbib + LDcic + LDf if + LDDiD + 0
ΦQ = LQaia + LQbib + LQcic + 0 + 0 + LQQiQ

(2)
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Laa Lab Lac Laf LaD LaQ

Lba Lbb Lbc Lbf LbD LbQ

Lca Lcb Lcc Lcf LcD LcQ

Lfa Lfb Lfc Lff LfD 0
LDa LDb LDc LDf LDD 0
LQa LQb LQc 0 0 LQQ
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(3)

Onde:

Lxx: auto-indutância de uma fase “x”;

Lxy: Indutância mútua entre as fases “x” e “y”;

Pode-se definir:

• um vetor de fluxos de estator: ΦS

• um vetor de fluxos de rotor: ΦR

• um vetor de correntes de estator: iS

• um vetor de correntes de rotor: iR

• a matriz de auto-indutâncias de estator: LSS

• a matriz de auto-indutâncias de rotor: LRR

• a matriz de acoplamento estator–rotor e rotor–estator: LSR e LRS ⇒ (LSR)t = LRS
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Pode-se escrever a equação dos fluxos da máquina de forma simplificada:

[

ΦS

ΦR

]

=

[

LSS LSR

LRS LRR

] [

iS
iR

]

(4)

A equação (3) pode ser reescrita de forma mais compacta:

[

vS

vR

]

+ [R]

[

iS
iR

]

= −
d

dt

[

ΦS

ΦR

]

(5)

[

vS

vR

]

+ [R]

[

iS
iR

]

= −
d

dt

([

LSS LSR

LRS LRR

] [

iS
iR

])

(6)

Onde:

[R] =

[

RS 0
0 RR

]

(7)

[RS] =





Ra 0 0
0 Rb 0
0 0 Rc



 , [RR] =





Rf 0 0
0 RD 0
0 0 RQ



 (8)

Onde:

Ra, Rb e Rc: resistências das fases a, b e c, respectivamente;

Rf , RD e RQ: resistências dos circuitos de rotor (f : campo; D: enrolamento de
amortecimento direto; e Q: enrolamento de amortecimento em quadratura).

LSS =





Laa Lab Lac

Lba Lbb Lbc

Lca Lcb Lcc



 (9)

Laa = Lsl + L0 + L2 cos 2θer

Lbb = Lsl + L0 + L2 cos (2θer + γ)
Lcc = Lsl + L0 + L2 cos (2θer − γ)

Lab = Lba = −
L0

2
+ L2 cos (2θer − γ)

Lac = Lca = −
L0

2
+ L2 cos (2θer + γ)

γ =
2π

3

(10)

Onde:

Lsl: indutância de dispersão de uma fase do estator;

L0: indutãncia de magnetização de uma fase do estator;

L2: amplitude da variação de uma indutância de estator devido à variação da
relutância com a posição do rotor;

Definindo:

T3(θ) =





cos θ cos (θ − γ) cos (θ + γ)
cos (θ − γ) cos (θ + γ) cos θ

cos (θ + γ) cos θ cos (θ − γ)



 (11)
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LSS =





Lsl + L0 −
L0

2
−

L0

2

−
L0

2
Lsl + L0 −

L0

2

−
L0

2
−

L0

2
Lsl + L0



 + L2 · T3(2θer) (12)

T1(θ) =





cos θ

cos(θ − γ)
cos(θ + γ)



 (13)

LSR = LT
RS =





Laf LaD LaQ

Lbf LbD LbQ

Lcf LcD LcQ



 (14)

Onde:
Laf = Mf cos θer

Lbf = Mf cos(θer − γ)
Lcf = Mf cos(θer + γ)
LaD = MD cos θer

LbD = MD cos(θer − γ)
LcD = MD cos(θer + γ)
LaQ = MQ cos θer

LbQ = MQ cos(θer − γ)
LcQ = MQ cos(θer + γ)

(15)

Onde:

Mf , MD e MQ: indutância mútua entre as fases de estator e o enrolamento de
campo, enrolamento de amortecimento de eixo direto e enrolamento de amorte-
cimento de eixo de quadratura, respectivamente.

E:

LSR = T1(θer) ·
[

Mf MD −MQ

]

(16)

LRS =





Mf

MD

−MQ



 · T1(θer)
T (17)

LRR =





Lfl + Lfm MfD 0
MfD LDl + LDm 0

0 0 LQl + LQm



 (18)

Onde:

Lfl, LDl e LQl: indutâncias de dispersão do enrolamentos de campo, enrolamento
de amortecimento de eixo direto e enrolamento de amortecimento de eixo de
quadratura, respectivamente;

Lfm, LDm e LQm: indutâncias de magnetização do enrolamentos de campo, enrola-
mento de amortecimento de eixo direto e enrolamento de amortecimento de eixo
de quadratura, respectivamente;

MfD: indutância mútua entre o enrolamento de e o enrolamento de amortecimento
de eixo direto.
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A equação elétrica fica:

[

vS

vR

]

+ [R]

[

iS
iR

]

= −

[

LSS LSR

LRS LRR

]

d

dt

[

iS
iR

]

− ωer

(

∂

∂θer

[

LSS LSR

LRS LRR

]) [

iS
iR

]

(19)

O torque eletromagnético, em oposição ao movimento, é dado por:

Tel = −npp

[

iS
iR

]T (

∂

∂θer

[

LSS LSR

LRS LRR

]) [

iS
iR

]

(20)

Resolvendo a derivada parcial de (19) e (20):

∂

∂θer

LSS = 2L2Ṫ3(2θer) (21)

∂

∂θer

LSR = Ṫ1(θer)
[

Mf MD −MQ

]

(22)

∂

∂θer

LRS =





Mf

MD

−MQ



 Ṫ1(θer)
T (23)

∂

∂θer

LRR = 0 (24)

Ṫ3(θ) =
∂

∂θer

T3(θ) =





− sin θ − sin (θ − γ) − sin (θ + γ)
− sin (θ − γ) − sin (θ + γ) − sin θ

− sin (θ + γ) − sin θ − sin (θ − γ)



 (25)

Ṫ1(θ) =
∂

∂θer

T1(θ) =





− sin θ

− sin(θ − γ)
− sin(θ + γ)



 (26)

A equação elétrica final:

[

vS

vR

]

+ [R]

[

iS
iR

]

= −

[

LSS LSR

LRS LRR

]

d

dt

[

iS
iR

]

−ωer













2L2Ṫ3(2θer) Ṫ1(θer)
[

Mf MD −MQ

]





Mf

MD

−MQ



 Ṫ1(θer)
T 0













[

iS
iR

]

(27)

E a equação do torque eletromagnético:

Tel = −npp

[

iS
iR

]T













2L2Ṫ3(2θer) Ṫ1(θer)
[

Mf MD −MQ

]





Mf

MD

−MQ



 Ṫ1(θer)
T 0













[

iS
iR

]

(28)
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