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Exercicios selecionados

Exercicio 1 Demonstre as seguintes relagoes para o ntimero de condicao de
matrizes de ordem n, com a norma subordinada:

Exercicio 2 A matriz de Frobenius G; que é usada na etapa j do método de
eliminagdo de Gauss pode ser representada na forma

n
§ T
Gj =1- lijeiej y
i=j+1

onde I é a matriz identidade e e, é o k-ésimo vetor da base canonica do R™.
Usando a representacao acima, prove que

-1 T
Gj =1+ Z lijeiej .
i=j+1

Exercicio 3 Sob as hipéteses do teorema do ponto fixo de Banach, denote por
L < 1 uma constante tal que

|@(z) — @(y)|| < L[z — yl|.

Se T é o ponto fixo de ¢, demonstre as seguintes estimativas de erro:

|a®) — z|| < | — 2@, k>1 estimativa a priori

1-L

|a®) — z|| < |z — 2®B=V||| k>1 estimativa a posteriori.

1-L

Exercicio 4 Transforme o sistema nao linear

1
3x1 — cos(zaxs) — 5 = 0
23— 81(xg +0.1)® +sen (23) + 1.06 = 0
10m — 3
e L 20py 4 —— 2 =

3



em um problema de ponto fixo z = ®(z) isolando-se x; na equagdo i. Prove entao
que o sistema tem uma tnica solugdo em [—1,1] x [—1,1] x [-1,1]. Partindo-se
de (9 = (0.1,0.1, —0.1), estime quantas iteracoes do método de aproximacdes
sucessivas sdo necessarias para se garantir um erro menor do que 107° com a
norma do maximo.

Exercicio 5 Sejam L;(x) os polinémios de Lagrange para pontos zg,...,Zn
dois a dois distintos, e seja ¢; = L;(0). Mostre que

a)

n ‘ 1 para j =0,
Zcimgz 0 paraj=1,...,n,
i=0 (-)"xzoxy ..., paraj=n-+1;
b)
n
> Li(z) =1
i=0
Exercicio 6
a) Dados os pares de ntimeros complexos (zx, fx), kK =0,..., N, onde 2z # 2
se k # I, mostre que existe um dnico polinémio complexo p(z) de grau
menor ou igual a N tal que p(zx) = fi, k=0,...,n.

b) Dados os pares (0, fz), K =0,..., N, onde 0 = 2kn/(N + 1) e os fj séo
nimeros complexos, mostre que existe um tinico polindémio trigonométrico

p(0) = ag + are® + - ayetN?
tal que p(0x) = fr, k=0,...,N.
Exercicio 7 Discuta como aproximar as integrais
b cos(z)

/2
/0 Vzcos(z)dr e ; \/ﬁ dx

usando n-Simpsons de forma a garantir convergéncia proporcional a h*.

Exercicio 8 Considere uma particdo A = {a = 29 < 21 < -+ < x, = b} do
intervalo [a,b] e seja Y = {yo,...,yn} um conjunto de n + 1 ndmeros reais.
Defina o espago

CZ,Y ={feC*([a,b])| f(z;) =y;,0 <i <}

e seja Say o subconjunto de CZ,Y formado pelos splines ctibicos s(z) subordi-
nados & particdo A tais que s(x;) = y;, 0 < i < n. Prove que se f € CZ,Y e
s € SAyy entao

b
/ [f" () = sm(a)]sn(z) do = s"(b)[f'(b) — 5'(b)] = s"(a)[f'(a) — &'(a)].

Mostre entao que:



a) O tnico elemento de C3 y que minimiza || f”||2 é o spline ciibico s € Say
tal que s”(a) =0e s'(b) = 0.

b) Entre todas as fungdes f € C3 y tais que f'(a) = v e f'(b) = j3, onde «
e ( sao fixos, a Unica que minimiza || f”||2 é o spline ctbico s € Sa y tal
que §'(a) = a e §'(b) = 5.

Exercicio 9 Considere a equagao diferencial y' = Ay, onde A é constante (real
ou complexa). Se usarmos um método Runge-Kutta explicito com m estdgios,
as aproximacoes sao claculadas por uma expressao da forma

Mt1 = F(RA)ng.
(a) Mostre que F'(u) é um polindémio de grau m em p;

(b) Se o método tem ordem p (p < m), quais sdo os coeficientes de p’, 0 <
j < p? Justifique.

Exercicio 10 Considere o método de passo multiplo linear
h
Met2 — (1 + @)1 + ane = 5[(3 —a)frt1 — (1 +a) fil.
Mostre que o método tem ordem 2 e é zero-estavel quando a = 0, e que ele tem

ordem 3 mas nao é zero-estavel quando a = —5. O que se pode afirmar sobre a
convergéncia em cada caso?



