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Principio dos Trabalhos Virtuais para a Elasticidade
Tridimensional

Define-se o trabalho virtual dos esforgos internos — as tensoes — o, c,,, 0,,, G,

yy' “z y’
o,, & o,, para 0 campo das deformagoes virtuais por:

OT; = j(&?xxaxx +0£,0,, +0E,0,,+07,,0, +07,,0, +57/y20'yz)dV

; 7 7
5T = j {56} {o}dV
Vv
O trabalho virtual dos esforcos externos €
dad ;
TP s = [y (e dv + [feu) {0 )ds
Vv S,

onde:

u(x,y,2) AU(X,Y,2))
fut=<v(xy,2)} {Sut=<v(xYy,2)}
W(XY,2)) OW(X,Y,2))
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O Principio dos Trabalhos Virtuais para a elasticidade tridimensional pode ser
escrito como:

[{oe} {otav = [{au} {FoJav + [{au} {°ds

V v S

Mostra-se que:
Dados {f®} em Ve {f*} em S

sdo condicdes equivalentes para o campo de tensdes {c} satisfazer o Principio dos
Trabalhos Virtuais para qualquer deslocamento virtual e satisfazer equilibrio, i.e.,
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Principio dos Trabalhos Virtuais

[{oe} {otav = [{au} {FoJav + [{au) {°ds

V V S

para todo {su}, {ou}=0 em S,

igs

Equilibrio

TJul={f*} paratodo x ems,
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O problema da elasticidade linear pode ser formulado usando o principio dos
trabalhos virtuais.

Determinar {ou}, {o}e {¢} tal que

[{oe} {oyav = [{ou} {£®jav + [{eu} {°ds
v v f Equilibri
para todo {su}, {ou}=0 em SuS A 2,3
e,] |2 0 0
0 2 0
“w ¥ tef=[0fu}  vxev
822 _ O O oz
3 — o 1V,
7/xy oy OX
rol 12 0 2|t
P Compatibilidade
v i oz oy | (b)
{ G}: [C]{ g} VxeV Equacéo Constituti(\g
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Substituindo as equacdes de compatibilidade e constitutivas ( (b) e (c) ) na expressao
do principio dos trabalhos virtuais (a) obtem-se a formulacdo somente em termos dos
deslocamentos

Determinar {u} tal que

[lou} o, IcTo. T utav = [fau} {£®fav + [fau} {1 fas

v v S

Vv {ou},{ou}=0 em$S,

Tendo-se {u}, obtém-se
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Principio dos Trabalhos Virtuais para a Elasticidade
no Plano

Estado Plano de Tensodes

Particularizando-se a expressédo da elasticidade tridimensional para as condicdes de
estado plano de tensao:

[EeY {3V = [ [ (65,0, + 56,0, + 66,0+ 67,0, ) dzdA

=h[ (62,0, + 32,0, + 57,0, )dA
€
J oy {retav [ {au{fehas=[ [ (uf?+ovt?)dzdas

+f j_“h’fz(au 5 +ovts)dzdL=h[ (Ut +ovf®)dA+h[ (6ufS+ovfs)dL
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Usando a notacao:

XX gXX
{ol=10,t lef=1¢e,
ny Lyxy

e definindo-se

resulta:

jA{55}T{a}dV = jA{au}T{f S1dA+ jL {ouy {fS}dL
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Estado Plano de Deformacoes

As componentes de deformacao &,,, &, &, sao diferentes de zero e as componentes
de tensdo oy, oy, O, 0, S0 A0 nulas, entdo analogamente ao caso de estado
plano de tensdes, tem-se:

jA{ag}T{a}dv = jA{au}T{f S1dA+ jL fouY {fS}dL
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Introducao ao Metodo dos Elementos Finitos
Considerando o Problema Plano
Equilibrio:

[{oe} {o}an=[{au} {F®joa+ [{a} {f°aL

A A L

onde {U}T = {u V}

Compatibilidade: ou

Equacao constitutiva:

(1)
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Definindo-se ~ -

9 9
OX )
o |l=| 0 —
0. ] Y
0O O
Oy OX_

A equacao de compatibilidade pode ser reescrita como:
te}=10. Ju) (i

Substituindo-se (i) e (ii) na equacao de equilibrio, resulta:

J{au)' o, 1'lc o, Juloa- [ ) {r*Jea- [1au) {r*Jo

A A L
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Formulacao do Problema da Elasticidade Plana em
Termos de Deslocamentos

Determinar o campo de deslocamentos {u}, {u}" = { u(x,y) v(x,y) } tal que:

[fou} fo.1"[cTo. Julda= fou} {72 oA+ [lou} {f°faL

A A L

para qualquer {ou}, {ou }T = { du(x,y), ov(xy) } tal que {ou} = {0} em L,

Vamos procurar a solucédo para a equacédo acima considerando uma determinada forma
funcional para os deslocamentos.
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Para se definir essa forma considere:

A

m) ot
A rals

Y

> X &
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NV

~ XU
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Considere um elemento genérico

A YV

e uma numeracao local Y

define-se
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Entao

h, (%, ) =%(1+ ij(u %j
=31 21,2
o5
=312 2
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Define-se o campo de deslocamentos no interior do elemento por

()= 3 hy

v y) = Y hy

Nota-se que
4
u(leyj):Zhi(inyj)ui
i=1
Como h (x;,y;)=1quando i= je h(x;,y;)=0 quando i= j

analogamente
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Definindo-se (U,

Vl
U,
A V2 [
=1,
V3
u,
V)
Pode-se escrever
u(m) :{U(X, y)}: ~
o= o0

onde:
[H]:h10h20h30h40
0 hh O hh 0 h 0 h
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Considere: ul'={u, u, .. .. U}

onde U., 1 =1, ..., n representam todos os deslocamentos nodais do modelo.

b= e o)

Pode-se escrever:

onde
(m)
{u(m) }: u(x,y)
v (x,y)
e para o elemento (m) abaixo
YAY
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fem-se Uy u, U,
[Hm™]={0 .. 0 0 0 .. 0 h h
0 .. 0h O..0O0 O
U; U, U; U, ]
h, 0 0

Considerando as relagdes deslocamento-deformacoes

o=l

B[

e usando a equacao constitutiva

onde

sendo que

para material homogéneo.
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Lembrando o enunciado do Principio dos Trabalhos Virtuais
[{oe} {ofoa=[{au} {£®da+ [{ouf {f< oL
A A L

pode-se escrevé-lo considerando-se a interpolacao de elementos finitos

N E R T

V(X,y)

E considerando ainda que os deslocamentos virtuais sdo interpolados da mesma forma
que os deslocamentos

o™ j=[H™ fou}

0= |=[B Jou}
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entao resulta

onde L,™M, L,(M, ..., LM lados do elemento (m) que pertencem a fronteira do dominio
L, .
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Definindo-se

RIFXRY) RI-ZRYN RI=RR]

Pode-se escrever { SU }T ([K]{U }_ {R}) =0

Como os deslocamentos virtuais s@o arbitrarios, {oU} pode ser tomado
arbitrariamente levando a:
K{uj=1R]
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Montagem da Matriz de Rigidez

A YV

| J
(m) ]
Kij #0 somente se os graus de liberdade U; e U; pertencerem ao elemento (m)
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Montagem da Matriz de Rigidez

A YV

Recorda-se
{u(m) }2><1 = [H o ]2><N {U }le = [H ]2><8{A}8><1

Analogamente

{g(m) }3><1 - [B(m) ]3><N {U }le = [B]3><8 {0}8><1
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Definindo

kL. = |[B] [c]B]dA

A
n U. |u
K.(.):k ! 3 lj =<
J 56 Uj V3 {}

Os termos de [K(M] que ndo sdo encontrados em [k] sdo nulos

Vv

o N & O & W DN -
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Montagem da Matriz de Rigidez

L YV

Define-se Up vy Uy Vo Uz Vg Uy Yy

MO =fg p 1 ki j f g

As contribuicOes da matriz de rigidez do elemento (m) para a matriz [K] podem ser

obtidas somando-se .
k,; Na posicao qq de

K, Na posigéao gp de

K,g NA posigéo qg de
K,, Na posi¢édo pp de

2 A3 B2

K,g NA posigéo pg de
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Forcas Nodais

A YV
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