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* Resolve problemas combinando solucoes para
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Caracteristicas

Resolve problemas combinando solucdes para
subproblemas

Opal!!! Divisao e conquista????

Na programacao dinamica, subproblemas nao
sao independentes

Subproblemas compartilham subproblemas



O que é programacao dinamica

* Dynamic programming is a fancy name for recursion with a table.
Instead of solving subproblems recursively, solve them
sequentially and store their solutions in a table. The trick is to
solve them in the right order so that whenever the solution to a
subproblem is needed, it is already available in the table. Dynamic
programming is particularly useful on problems for which divide-
and-conquer appears to yield an exponential number of
subproblems, but there are really only a small number of
subproblems repeated exponentially often. In this case, it makes
sense to compute each solution the first time and store it away in
a table for later use, instead of recomputing it recursively every
time it is needed.

— lan Parberry



Visao Geral

1)Caracterizar a estrutura de uma solucao 6tima

2)Definir recursivamente o valor de uma solucao
Otima

3)Calcular o valor de uma solucao otima bottom-
up

4)Construir uma solucao otima a partir das
iInformacoes calculadas



Exemplo — linha de montagem

Fabrica tem duas linhas de montagem cada uma
com n estacoes

Cada estacao tem tempo de montagem a,,
Tempo para entrar (e,) e sair (x,) de cada linha

Custo para transferir de uma uma linha para outra
t

Determinar quais estacoes escolher para minimizar
0 tempo total de passagem do automovel.
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Linha de montagem — exemplo

o automovel
pronto sai

o chassi
entra

jinha de montagem 2 | & === .1.:'% TR _; o o -.

estagio S, |  estagioS;,  estagioS,;  estagioS,, estacioS,s;  estacdos,q

(a)
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Etapa 1 — Estrutura otima

Como é a estrutura de uma solucao 6tima?

Ou, como executar a estacao Si,j com 0 menor
custo possivel?

Se | =1, sO existe uma opcao possivel
Sej — 2, 3, . -.'\.lg;i.m.'. estagdo §,,  estagd




Estrutura 6tima

 Entao, uma solucao otima tem sempre essa
cara:

- Caminho mais rapido passando pela estacao j-1 da
mesma linha

- Caminho mais rapido passando pela estacao |-1 da
outra linha, somando-se o custo de transferéncia



Etapa 2 — solucao recursiva

» VVamos definir duas funcoes, f1 e {2

» f1(J) computa 0 menor custo para executar a
estacao jdalinha 1

» f2(]) computa 0 menor custo para executar a
estacao j da linha 2



Etapa 2 — solucao recursiva

» VVamos definir duas funcoes, f1 e {2

» f1(J) computa 0 menor custo para executar a
estacao jdalinha 1

» f2(]) computa 0 menor custo para executar a
estacao j da linha 2

 Vamos implementar essas funcoes!!!



Solucao recursiva

£1(3)
if (jJ == 1)
return el + all[ll]

cl
c2

= f1(3-1) + allj]

= £f2(3-1) + t2[j-1]
1f ¢l < ¢2 return cl
return c?2

+ allj]

£2(3)
if (3 == 1)
return e2 + a2[l]

cl
c2

if ¢l < ¢2 return cl
return c2



Solucao recursiva

 Quantas chamadas a f1 e f2 sao necessarias
se tivermos n estacoes?



Solucao recursiva

 Quantas chamadas a f1 e f2 s4o necessarias
se tivermos n estacoes?




Etapa 3 — calculo dos tempos

» Solucao Iiterativa, realizada botton-up

e Vamos armazenar custos em duas tabelas f1 e
f2

o Apartir de f1[1] e f2[1] conseguimos calcular
f1[2] e 12[2]

e E assim por diante




Calculo dos tempos

estac;ao.&l | estag:ac- 812 cstagéﬁ 813 estagaoS, 4 cstagaoS 15 estagdo S ¢

linha de montagem 1

o automével
pronto sai

o chassi
entra

estagdoS, | estagioS,;  estacios, 4 esta;aoSa. 4 csta-;anSzj estagdosS, ¢

(a)

3 4 5 6

g --_



Calculo dos tempos

estac;ao.&l | estag:ac- 812 cstagéﬁ 813 estagaoS, 4 cstagaoS 15 estagdo S ¢

linha de montagem 1 |

o automével
pronto sai

o chassi
entra

estagdoS, | estagioS,;  estacios, 4 esta;aoSa. 4 csta-;anSzj estagdosS, ¢

(a)

3 4 5 6

g --_



Calculo dos tempos

eaiac;ao.&l | estag:ac- Sz cstagéﬁS, 3 estagaoS, 4 cstagaoS 15 estagdo S ¢

linha de montagem 1 |

o automével
pronto sai

o chassi
entra

estagdoS, | estagioS,;  estacios, 4 estagao S,4 estacioS,s  estagdoS,g

(a)

g ERE I

12 16



Calculo dos tempos

estagdo S | estag:ac- S 1.2 cstagéﬁS, 3 estagaoS, 4 cstagaoS 15 estagdo S ¢

o automével
pronto sai

o chassi
entra

estagio§, |  estacdoS;, estagioS,; estagioS,, estacioS,s  estaciodyg

(a)

g samw

12 16 22



Calculo dos tempos

estagaoSH cstagaoSlj estacio S, ¢

cstagéﬁS 13

o automével
pronto sai

o chassi
entra

estagio§, |  estacdoS;, estagioS,; estagioS,, estacioS,s  estaciodyg

(a)

g oomwoau

12 16 22 25



Calculo dos tempos

estagaoSH cstagaoSlj estacio S, ¢

cstagéﬁS 13

o automével
pronto sai

o chassi
entra

estagio§, |  estacdoS;, estagioS,; estagioS,, estacioS,s  estaciodyg

(a)

g S mmauw

12 16 22 25 30



Calculo dos tempos

estagdo | | estacioS, , estagdol,; estacioS;, estacaod,;s  estagaos g

iinha de montagem 1

/\-/

o chassi f

entra \7
4\

linha de montagem 2

L"\lihﬁ'i‘ii'l S I L"\iL_I'IL‘I'i-lU.\:-I-\.-u URLC'.L_‘;'IU.'E'.\ 3 L“‘\[i.lkl'i-li." 5:_-_ estacao .\',_,, l.‘:\[ilg':_m."s:_l,,

1 2 3 4 5 6
f1 9 18 20 24 32 35

f2 12 16 22 25 30 37



Calculo dos tempos

o automével
pronto sai

o chassi
entra

(a)

¢ L2 F4 5 8
£, |9 18]20|24[32]35
Al [12]16|22|25{30(37




fastest_way (n)

£f1[1] =
£2[1] =

for j =
cl
c2
if

el + alll]
e2 + a2l[l]

2 ton

= f1[3-1]

= f2[3-1]

cl <= c2
£1[3] =

else

cl
c2
if

£1[3] =

= f2[3-1]

= f1[37-1]

cl <= c2
f203] =

else

if f1[n]

f*
else
f*

£21[3] =

+ all[j] // custo de continuar
+ t2[j-1]1 + allj] // custo de

cl
c2

+ a2[j] // custo de continuar
+ tl1l[j-1]1 + a2([j] // custo de

cl

c2

+ x1 <= f2[n] + x2
= f1[n] + x1

= f2[n] + x2

na linha
mudar da

na linha
mudar da

Calculo dos tempos

1
linha 2 p/ a 1

2
linha 1 p/ a 2



Etapa 4 — constru¢cao do caminho

» Ja sabemos qual € o menor custo possivel

« SO falta reqgistrar qual o caminho seguido para
se chegar até aquele custo

« Em cada passo do algoritmo vamos registrar a
decisao de continuar ou de mudar linha



Construcao do caminho

estagdoS) | estacioS,, estagio§;; estacdoS;, estacdol;s  estagdoS ¢
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Construcao do caminho

fastest _way (n)

f1[1] = el + all[1l]
f2[1] = e2 + a2[1l]
for j = 2 ton
cl = £1[j-1]1 + allj] // custo de continuar na linha 1
c2 = £2[3-11 + t2[j-11 + allj] // custo de mudar da linha 2 p/ a 1
if cl <= c2
f1[3j] = c¢1; 11[73] =1
else
f1[3] = c2; 11[7] = 2
cl = £2[3-11 + a2[j] // custo de continuar na linha 2
c2 = £1[3-11 + t1[3-11 + a2([j] // custo de mudar da linha 1 p/ a 2
if cl <= ¢2
f2[3]1 = c¢l1; 12[7] = 2
else
£f2[3] = c2; 12[7] =1
if £f1[n] + x1 <= f2[n] + x2
fx = £f1[n] + x1; 1* = 1
else
fx = £2[n] + x2; 1* = 2



Solucao final

print-stations(l,n)
| =I*
print linha i, estagao n
for j = n downto 2
= 1[j]

print linha i estacao j-1

*=1



Solucao final

print-stations(l,n)
| =I*
print linha i, estagao n
for j = n downto 2
= 1[j]

print linha i estacao j-1

=1 linha 1 estacéo 6

*=1



Solucao final

print-stations(l,n)
| =I*
print linha i, estagao n
for j = n downto 2
= 1[j]

print linha i estacao j-1

linha 1 estacéo 6
linha 2 estacéo 5

N -



Solucao final

print-stations(l,n)
| =I*
print linha i, estagao n
for j = n downto 2
= 1[j]

print linha i estacao j-1

linha 1 estacéo 6
linha 2 estacéo 5
linha 2 estacéo 4

I mn 1
NN B



Solucao final

print-stations(l,n)
| =I*
print linha i, estagao n
for j = n downto 2
= 1[j]

print linha i estacao j-1

linha 1 estacéo 6
linha 2 estacéo 5
linha 2 estacéo 4
linha 1 estacéo 3

(1l
R NDNBE



Solucao final

print-stations(l,n)
| =I*
print linha i, estagao n
for j = n downto 2
= 1[j]

print linha i estacao j-1

linha 1 estacéo 6
linha 2 estacéo 5
linha 2 estacéo 4
linha 1 estacéo 3
linha 2 estacéo 2

I L I N I
NEFEDNDNBE



Solucao final

print-stations(l,n)
| =I*
print linha i, estagao n
for j = n downto 2
= 1[j]

print linha i estacao j-1

linha 1 estacéo 6
linha 2 estacéo 5
linha 2 estacéo 4
linha 1 estacéo 3
linha 2 estacéo 2
linha 1, estacéo 1

I O | R N I
RPNEFENNE



Exemplo 2 — multiplicacao de
cadelas de matrizes

¢ Ayq. Box: = 227

pXQ-



Exemplo 2 — multiplicacao de
cadelas de matrizes
° Aqu' Bqu — CpXr

* A e B sao compativeis, isso €, Atem o0 mesmo
numero de colunas que as linhas de B

* O numero de multiplicacoes necessarias para
multiplicarAe B é 2??



Exemplo 2 — multiplicacao de
cadelas de matrizes
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Exemplo 2 — multiplicacao de
cadelas de matrizes
A

pXqg- Bqu — CpXr

A e B sao compativeis, isso €, Atem 0 mesmo numero
de colunas que as linhas de B

O numero de multiplicacbes necessarias para multiplicar
AeBeé pgr

Sejam A; 10 X 100; A, 100 X 5; e A;5 X 50

Numero de multiplicacOes para obter A; A, A, ?7??7



Exemplo 2 — multiplicacao de
cadelas de matrizes
° Aqu' Bqu — C:pXr

* A e B sdo compativeis, isso €, Atem o0 mesmo ndmero
de colunas que as linhas de B

* O numero de multiplicacbes necessarias para multiplicar
AeBeé pgr

e Sejam A; 10 X 100; A,100 X 5; e A;5 X 50
 Numero de multiplicacoes

- (AL A) Ay):

- (A; (AL AY):



Exemplo 2 — multiplicacao de
cadelas de matrizes
° Aqu' Bqu — C:pXr

* A e B sdo compativeis, isso €, Atem o0 mesmo ndmero
de colunas que as linhas de B

* O numero de multiplicacbes necessarias para multiplicar
AeBeé pgr

e Sejam A; 10 X 100; A,100 X 5; e A;5 X 50
 Numero de multiplicacoes

- ((A, A) A,): 7.500

- (A, (A,AY)): 75.000



Definicao

« Dada a cadela <A, A,, ..., A> de n matrizes na
qual a matriz A, tem dimensoes p.; X p; ,

cologue completamente entre parénteses o
produto A; A, ... A, de um modo que se

minimize o numero de multiplicacoes

« O numero de alternativas para colocacao de
parénteses é Q(2n-1)



Definicao

« Dada a cadeia <A, A,, ..., A,> de n matrizes na
qual a matriz A; tem dimensoes p,; X p; ,

cologue completamente entre parénteses o
produto A; A, ... A, de um modo que se

minimize o numero de multiplicacoes

A A A A A,

1 2 8 4

PoXPy Py XP, P, XP;  PgXP, P, XDy



Etapa 1 — colocacao otima de
parénteses

« A;; € a matriz resultante de se multiplicarem as
matrizes de | até |

* Se | <]deve-se escolher umk, tal que I <k <]
para dividir o intervalo

e O custo val ser o de multiplicar A, , mais o de
multiplicar A,., ; mais o de multiplicar as duas
matrizes resultantes

Ai Ai+1 Ai+2 ce ALALA

27 10

AALAL A (Ae  ALALA)

27 10



Etapa 1 — colocacao otima de
parénteses

« A ; € amatriz resultante de se multiplicarem as
matrizes de | atée |

» Se | <] deve-se escolherumk, tal que I £ k <| para
dividir o intervalo

e O custo vai ser o de multiplicar A, , mais o de
multiplicar A, ; mais o de multiplicar as duas
matrizes resultantes

« A solugao 6tima para A, ; requer que tenhamos uma
solugcao otima para A, e para A,



Etapa 2 — Solucao recursiva

* Vamos considerar gue m[i,J] seja o custo
(nimero de multiplicacoes) para se achar A, |

 Dividindo esse Intervalo em 2, temos
mIi,J]] = m[i,k] + m[k+1,]] + custo de multiplicar
as duas matrizes



Etapa 2 — Solucao recursiva

* Vamos considerar gue m[i,J] seja o custo
(nimero de multiplicacoes) para se achar A, |

 Dividindo esse Intervalo em 2, temos
mIi,J] = m[i,k] + m[k+1,j] + custo de multiplicar
as duas matrizes

* Qual é esse custo?



Etapa 2 — Solucao recursiva

* Vamos considerar gue m[i,J] seja o custo
(nimero de multiplicacoes) para se achar A, |

 Dividindo esse Intervalo em 2, temos
mIi,J] = m[i,k] + m[k+1,j] + custo de multiplicar
as duas matrizes

A A A A A

1 2 3 4 5

PoXPy P XP,  P,XP; Py XP, Py XPg
k=3 (A/AJA) A A)==>p,Xp,.P,Xp,custoép, p,p.



Etapa 2 — Solucao recursiva

* Vamos considerar gue m[i,J] seja o custo
(nimero de multiplicacoes) para se achar A, |

 Dividindo esse Intervalo em 2, temos
mIi,J] = m[i,k] + m[k+1,j] + custo de multiplicar
as duas matrizes

A A A A A

1 2 3 4 5

PoXPy P XP,  P,XP; Py XP, Py XPg
k=3 (A/AJA) (A A)==>p,XpP,.Pp,Xp,Ccustoep,p,p,

1° 72

k=2 (AA)(AAA)==>p,Xp,.p,Xp.custoép,p,p,

3 4°5



Etapa 2 — Solucao recursiva

* Vamos considerar gue m[i,J] seja o custo
(nimero de multiplicacoes) para se achar A, |

 Dividindo esse Intervalo em 2, temos
m[1,J]] = m[i,k] + m[k+1,]] + custo de multiplicar
as duas matrizes

k = .- Py X P custo e p,p, p,
3, . p, X p custo é p,p, P,



Etapa 2 — Solucao recursiva

* Vamos considerar gue m[i,J] seja o custo
(nimero de multiplicacoes) para se achar A, |

 Dividindo esse Intervalo em 2, temos
m[1,J]] = m[i,k] + m[k+1,]] + custo de multiplicar
as duas matrizes

k = .- Py X P custo e p,p, p,
3, . p, X p custo é p,p, P,



Etapa 2 — Solucao recursiva

Vamos considerar que m[i,j] seja o custo (numero de
multiplicagoes) para se achar A, |

Dividindo esse intervalo em 2, temos
m[i,j] = m[i,K] + m[k+1,j] + custo de multiplicar as duas matrizes

m[i)] = mfi,k] + m[k+1,j] + pi, pep;
Sei=jentao m[i,j] =0

Se i <jtemos que achar o melhor valor de k (existem |-i
possibilidades) que faca com que m[i,j] seja 0 menor possivel

Esse valor de k fica guardado em si,j]



Etapa 3 — custos O0timos

« Vamos usar um array p[0..n], que contem as
dimensoOes de cada matriz

 m[1..n, 1..n] armazena os custos de m([i,j]

e s[1..n, 1..n] registra qual indice k otimo foi
usado no calculo de m[i,j]



Tabelas
EI [N N I O A
m armazena os custos de m[i,w--
custo para multiplicar A, . . . A, . ------
5
5 1N S N

12 3 4 5 6
s registra qual indice k 6timo foi usado . ------

no célculo de ml[ij] .-w--
Esse custo foi obtido fazendo-se
AAA) (AA) N
5

I I D N
p 3 3 15 5 10 20 25
0 6

Matrizes 30x35: 35x15: 15x5; 5x10; 10x20; 20x25




Computar 0S custos

matrix-chain-order (p)

n = comprimento[p] - 1
for 1 =1 ton
m[i,1i] = 0
for 1 = 2 ton
for i =1 ton -1+ 1
j =1+ 1 -1
m[i,Jj] = infinito

for k = 1 to jJ -1
g = m[i,k] + m[k+1,]]

+ pli-11 . plk]l . plJl
if g < m[i,]]

m[i,J] = g

s[i,3] =k

return m e s



Computar 0S custos

matrix-chain-order (p) !
n = comprimento[p] - 1 2
for 1 =1 ton m 3
m[{i,i] = 0 4
for 1 = 2 ton
for 1 =1 ton -1+ 1 S
=1+ 1 -1 6
m[i,Jj] = infinito
for k =1 to 3 -1 1 2 3
g =m[i,k] + m[k+1, 7] 1
+ pli-1] . plk] . plJ]
if g < m[i, 7] 2
m[i,J] = g 3
s[i ] =k S 4
return m e s 5
6

30 35 15 5 10 20 25
0 6



Computar 0S custos

matrix-chain-order (p) 1
n = comprimento[p] - 1 2 0
for 1 =1 ton m 3 0
m[i,i] = 0 4
for 1 = 2 ton
for 1 =1 ton -1+ 1 S
=1+ 1 -1 6
m[i,Jj] = infinito
for k =1 to 3 -1 1 2 3
g =m[i,k] + m[k+1, 7] 1
+ pli-1] . plk] . plJ]
if g < m[i, 7] 2
m[i,J] = g 3
s[i ] =k S 4
return m e s 5
6

30 35 15 5 10 20 25
0 6



Computar 0S custos

1 O ??77?
matrix-chain-order (p)
n = comprimento[p] - 1 2 0
for 1 =1 ton m 3 0
m[i,i] = O 4 0
for 1 = 2 ton
for i =1 ton -1+ 1 S
=1+ 1 -1 6
m[(i,j] = infinito
for k =1 to 3 -1 1 2 3 4
g =m[i,k] + m[k+1, 7] 1
+ pli-1] . plk] . plJ]
if g < mli,j] 2
m[i,J] = g 3
s[i ] = k S 4
return m e s 5
6

30 3 15 5 10 20 25
0 6
m[1,2] = m[1,1] + m[2,2] + p[O] . p[1] . p[2] =



Computar 0S custos

1 0 15750
matrix-chain-order (p)
n = comprimento[p] - 1 2 0
for 1 =1 ton m 3 0
m[i,i] = O 4 0
for 1 = 2 ton
for i =1 ton -1+ 1 S 0
=1+ 1 -1 6
m[(i,j] = infinito
for k = 1 to j -1 1 2 3 4 5
g =m[i,k] + m[k+1, 7] 1 5
+ pli-1] . plk] . plJ]
if g < mli,j] 2
m[i,J] = g 3
s[i ] = k S 4
return m e s 5
6

30 35 15 5 10 20 25
0 6
m[1,2] = m[1,1] + m[2,2] + p[O] . p[1] . p[2] = 15750



Computar 0S custos

1 0 15750
matrix-chain-order (p) 5 0 5
n = comprimento[p] - 1 C
for 1 =1 ton m 3 0
m[i,i] = O 4 0
for 1 = 2 ton
for i =1 ton -1+ 1 S
=1+ 1 -1 6
m[i,Jj] = infinito
for k =1 to 3 -1 1 2 3 4
g =m[i,k] + m[k+1, 7] 1
+ pli-1]1 . plkl . plj] 2
if ¢ <mli,j] 2
m[i,J] = g 3
s[1,J] =k S 4
return m e s 5
6

30 3 15 5 10 20 25
0 6
m[2,3] = m[2,2] + m[3,3] + p[1] . p[2] . p[3] =



Computar 0S custos

1 0 15750
matrix-chain-order (p)
n = comprimentol[p] - 1 2 0 2625
for 1 = 1 ton m 3 0
m[i,i] = 0 4 O
for 1 = 2 ton
for i =1 ton -1+ 1 5 0
j=1i+1 -1 6
m[i,j] = infinito
for k = 1 to j -1 1 2 3 4 5
g =m[i,k] + m[k+1, 7] 1
+ pli-1] . plk] . plj] 1
if q<m[1,j] 2 2
m[i,J] = g 3
s[i,j] =k s .
return m € s 5
6

30 3 15 5 10 20 25
0 6
m[2,3] = m[2,2] + m[3,3] + p[1] . p[2] . p[3] = 2625



Computar 0S custos

matrix-chain-order (p)

n = comprimento[p] - 1
for 1 = 1 to n m
m[i,1i] = 0
for 1 = 2 ton
for i =1 ton -1+ 1
j =1+ 1 -1
m[(i,j] = infinito
for k = 1 to jJ -1
g =m[i,k] + m[k+1, 7]
+ pli-1] . plk]l . pl3]
if g < m[i,]]
m[i,J] = g
sli,j] = k S

return m e s
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0
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Computar 0S custos

matrix-chain-order (p)

n = comprimento[p] - 1
for 1 = 1 to n m
m[i,1i] = 0
for 1 = 2 ton
for i =1 ton -1+ 1
j =1+ 1 -1
m[(i,j] = infinito
for k = 1 to jJ -1
g =m[i,k] + m[k+1, 7]
+ pli-1] . plk]l . pl3]
if g < m[i,]]
m[i,J] = g
sli,j] = k S

return m e s

30 35 15 5 10 20
0

o O A WO DN B

o 0o A WN P

0

15750 977
0 2625
0
2 3
1
2

750
0

1000

5000



Computar 0S custos

m[1,3] = minimo entre:

(A, (A,A))==>k=1
m[1,1] + m[2,3] + p[O] . p[1] . p[3]

(AA)A)==>k=2
m[1,2] + m[3,3] + p[0] . p[2] . p[3]

30 35 15 5 10

20

o O A WO DN P

o 0o A WN P

0

15750 997
0 2625
0
2 3
1
2

750
0

1000
0

5000



Computar 0S custos

15750
m[1,3] = minimo entre: 1 0 7875
2 0 2625
m[1,1] + m[2,3] + p[0] . p[1] . p[3] = 7875 m 3 0 ==
m[1,2] + m[3,3] + p[0] . p[2] . p[3] = 16205 4 0 1000
5 0 5000
6 0
1 2 3 4 5 6
1 1 1
2 2
3 3
S 4 4
o 5
6

30 35 15 5 10 20 25



Computar 0S custos

1 0 15750 7875 9375 11875 15125
matrlﬁ-chaln:order(p) 5 0 2625 4375 7125 10500
n = comprimento[p] - 1
for 1 = 1 to n m 3 0 750 2500 5375
m[(i,i] = 0 4 0 1000 3500
for 1 = 2 ton 5000
for i =1 ton -1+ 1 5 0
i =1+1-1 6 0
m[i,Jj] = infinito
for k = 1 to j -1 1 2 3 4 5 6
g = m[i,k] + m[k+1,]]
+pli-1] . plk] . pl3] =& N
if g < m[i,3] 2 2 3 : &
mli,J] = g 3 3 3 3
sti gl =k S 4 4 5
return m e s ) 5
6

30 35 15 5 10 20 25
0 6



Etapa 4 — solucao otima

e Falta mostrar como as matrizes devem ser
acomodadas entre parenteses

e Para 1SS0, usamos a matriz s

« s[i,j] = k, indica que para multiplicar A;;
devemos quebrar em A, e A .1,

 No exemplo, s[1,6] = 3 entao temos
- ((Arz) (Ase) )



Solucao otima

 Mas como fazemos para multiplicar
otimamente A, ;e A, ?

« Bastaolharem ss[1,3]=1e5s[4,6]=5

B (A1,3) - (Al(AZ,S) )
- (A4,6) - ( (A4,5) As)



Solucao otima

 Mas como fazemos para multiplicar
otimamente A, ;e A, ?

« Bastaolharem ss[1,3]=1e5s[4,6]=5
- (Al,S) - (Al(AZ,S))
- (A4,6) - ((A4,5)A6)

« E depois so falta A,; e A,



Solucao otima

* Para iIsso basta um simples algoritmo
recursivo, que recebe s, |1 e ] como parametros

print-parens (s, i, 7)



Solucao otima

* Para iIsso basta um simples algoritmo
recursivo, que recebe s, |1 e ] como parametros

print-parens (s, i, 7)

if 1 = ]
print A,

else
print “(“
print-parens(s, i, sfli,J])
print-parens (s, s[i,3j]1+1, 3J)
print “)”



print-parens (s,

if 1= ]
print A,
else
print u(u

1,

print-parens (s,
print-parens (s,

print u)n

Solucao otima

J)

i, sl[i,Jjl)
s[1,J]+1,

A W W W

o o1 W W W

J)

| |
! ‘irIJ R (
| : -

1 ‘Ll‘L [

y |

i |

i

| |
I B e
‘\
|
'1‘ T —— e
lhe 15 1|
‘\;;‘: L
L [yu
i |
L |
| 1




Alocacao de recursos

11 atividades a serem distribuidas em 14 unidades de
tempo;

gueremos selecionar um conjunto maximo de
atividades gue n&o tém sobreposicao de tempo.

ElE|w|o]|~|o|u]ss|u]|m |-




O problema

S={a;a,, ..., a,}

Cada atividade | tem um tempo de inicio s; e
um tempo de fim f,

A atividade a; ocorre no intervalo [s,,f)

a, € a; sao compativeis se seus intervalos nao
se sobrepdoem

4 5 6 7 8 9 10 11
s 1 3 0 5 3 5 6 8 8 2 12
7

8 9 10 11 12 13 14



O problema

S={a;a,, ..., a,}

Cada atividade I te
um tempo de fim f.

A atividade a, ocorre n

a, € a; sao compativeis s S intervalos nao

se sobrepdoem
i 123 45 6
s 1 3 0 5 3 5 6

f 4 5 6 7 8 9 1

9 10 11
8 8 2 12

11 12 13 14



Subestrutura 6tima

¢ S;={a E€S:fiss, <f, <s}
S, € o conjunto de atividades em S que podem
comecar apos a atividade a, terminar e antes da
atividade a; comecar

« Adicionamos
- ao - fo — O
= Qpyp 7 Spp = X

« Portanto S, ,,,; € a solugao para o problema que
gueremos



Subestrutura 6tima

 Para resolver o problema para S; vamos
adicionar uma atividade a,

e Com isso dividimos 0 nosso problema em dois
poIs teremos agora dois subconjuntos:

« A, =AU {a} UA,



Solucao recursiva

e Seja cli,j]] o numero (maximo) de atividades em
« Temos que c][i,]] = 0 sempre que S; = 6 em
particular, quando 1 = |

e Caso contrario cli,J] = c[i,k]+c[k,]]+1 para o
melhor valor possivel de k



Vamos resolver?

1 3 4 5 6 7 8 9 10 11
s 1 3 0 5 3 5 6 8 8 2 12
4 6

/7 8 9 10 11 12 13 14

ElE|w|o|~t|o|u| s w]|r |-




Vamos resolver?

1 4 5 6 7 8 9 10 11
s 1 3 0 5 3 5 6 8 8 2 12
4 7

8 9 10 11 12 13 14

para d = 2 ate N+1
i1 =20
enquanto i1 + d <= N+1
=1 + d
k = melhor valor para dividir S.,
se k ndo existe
cl[i] [J] =0
senao
cl[i] [3] = cli]l[k] + clk]I[3] + 1
1++



Tabela de custos

10 11 12

9

8

<SS 0O © - 0 O

10

11

12



Atividades escolhidas

» Falta definir quais atividades foram as
escolhidas

para d = 2 ate N+1
i1 =20
enquanto i1 + d <= N+1
=1 + d
k = melhor valor para dividir S.,
se k ndo existe
cli] [J] =0
senao
cl[i] [J] = cli]l [k] + clk]l[j] + 1
1[1][3] =
1++

C
k



Atividades escolhidas

10 11 12

9

8

4 4

O 4 4 O

0

11
11
11

I © ™~ 0 O

10
11
12



Atividades escolhidas

0
print_sol(1i, )
k= 1[][]
if K == 0 retorna
print k
print_sol(i,k)
print_sol(k,))
6
7
8
9
10
11

o O O O O

6

o O ©O O O Bk

Z

O O ©O O O O B

8

O O O OO o &~ b~ P

9

©O O O O O o &~ b~ B

10 11
0O 1
0O 4
0O 4
0 7
O 8
0O 8
0O O
0O O
0O O
0O O

0

12

0 00 N B~ b~ B

11
11
11
11



Atividades escolhidas

0
print_sol( i, |)
k= 1[][]
if K == 0 retorna
print k
print_sol(i,k)
print_sol(k,))
6
7
print_sol(0,12) 8
9
14811 10
11

o O O Bk

o O O O O

o O ©O O O Bk

O O ©O O O O B

8

O O O OO o &~ b~ P

9

©O O O O O o &~ b~ B

10 11
0O 1
0O 4
0O 4
0 7
O 8
0O 8
0O O
0O O
0O O
0O O

0

12

0 00 N B~ b~ B

11
11
11
11



Atividades escolhidas

10

11

12

13
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