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7. Resposta em Frequéncia

7.1 Introducao

A designacao resposta em frequéncia estd associada a sistemas lineares invariantes no tempo excitados por entradas
senoidais e considerando suas saidas em regime permanente. A importancia do estudo da resposta em frequéncia reside
no fato de que sinais periodicos ou ndo podem ser decompostos em sendides (analise de Fourier).

Os métodos de projeto baseados na resposta em frequéncia sdo, talvez, os mais utilizados em ambientes industriais. A
razao principal para a popularidade desses métodos € que eles permitem realizar projetos de boa qualidade na presenga
de incertezas no modelo da planta.

Além disso, outro fator que contribui para a popularidade desses métodos ¢ que, em geral, o levantamento experimental
de caracteristicas de resposta em frequéncia ¢ uma tarefa facil. Medidas de amplitudes e fases da saida de uma planta
sujeita a entradas senoidais sdo suficientes para se projetar um controlador.

7.2 Conceituacio de Resposta em Frequéncia

Consideremos um S.L.I.T. com Fungdo de Transferéncia G(s). Suponhamos que o X(s) Y(s)
sistema seja estavel' e que X(s) e Y(s) representem as transformadas dos sinais. de —» G(s) —>
entrada e saida, respectivamente.

Admitamos que G(s) seja expressa na forma:
P(s)
(s+p1)-(s+py)-(s+p,)

G(s) =

onde -p;, -py, ..., P, $30 0s polos do sistema, supostos distintos por simplicidade.
Consideremos como entrada um sinal senoidal de amplitude 4 e frequéncia @
x(t) = Asen(wt) ,
cuja transformada de Laplace é
x(s)= 4 —"—
sTt+o

Como o sistema ¢ estavel, sua resposta estacionaria nao depende das condigdes iniciais e, por isso, podemos supo-las
nulas.

Nessas condi¢des, podemos decompor Y(s) em fragdes parciais e obter:

* b b b
¥(s)= T, N1 L2, 4
Stjow s—=jo s+pp Stpy S+ py

onde a e a*sdo complexos conjugados dados por:

G(-jo) . a*:A_G(jw)
—2j 2j

a=4-

Em virtude da estabilidade do sistema, os termos do tipo
b,
s+ p;

(i=1,2,..,n)

correspondem a fungdes do tempo que tendem a zero quando este se torna suficientemente grande. Sendo assim, a
resposta estacionaria y_, (Z) corresponde apenas aos dois primeiros termos da expansio:

1 . Lo , . A . N
Se o sistema ¢ instavel, pode-se considerar que a resposta em frequéncia se refere apenas a parcela forcada da resposta
do sistema a uma entrada senoidal.
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7. Resposta em Frequéncia 74

Como G(s) ¢ uma fungdo racional,
G(—ja)) = G*(ja))

e, portanto, se denotarmos por |G( ]a))| e <D( a)) , respectivamente o moédulo e a fase de G( J a)) ,resulta que:
cljo)=lctio} " ¢ Gl-ja)=[G{jol]-¢

Portanto:

yoo(t) = A‘G(]a))‘ . sen(a)t + (D(a)))

Este resultado mostra que:

e um S.L.IT. estavel, sujeito a uma entrada senoidal apresenta, em regime permanente, uma saida
também senoidal e de mesma frequéncia que a entrada;

e arelacdo entre as amplitudes da saida e da entrada (ganho) é dada por |G( ]a))| ;

e adiferenca entre as fases da saida e da‘entrada (defasagem) ¢ dada por @(a)) = G( ja)) ;

Portanto, o numero complexo G(j@) caracteriza precisamente a saida‘estaciondria do sistema. Em resumo, dado G(s),
para determinarmos ganho e defasagem do sistema numa dada frequéncia o, basta substituirmos s = jwna expressdo de
G(s) e obtermos 0 modulo e a fase do numero complexo resultante.

O ganho e a defasagem em fungdo da frequéncia definem o que se denomina resposta em frequéncia do sistema.

Exemplo: Seja o sistema cuja Fungdo de Transferéncia ¢é:

K
G(s) = 20
(S) Tos+1 (K,.T >0)
Fazendo s =jw
K
Gljw)=— 0
(]a)) jol +1

e, portanto, na frequéncia @ o ganho e a defasagem sdo dados por:
K,
1+ (T )2

Desses resultados, nota-se que, para frequéncias suficientemente pequenas, tem-se:

Gljw) = ¢ ®(w)=|G(j®) = —arctan(wT)

a)<<% > |G(ja))|;Ko e ®(w)=0

Assim, K, € o valor do ganho do sistema em baixas frequéncias e a saida se apresenta praticamente em fase com a
entrada.

Por outro lado, para frequéncias suficientemente elevadas:
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7. Resposta em Frequéncia 75

, K
a)>>% = |G(ja))|5a)—; e ®(w)=-90°

7.3 Relacao com a Configuraciao de Polos e Zeros
A resposta em frequéncia de um sistema pode ser obtida graficamente a partir de seu diagrama de polos e zeros.
Vejamos, através de um exemplo simples, como proceder. Seja o sistema com Fungao de Transferéncia:
G(S): k-(s+z)
s-(s+p)
A resposta em frequéncia deste sistema pode ser obtida de:
k-(jo+z)
jo-(jo+p)

Se localizarmos no plano complexo os polos ¢ o zero do sistema e, em
seguida, representarmos os nimeros complexos jotz, jw e jot+p teremos a
situagdo indicada na figura ao lado.

Gljw)=

Im

C

Com isso, resulta: jo

0
L CRVA IS

-p -z (0]

G(ja)) =¢,—-0,-6,

Este tipo de interpretacdo grafica permite concluir de imediato que a
presenca de um par de polos complexos conjugados pouco amortecidos (isto €, proximos ao eixo imaginario) dao
origem a um pico. pronunciado no ganho do sistema para frequéncias proximas da frequéncia

Am natural amortecida (@) associada ao par de polos.

Das

jo

A ocorréncia desse pico denomina-se ressonincia.

Assim, em.correspondéncia a um par de polos pouco amortecidos tem-se, como haviamos
visto anteriormente, uma resposta transitoria altamente oscilatéria e uma resposta em
frequéncia com ganho elevado numa determinada regido de frequéncias.

De maneira analoga, a presenca de zeros proximos ao eixo imaginario denota a ocorréncia de
uma grande atenuacfo para entradas senoidais com frequéncias proximas as dos zeros. No

-jo caso em que ha zeros situados sobre o eixo imaginario, sendides de entrada nessa frequéncia
sdo completamente absorvidas pelo sistema (dai a designagdo "zeros").

7.4 Graficos de Resposta em Frequéncia

Existem pelo menos duas maneiras comuns de se representar a resposta em frequéncia de sistemas, a saber, através de
graficos em escala logaritmica (Diagramas de Bode ¢ Diagramas de Nichols) e através de graficos polares (Diagramas
de Nyquist).
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7. Resposta em Frequéncia 76

Diagramas de Bode

Os Diagramas de Bode sfo graficos de ganho e defasagem em fungdo da frequéncia, esta marcada em escala
logaritmica. Uma das vantagens de se utilizar a escala logaritmica ¢ que assim ¢ possivel representar frequéncias de
ordens de grandeza muito diversas.

O ganho, frequentemente, ¢é representado como 20- log10|G( J a))| . Esta unidade é denominada decibel (dB).

Além de permitir, em muitos casos, o tragcado de esbogos das curvas de resposta em frequéncia de maneira simples e
imediata (através de aproximagdes assintoticas), os graficos logaritmicos tém a vantagem adicional de transformar
produtos e divisdes em somas e subtragdes, respectivamente.

Os termos que ocorrem com maior frequéncia na analise da resposta em frequéncia serdo vistos a seguir.

Consideremos inicialmente sistemas que tenham apenas polos e zeros reais. Seja, pois, G(s) da forma:
k-(s+zl) ~(s+zz)...(s+zm)

G(S) B sN ‘(S+p1)’(s+p2)"'(s+p")

E conveniente reescrever G(s) como:

G(s) _K '(Tls + 1)' (TZS + 1)' : '(T'”S + 1) (Forma de constantes de tempo)
sV (Ts +1)-(T2s+1). . .(Tps +1)

onde:
% _kezyz,...z,
g = — —=2m
b PP,
2'[:i (i=1,2,....,m)
Zi
1 )
L=— (i=1,2,..,p)
b;

Fazendo s = jwe tomando o ganho em dB, temos:
20-log|G(j@) = 20-log|K,|+ Z 20-logll + jewr |- N -20-log|jw| - Zp: 20-logll + joT,|
i=1 =l

enquanto que a defasagem fica:

ofje) =|ﬁ+é|1+jm,- -V -90- % |1+ jo,

As expressoes acima indicam claramente a existéncia de trés tipos de termos:

e associados ao ganho Kj;
e associados a polos e zeros na origem;
e associados apolos e zeros reais fora da origem.

Ganho K,

A contribuicdo de K, para o grafico de Bode de ganho ¢ uma

A
reta horizontal correspondente a 20 - 10g|K 0| . B

Em geral, K, > 0 e, portanto, neste caso | K, = 0°. _\

Dessa maneira, o efeito do ganho K, sobre os Diagramas de
Bode se resume em deslocar o grafico de ganho e manter (radls)
inalterado o de defasagem. : : >

20 log | Ko

0.1 1 10 100
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Termos associados a polos e zeros na origem

Polos simples na origem correspondem a parcelas de ganho do tipo —20~log| ja)|. No grafico de Bode, este termo

representa uma contribui¢do na forma de uma reta com declividade -20 dB/década (uma década ¢ um par de frequéncias
tais que a razdo entre a maior ¢ a menor ¢ igual a 10). Para perceber isto, basta considerar duas frequéncias @, ¢ @,
separadas por uma década (w, =10-w, ) e notar que:

—20-log(w, )= —20-log(10e, ) = =20 — 20 - log(w, )

Essa reta passa por 0 dB quando w= 1 rad/s.

A contribui¢do para a defasagem ¢é de -90°, independentemente da frequéncia.

A dB
20 >
-20 dB/década
0 DS
D0 e
_40 T . .
-60 j | [
0.1 1 10 100 w
(rad/s)

Ao
00
-90°
-180° +
| | >
0.1 10 100 o
(rad/s)

Zeros simples na origem correspondem.a-parcelas de ganho do tipo +20~log| ja)| , ou seja, retas com inclinagdo de

+20dB/década e passando por 0 dB quando o= 1 rad/s.

Sua contribuigdo para a defasagem ¢ de +90°, qualquer que seja a frequéncia.

A dB
+20 dB/década

»

100 o

(rad/s)

A9
180° 1
90°
00 | | >
0.1 10 100 w
(rad/s)

Quando os polos (zeros) na origem tém multiplicidade N, o grafico de ganho apresenta declividade -20N dB/década
(+20N dB/década), enquanto o grafico de defasagem se desloca para —N -90° (+N -90°).

Termos associados a polos e zeros reais fora da origem

Consideremos inicialmente o caso de polos reais simples fora da origem. A contribui¢do para o ganho ¢ do tipo

—20-log|l + joT].
Em baixas frequéncias, tem-se:

ol <<l =

—20-log|l + jwT| = —20-log|l| = 0 dB
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7. Resposta em Frequéncia 78

Em altas frequéncias:
oT>>1 = —20-log]l+ joT|=-20-logljwT]
No grafico de Bode, este termo representa uma contribui¢do na forma de uma reta com declividade -20 dB/década.

1 A .
Por fim, deve-se observar que, para o = T (frequéncia de canto), tem-se para a assintota:

ol =1 = —20-logjol|=0dB

Essas duas retas definem aproximagdes assintoticas para o Grafico de Bode de —20- log|1 + ja)TI , validas a partir de

frequéncias uma década acima ou abaixo da frequéncia de canto.

O valor exato do ganho na frequéncia de canto é:
of=1 = —20-logl+ joT|=-20-logy2 = -3 dB
Quanto a defasagem associada a um polo real simples fora da origem, note que:
— |1+ joTl = —arctan(a)T)
Para frequéncias baixas, adotamos a aproximagao:
ol <<l = - arctan(a)T) =0°
e, para altas frequéncias:
ol >1 = - arctan(a)T ) = -90°
Na frequéncia de canto:
ol=1 = - arctan(a)T ) = —45°
O erro cometido nas frequéncias em que @ = 0,1 ¢ wl'=10.¢da ordem de 0,1 rad (6°).

Com isso tragamos as aproximagdes assintoticas das curvas de ganho e defasagem através de trechos de reta, conforme
mostra a figura abaixo.

10 ‘E dB 00 A ¢ | | | »
3 dB N "
Y 0.01/T QT 17 1d|/T 2
0 i 5 i > R | U (rad/s)
0.01/T 0.1/ VT 10/T @ N !
qo |k \ (rad/s) A\ i i
freqii€ncia de canto “450 e e e ' frehﬁéncia
20 | \.  ddcanto
\\\ i
30 + / W ‘ 6°
-20 dB/década 90° T N
-40

A analise anterior conduz de imediato as aproximagdes referentes a zeros reais fora da origem, conforme os graficos
abaixo.
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_ ) S, S
40 +20 dB/década / 2

30 ¢t \

20 | o L /. A
frequéncia de canto 45 /. frequéncia
/ A de canto
10} Va
’ : b >0 3
0.01/T o0.1/T 1 10/T ° . } i >
fag OOUT ouT (ur tor @
-10° (rad/s)

Para o caso de polos (zeros) de multiplicidade N, a frequéncia de canto continua sendo, w = 1/7. As assintotas do

grafico sdo, para baixas frequéncias, a reta 0 dB e, para altas frequéncias, a reta que passa pelo ponto (1/7,0dB ) e tem
declividade —20N dB/década (+20N dB/década).

A defasagem ¢ dada por N vezes aquela associada a um polo (zero) simples.

Termos associados a polos e zeros complexos conjugados

Além dos casos vistos até aqui, correspondentes a-polos e zeros reais, ¢ necessario considerar fatores associados a polos
e zeros complexos conjugados.

Analisemos inicialmente fatores da Fungdo de Transferéncia do tipo:

2
[0

2 , 0<&<1
sS+28w, s+ )

n

e, portanto, correspondentes a um par de polos complexos conjugados. Essa forma particular de fatores de segunda
ordem tem, como se vera adiante, ganho unitario em baixas frequéncias.

Podemos reescrevé-la como:

1

N
wn wn

Substituindo s por jwe considerando o ganho em dB, temos:

, 0<é<l

2
1 w 1)
20-Io =—20-10g1—(—] +j-2<§-[—j
ja)) (ja))z o, @, 0<c<l

1+2§-( +| —
@

n

@

n

As assintotas do Diagrama de Bode de ganho podem, entdo, ser determinadas.

Em primeiro lugar, consideremos a regido de baixas frequéncias, onde:

2
w<<w, = —20-zog1—(ﬂ) +j-2§-(ﬂ)z—2o.zog(1)=0d3
w

n n
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Por outro lado, na regido de altas frequéncias, tem-se:

2 2
w>>0, = -20lo 1—(3] + j-2§-(ﬂ =200 {ﬂ} :—40-lo{ﬂj
a)l‘l a)l’l a)n a)}’l

Note que esta assintota tem declividade -40 dB/década e intersecta

o eixo de 0 dB em w= w,. Esta ¢ a frequéncia de canto para o fator A dB

0.1w, , 10w,
de segunda ordem. 0 l | L
As duas assintotas obtidas estdo representadas na figura ao lado. @

Nota-se que elas sdo independentes do coeficiente de -2(0
amortecimento & -40 dB/década

No entanto, obviamente o Diagrama de Bode de ganho depende de -4 |- \
& Se desenharmos os graficos com exatiddo, perceberemos que os
mesmos apresentam um pico de ressonancia nas vizinhancas de @
= @, ¢ que a magnitude deste pico depende de & sendo tanto maior
quanto menor for & (veja a figura abaixo).

(rad/s)

20 A R A A A

10 fo

-50 —_— ——
0.1 1 10

A frequéncia de ressonancia @y pode ser obtida determinando-se o ponto de maximo da fungdo de @

1

A i
, ,

Resulta entdo:
0, =0, 1-2& {OSS’:S%]

sendo que, para 2 / 2 < £<1 n@o ha ressonancia. O valor do ganho M, na frequéncia de ressonancia pode ser obtido

substituindo-se @, na expressdo do ganho:
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M,=——— |0<&E<——
25/1-& 2
Note que, quando >0 , M, > ¢ @, > ®,.

Examinemos agora a defasagem. Temos:

1

® = 2 =—1—[£j +j-2c§'[ﬁj , 0<&E<]
e efe) e

[0 [0

n n

e, portanto, em baixas frequéncias, temos:
0w<<o, = d=[1=0°

enquanto, em altas frequéncias:

o>, = O=-

e, na frequéncia de canto:
a):a)n - @:— _]2§=_900

Da mesma forma que o ganho,
também a defasagem depende de
& As curvas de defasagem em
fungdo da frequéncia normalizada
o/w, , parametrizadas em & sdo

00

mostradas na figura ao lado.

Para concluir este topico, deve-se
observar que, para fatores do tipo:

s*+2w, s+ o) @ -90°

n
2
w

n

(com 0< &< 1), correspondentes

a zeros complexos conjugados, as

curvas de ganho e defasagem

podem ser obtidas deimediato,

invettendo o sinal< daquelas

associadas a polos complexos 180°
conjugados:

Procedimento para Construc¢io dos Diagramas de Bode

Uma das principais vantagens de se trabalhar com graficos em escala logaritmica é que a multiplicagdo dos mddulos ¢é
transformada em adigdo. Além disso, dispde-se também de um método simples para esbogar de forma aproximada o
Diagrama de Bode do ganho utilizando-se as assintotas.

O procedimento para construir os Diagramas de Bode ¢ o seguinte:
e Escrever G(j® na forma de um produto de fatores dos tipos apresentados anteriormente;

e Identificar as frequéncias de canto associadas a cada um dos fatores;
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e Desenhar as aproximagdes assintoticas das curvas de ganho em dB para cada um dos fatores;

e  Obter a soma das assintotas do passo anterior;

e Havendo fatores de segunda ordem, esbogar as curvas de ganho nas vizinhangas de @,;

e Desenhar as curvas de defasagem para cada um dos fatores;

e  Obter a soma das curvas do passo anterior.

As aproximagdes assintoticas dos Diagramas de Bode tém duas caracteristicas importantes, a saber, a facilidade de

construgio ¢ a simplicidade com que se pode modifica-las.

Exemplo: esbogar os Diagramas de Bode do sistema cuja Func¢ao de Transferéncia é:

~100-(s+10)
52 +100s

G(s)

Em primeiro lugar, reescrevemos G(s) na forma de constantes de tempo como:

10-(0.1s+1
(5)= s-((g.Ols + 1;
Substituindo s por j@:

10-(j-01lo+1
G(]a)): : (J @ )
jo (j 0.01a)+1)

Observamos que, neste caso, ha quatro tipo de termos:

ganho Kj = 10;

um polo na origem;
um polo real em -100;
um zero real em -10.

Os Diagramas de Bode de ganho e defasagem sao os seguintes:

A 4B
40 zero real
tragado em -10 \ Ko=10
real 0
20 /
polo real
em -100

\oma das

5lo na assintotas
polo n

origem

40

A
90° 1

4500

zero real
em-10

/K(]:lo

0°

/ polo real
em -100

tragado
50l real soma das
assintotas
polo na o
900 OrETN (rad/s)
- -~ . - — >
10 10 10 10 10 10
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7. Resposta em Frequéncia 83

Determinacio do Tipo do Sistema e do Ganho K ,com Base nos Declividade Tipo
Diagramas de Bode (dB/dec)

Uma simples inspe¢do do Diagrama de Bode de ganho em baixas frequéncias permite 0 0
determinar o tipo do sistema e o ganho K|, . -20 1
A tabela ao lado mostra a correspondéncia entre a declividade em baixas frequéncias -40 2
desse grafico e o tipo do sistema. Mostra-se a seguir ndo apenas que essa

correspondéncia é verdadeira, mas também que é simples determinar o ganho K, da

fun¢do de transferéncia em baixas frequéncias.
e Sistemas Tipo 0
Por simplicidade, consideremos um sistema do Tipo 0 com fungio de transferéncia da forma’

(sz'1 +l)(s12 + 1)---(sz'm +1)

G(s)= K,y (T, +1)(sTy +1)-(sT, +1)°

(Ko >0)

cuja resposta em frequéncia é

(jor, +1)(jor, +1)---(jor,, +1)

G(jw)=K, .
VO =Ko Gty )T, + 1) Gal, +1)

Se considerarmos frequéncias @ suficientemente baixas, isto ¢, tais que

a)<<i (lgigm)
7
e
0<< A (1<i<n),

ese denota;mos por é(s) a aproximacdo de G(s) em baixas frequéncias, entdo podemos escrever de forma aproximada
que
G(jo) =Ko,
pois todos os fatores do numerador e:do denominador s3o aproximadamente iguais a 1. E imediato, portanto, que
2010g;, |G( ja))| = 20log,, K, ,
o0 que significa que:

i) o diagrama de Bode de 6( jo) tende a uma reta horizontal para frequéncias suficientemente baixas e

ii) o valor do ganho em baixas frequéncias K, pode ser obtido diretamente do grafico em baixas frequéncias.

Como exemplo, consideremos o grafico de ganho a seguir.

2 ’ . . .

Poderiamos considerar formas mais gerais como, por exemplo, aquelas contendo polos e/ou zeros complexos. No
entanto, isso s tornaria a expressao mais complicada e ndo mudaria as conclusdes que serdo obtidas utilizando esta
forma mais simples.
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40 -

Ganho (dB)

-100 7 % 1 ; .| 0 3 5 ; = x =
107 10 10 10 10 10
Freguencia (rad/s)

Observando-se o diagrama, nota-se que a declividade do grafico em baixas frequéncias ¢ nula. Portanto, trata-se de um
sistema do Tipo 0. Além disso, nota-se que, em baixas frequéncias,

2010g,0|G(j@)| = 201og,, |6( ja))| -20dB,

e, portanto,
K, =10.
e Sistemas Tipo 1
Consideremos agora um sistema do Tipo 1 com fun¢@o de transferéncia da forma

(sz, +1)(s7y +1)--(s7,, +1)

GO =Ko 1 0T, 11T, +1)°

cuja resposta em frequéncia ¢

(jor, +1)(jor, +1)---(jor,, +1)

3 :K :
G(/w) 0 ]a)(]le +1)(]0)T2 +1)(]a)Tn +l)

Se considerarmos frequéncias @ suficientemente baixas, entdo podemos escrever de forma aproximada que

~ K
G(jow)==L,
jo

pois todos os outros fatores do numerador e do denominador sdo aproximadamente iguais a 1. E imediato, portanto, que

Ko

20log,, |G(ja))| = 20log, |6(ja))| =20log, Mk 20log;( Ky —20log; @,

o0 que significa que:
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1) para frequéncias suficientemente baixas o diagrama de Bode de 6( jo) tende a uma reta com declividade de —

20dB/dec e

ii) o valor do ganho em baixas frequéncias K, pode ser obtido diretamente da reta que aproxima o grafico em baixas

frequéncias de duas maneiras:

ii.a) ou como consequéncia do fato de que para
w=1,
tem-se

log,, =0
€, portanto,
20log,, |€;( j1)| =20log,, K, ,
ou seja,
GGD| = Ko:
ii.b) ou entdo considerando a frequéncia @ na qual
20log;, |6( j5)| -0dB
€, portanto,
2010g,9[G(j@)| = 2010, K, ~2010g, @ <0,

ou seja,

Como exemplo, consideremos o grafico de ganho a seguir.
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45 . o

Ganho (dB)

10° 107 10" 10° 10' 10° 10
Frequencia (rad/s)

Observando-se o diagrama, nota-se que a declividade do grafico em baixas frequéncias é de —20 dB/dec. Portanto, trata-
se de um sistema do Tipo 1. Além disso, nota-se que a aproximag¢do em baixas frequéncias (reta tracejada) cruza a linha
de)dBem @ =0,rad/s e, combase em ii.a), conclui-se que

K, =0.1.

Chegariamos a mesma conclusdo se(tivéssemos prolongado a reta tracejada e lido o valor do ganho (-20 dB) na
frequéncia @ = 1,0 rad/s.

o Sistemas Tipo 2

Este caso ¢ bastante parecido com o anterior (Tipo 1). Consideremos entdo um sistema do Tipo 2 com fungdo de
transferéncia da forma

(sr, +l)(sz’2 +1)~~-(srm +l)
s2(sT1 +1)(ST2 +1)~~(sTn +1) ’

G(s) = K,

cuja resposta em frequéncia é

(jan'1 +1)(jwz'2 +1)~--(ja)rm +1) .
(jo) (joT; +1)(jol; +1)-(joT, +1)

G(jo) =K,

Se considerarmos frequéncias @ suficientemente baixas, entdo podemos escrever de forma aproximada que

G(ja)) =

0
RV
(jo)
pois todos os outros fatores do numerador ¢ do denominador sdo aproximadamente iguais a 1. E imediato, portanto, que

. 5 K
2010g,, |G(j) = 20l0g,|G(j@)| = 201og g |[—%| = 20log, K, ~40log,y @,
9
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o0 que significa que:

i) para frequéncias suficientemente baixas o diagrama de Bode de 6( jo) tende a uma reta com declividade de —

40dB/dec e

ii) o valor do ganho em baixas frequéncias K pode ser obtido diretamente da reta que aproxima o grafico em baixas

frequéncias de duas maneiras:

ii.a) ou como consequéncia do fato de que para
w=1,
tem-se

log,, =0
€, portanto,
20log,, |€;( j1)| =20log,, K, ,
ou seja,
G(D| = Ko:
ii.b) ou entdo considerando a frequéncia @ na qual
20log,, |é( j5)| =0dB
€, portanto,
2010g,9[G(j@)| = 2010, K, ~40logjy@ =0,

ou seja,

Como exemplo, consideremos o grafico de ganho a seguir.
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120 . ! : .

Ganho (dB)

i L] Ll gl R

10° 10" 10" 10' 10° 10°
Frequencia (rad/s)

Observando-se o diagrama, nota-se que a declividade do grafico em baixas frequéncias ¢ de —40 dB/dec. Portanto, trata-
se de um sistema do Tipo 2. Além disso, da aproximagdo em baixas frequéncias (reta tracejada), obtém-se que

K, =10,
de imediato utilizando-se ii.a).

A determinag@o de K, ¢ menos precisa utilizando-se ii.b). Mesmo assim, observa-se no grafico que a frequéncia @ em
que a reta tracejada cruza a linha de 0 dB ¢é pouco maior que 3 — de fato, essa frequéncia é aproximadamente 3,16 rad/s
e 3,16°=10.

Diagramas de Nyquist

Os Diagramas de Nyquist sdo.graficos polares de resposta em frequéncia parametrizados em @ Em outras palavras, para
cada valor de wno intervalo 0 < @ <« , desenha-se no plano complexo o ponto que representa G(j@).

Os Diagramas de Nyquist podem ser desenhados a partir de dados retirados dos Diagramas de Bode, pois estes sdo de
construg¢do. mais simples e sistematica. Note, porém, que os valores de ganho em dB devem ser modificados para seus
valores originais (em unidades de engenharia) utilizando-se a fung¢éo antilogaritmo.

Exemplo: Seja o sistema tal que:

1
jo+10

)= 1o dlje)

E imediato notar que:

w=0 = G(j~0):%

e que, para @ suficientemente grande:
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w>>10radls = G(jo)= €L

jao

de maneira que, em altas frequéncias, o Diagrama de Nyquist se aproxima da origem do plano complexo com fase
—90°.

Para @= 10 rad/s, por exemplo:

o =10rad/s = |G(ja))|=ﬁ |G(jo) = —45°

Calculando mais alguns pontos, podemos esbogar o Diagrama de

Nyquist. Im

Neste caso, pode-se mostrar que o Diagrama de Nyquist para 0.05 0.1 _
0< w < o tem a forma de uma semi-circunferéncia. v j 0 = >
L o= Re

® = 0=10"

"""""""""""""""""""""""""" Como ja vimos

_ anteriormente, nio 005 o :

— > —— .
Gifs) G2(s) havendo  carrega- b S

mento, a Fungéo de
Transferéncia com-
binada de dois sistemas em cascata ¢ igual ao produto das Fungdes de Transferéncia individuais:

G(ja)) = Gl(ja)) . Gz(ja))
de maneira que:

G(jo)|=|G,(jo)|-|G,(jo)

|G(ja)) :|G1(ja)) +|G2(ja))

Embora estas relagdes sejam de praticamente nenhum interesse para o tragado de Diagramas de Nyquist, elas podem ser
uteis para avaliar qualitativamente o efeito de compensadores sobre a resposta em frequéncia.

Uma vantagem dos Diagramas de Nyquist é que eles representam as caracteristicas de resposta em frequéncia (ganho e
fase) num Unico grafico. Além disso, como veremos adiante ao estudarmos o Critério de Nyquist, tais diagramas
permitem analisar a estabilidade de sistemas em malha fechada de forma simples e imediata.

Por outro lado, uma de suas desvantagens ¢ que os Diagramas de Nyquist ndo permitem identificar as contribui¢des
individuais de cada um dos fatores que compdem a Fungdo de Transferéncia.

Formas Gerais de Graficos Polares
Seja:

K, (1+j-01)-(1+/ -0r,)..(1+ ) 0r1,)
(ja))N -(1+j-a)Tl)-(1+j-a)T2)...(1+j-a)Tp)

Gjm)=

onde admitiremos, por hipotese, que:
K,>0
Sejam n = N + p e m, respectivamente, os graus dos polindmios do denominador e do numerador. Vamos supor, como é
usual, que n>m .
Analisemos o comportamento de G(j@ quando @ — +oo . Ha dois casos a considerar:

i) n =m : neste caso, ¢ imediato que
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:Ko-rl-rz...rm

ol
() T-T,..7,

o que significa que o Diagrama de Nyquist termina sobre o eixo real, porém fora da origem.
ii) m > m : neste caso, também ¢ imediato que
G(j%)=0

e o Diagrama de Nyquist termina na origem. A forma como G(j@) se aproxima da origem depende do
excesso do nimero de polos sobre o numero de zeros. Para @ suficientemente grande, temos as seguintes

possibilidades:

- se n - m = 1, entdo G(ja));—90° e a - sen - m = 2, entdo |[ Loxq =>d& ¢ g
aproximagdo da origem tem uma das formas aproximagdo da origem se da como representado
abaixo: no grafico.

Im
@ —> 0 Im

\ -
N i

— e assim por diante.

Isso mostra que, para n > m, os Diagramas de Nyquist se aproximam da origem para @ — oo sempre por direcdes
tangentes aos eixos real ou imaginario, positivo ou negativo.

Passemos, agora, a analisar o comportamento dos Diagramas.de Nyquist em baixas frequéncias. Para isto é necessario
distinguir o tipo do sistema:

i) Sistemas do tipo 0 : neste caso, N = 0 e, portanto,

Im
G(J O) =K, ©=0
o que significa que o ponto inicial do Diagrama de / >
Nyquist se localiza sobre o eixo real positivo. Pode-se Re

mostrar, também, que a tangente ao Diagrama em o=
0 ¢ perpendicular ao eixo real.

A
_ ii) Sistemas do tipo 1 : neste caso, N = 1 e, portanto, o termo
Re predominante de G(jw) ¢é o fator jw que aparece no denominador.
Sendo assim,

LILI(lJG(]a)M =0

o —>0

e lim|G(j@) = -90°

o que significa que, em baixas frequéncias, o Diagrama de Nyquist ¢ assintdtico a uma reta paralela ao
eixo imaginario negativo (eventualmente, o proprio eixo).
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iii) Sistemas do tipo 2 : neste caso, N = 2 e, de maneira
semelhante ao caso anterior, o termo predominante de G(j@) é o Im

. 2 .
fator ( ]co) que aparece no denominador. Dessa forma,

limG(jo)|= o lim|G(jo) = -180° ON ®e

e, portanto, em baixas frequéncias, o Diagrama de Nyquist é
assintdtico a wuma reta paralela ao eixo real negativo
(eventualmente, o proprio eixo).

\

7.5 Critério de Nyquist
¢ O que é o Critério de Nyquist

O Critério de Nyquist ¢ um resultado teérico que permite estudar a estabilidade de um sistema em malha fechada
graficamente com base na inspe¢do do diagrama polar da resposta em frequéncia (diagrama de Nyquist) de malha
aberta, sem a necessidade de determinar os polos do sistema em malha fechada.

e Importincia do Critério de Nyquist

Nao € necessario dispor de um modelo na forma de fungdo de transferéncia ou de equagéo diferencial para se determinar
a estabilidade do sistema em malha fechada. O grafico da resposta em frequéncia de-malha aberta utilizado pode,
inclusive, ser obtido experimentalmente. Este ¢ uma das razdes da importancia do Critério de Nyquist ¢ de seu uso
pratico.

Entende-se por robustez da estabilidade de um sistema de controle a capacidade que o mesmo apresenta de manter a
estabilidade a despeito da existéncia de erros de modelagem. Este aspecto ¢ de grande importdncia pratica, pois
qualquer modelo adotado para representar o comportamento. de um sistema tem sempre o carater aproximado, sendo
sempre incapaz de representd-lo com absoluta fidelidade. O Critério de Nyquist ¢ também uma ferramenta importante
para a analise da robustez da estabilidade.

¢ Base tedrica do Critério de Nyquist: 0 Teorema do Mapeamento
O Critério de Nyquist esta baseado num resultado da Teoria-de Func¢des de Variaveis Complexas denominado Teorema

do Mapeamento (ou Principio do Argumento).

A dedugao rigorosa do Critério de Nyquist envolve a Teoria de Fungdes de Variaveis Complexas. No entanto, no caso
em que a funcdo de transferéncia do sistema ¢ uma fungao racional, pode-se utilizar uma argumentagao bastante simples
para sugerir a validade do Critério.

Para isso, suponhamos que f{s) seja uma fungdo racional escrita na forma:

f(s)= (S—ZIXS—ZZ)...(S—ZH)

(s—pIXs—pz)...(s—pn)

Note que Z;, Z,, ..., Z, sdo os zeros de f(s) e que p;, pa, ..., p, S80 0s polos de f(s).
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Na figura ao lado estdo representados no
plano s alguns polos e zeros arbitrariamente
escolhidos de uma funcg@o f{s) genérica. Esta,
também, desenhada uma curva fechada Q'
envolvendo apenas o zero Z;, a qual nio
passa sobre nenhum polo ou zero de f{s).

Seja O' um ponto qualquer de O
representado pelo numero complexo s.
Quando O’ se desloca sobre Q' no sentido
horario, descrevendo uma volta completa, o
segmento s — Z, percorre um angulo total de

360° todos os outros segmentos descrevem
um angulo liquido de 0°.

Vejamos, agora, 0 que ocorre com a imagem
da fungdo f{s) quando se realiza o percurso
acima (a imagem de f{s) ¢ o mapeamento de
Q' por f{s) no plano complexo). Nao ¢ dificil
perceber que, quando s percorre Q' no sentido horario, a imagem de f(s) d4 uma volta completa-em torno da origem
também no sentido horario, ja que:

1) =|s=2Z +|s= 2, +..4]s—2, _|s—p, _|s—p, —..~|s=p,

Como a fase é convencionada positiva no sentido anti-horarie, isso significa que a variagdo total da fase de f{s) ¢
-360°.

Consideremos, agora, um caminho fechado Q" envolvendo os zeros Z;;. Z, ¢ Z; e o polo p;. Quando s percorre Q" no
sentido horario, cada um dos segmentos s—=Z,, s=Z,, s—Z, ¢ s=p, descreve um angulo liquido de 360°.

Consequentemente, a mudanga total de fase experimentada por B(s) é.de —3 x 360°+1x 360°=—720°, o que significa
que o numero total de rotagdes em torno da origem, descritos pela imagem de f{s) no sentido horario, é 2.

Podemos estender essas conclusdes para o caso geral. de um contorno fechado Q, que ndo passa sobre nenhum polo ou
zero de f{s), e que contém em seu interior Z zeros ¢ P polos de f(s). Neste caso, quando o ponto s percorre o contorno Q
no sentido horario, o niimero total N de envolvimentos da origem no sentido horario apresentado pela imagem de f{s) é
igual a Z— P, isto €,

N=Z-P.

Este resultado constitui o Teorema do Mapeamento. Em sua aplicag@o, consideram-se negativos os envolvimentos da
origem pela imagem de f{s) no sentido anti-horario.

O Teorema do Mapeamento ¢ o resultado tedrico basico para a elaborag@o do Critério de Nyquist.
Deve-se notar que o Teorema do Mapeamento apresenta os seguintes elementos importantes:

i) a funcdo f(s);

ii) o contorno fechado QO percorrido por s no plano s;

iii) os nimeros de polos (P) e de zeros (Z) de f{s) no interior desse contorno Q no plano s;

iv) a imagem de f{s) no plano f(s) quando s percorre o contorno Q no plano s;

v) o numero de voltas (V) da imagem de f{s) em torno da origem do plano f{s).

¢ O Critério de Nyquist

Para apresentar o Critério de Nyquist, a seguir vamos identificar cada um dos elementos i)-v) acima.

i) a funcéo f{s)
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Consideremos o sistema em malha fechada ao lado, cuja Fungdo de R(s) + C(s)
Transferéncia em malha fechada ¢ dada por: —» G(s) >
)l 1 =
R(s) 1+ Gls)- Hs) ® =

A estabilidade do sistema em malha fechada requer que todas as raizes da sua equagdo caracteristica

fls)=1+6(s)-H(s)=0

pertencam ao S.P.E.. Esta € pois a fung¢ao f{s) do item i).

ii) o contorno fechado Q percorrido por s no plano s

Sabemos que um sistema ¢é estavel se e apenas se nenhum de seus polos se
localiza no S.P.D. Sendo assim, uma possivel escolha para o contorno<Q A Im
consiste em considerar uma curva fechada no plano s que contenha em seu
interior todo o S.P.D. O contorno Q ¢é assim constituido por todo o eixo jm, em
conjunto com uma semi-circunferéncia de raio tendendo a infinito no S.P.D.. 00
Esta curva recebe o nome de contorno (ou caminho) de Nyquist (veja a
figura ao lado). Re

Conforme indicado, o sentido adotado para o percurso do caminho é o
horario. o

iii) os nimeros de polos (P) e de zeros (Z) de f(s) no interior desse
contorno Q no plano s

Se nods escrevermos G(s)H(s) na forma de uma razao entre dois polindmios:

N(s)

G(s)H(s) = —=%

D(s)
a func¢@o f(s) pode ser reescrita como

3 D(s)+ N(s)
s)= O

Nota-se, portanto, que0s polos de f{s) sdo os polos de malha aberta de G(S)H (s); por sua vez, os zeros de f{s) sdo os

>

polos de malha fechada do sistema. Considerando entdo os polos e zeros de f{(s) no interior do contorno Q, temos que P
€ 0 numero de polos instaveis de malha aberta e Z é o nimero de polos instaveis de malha fechada.

Obviamente, a condigdo para que o sistema em malha fechada seja estavel é que
Z =0,

a qual, considerando-se o Teorema do Mapeamento, pode ser reescrita como
N=-P.

Esta igualdade é essencialmente a expressdo do Critério de Nyquist.

iv) a imagem de f(s) no plano f(s) quando s percorre o contorno Q no plano s
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Para utilizar o Critério de Nyquist conforme sua expressdo acima ¢, portanto, necessario determinar o valor de N. Isto
requer que se construa o grafico da imagem de f{is) quando s percorre o contorno de Nyquist.

O contorno de Nyquist ¢ composto por trés partes:
a) o semi-eixo positivo (s=j@ @>0)

Neste caso,
f(s)z fo)=1+ G(ja))H(ja))
e, portanto, a imagem de f{s) é o proprio grafico polar da resposta em frequéncia de 1+ G(S )H (s) .

b) o semi-eixo negativo (s=-jam, @>0)

Neste caso,

1(s)= r=joy =1+ 6= jo)(- jo).

Como f{s) ¢ uma fungao racional, ¢ facil concluir que
. * .
/(-jo)=f (o),

*
emque f (j@) representa o conjugado de f ( J a))
Assim, a imagem de f{s) ¢ resulta simétrica em rela¢do ao eixo real. daquela do item a).

¢) a semi-circunferéncia de raio infinito

Como

¢ como, para os sistemas usuais, o grau do polindmio N(s) émenor ou igual ao grau de D(s), temos que

f(s) — cte

sobre a semi-circunferéneia, ja que S§.~> 0. Alias, ndo por acaso, essa constante ¢ a mesma que se obtém quando
S=jw — 0.

Em resumo, para se obter o grafico da imagem de f{s) quando s percorre o contorno (Q, basta desenhar o grafico polar da

resposta em frequéncia de. 1 + G(S )H (S) e completar a figura desenhando seu simétrico em relag@o ao eixo real.

v) o numero de voltas (N) da imagem de f(s) em torno da origem do plano f(s)

Construido o grafico da imagem de f(s) conforme o item iv), este passo ¢ trivial: basta contar o nimero de
envolvimentos (N) desse grafico em torno da origem do plano f(s) no sentido horario.

Note-se que o niumero de voltas em torno da origem ¢ convencionado positivo quando ocorre no sentido horario e
negativo, quando se dé no sentido anti-horario.
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Por fim, é oportuno observar que, se consideramos o
Diagrama de Nyquist de G( ja))-H( ja)), a funcdo -140 Im

1+ G(ja)) . H(ja)) pode ser visualizada como um segmento

&S

orientado com a origem no ponto —1+ j-0 e a extremidade

no ponto G( J a)) ~H( ja)) , conforme mostra a figura ao lado.

Portanto, o envolvimento da origem pelo Diagrama de
Nyquist ~ de 1+G(ja))-H(ja)) ¢ equivalente ao 1+G(wH(jw)
envolvimento do ponto —1+ j-0 pelo lugar geométrico de

G(jo) H(jo).

Devemos ter em mente que, para aplicarmos o Teorema do Mapeamento na investigagdo da estabilidade, ¢ necessario
que o Contorno de Nyquist ndo passe sobre polos ou zeros de malha aberta do sistema. Dessa maneira, até este
ponto esta excluido de nossa discussdo o caso em que o sistema em malha aberta tem polos ou zeros sobre o eixo
imaginario.

Discutiremos como contornar esta dificuldade adiante.

Exemplo: Seja o sistema tal que

K

OO v ey

(K,.Z,,T, > 0)

O Diagrama de Nyquist para —o0 < @ <+ tem 0 aspecto indicado na

figura ao lado, onde se observa que o numero de envolvimentos do A Im

ponto (-1+50) é: \
N=0 @ —> —0

Como o sistema em malha aberta ndo tem polos no S.P.D.: w=0 Re
P=0 — >

. : . : -1+50

Esta, portanto, satisfeita-a.condi¢do do Critério de Nyquist:
N=-P @ —> +o0 /

e podemos concluir que, em malha fechada, o sistema ¢é estavel para

qualquer valor de K > 0.

Consideraremos, agora, o caso em que G(s)H(s) contém polos ou zeros
sobre o eixo imaginario:

Para estudarmos a estabilidade de sistemas deste tipo, ¢ preciso modificar o Contorno de Nyquist.

Consideremos o caso-em que G(s)H(s) possui polos (ou zeros) na origem, por ser esta situagdo bastante comum. Uma
analise equivalente pode ser realizada quando G(s)H(s) contém polos ou zeros em outros pontos do eixo imaginario.
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O procedimento usual nestes casos ¢ considerar uma semi-circunferéncia
de raio £<<1, com centro na origem, conforme ilustrado na figura ao
lado.

A regido do S.P.D. que ¢é evitada por este contorno modificado tende a se
tornar arbitrariamente pequena a medida que &£— 0. Com isso, 0s
eventuais polos de malha fechada no S.P.D. sdo envolvidos.

Exemplo: seja o sistema tal que

G(s)- H(s) = (1K+T) (K., T >0)

De inicio, notamos que:

6(j0°)- 1(j0")= - joo

G(jo ) H(j0 )=+ jeo
Na semi-circunferéncia:
s=&-e€
€, portanto:
Ko — Ko -j6
c-e? ¢

G(5~ejg)~H(£-ej9)z

Para que o percurso se realize no sentido indicado, € deve crescer desde -90° até +90°. Por consequéncia, a fase de
G(jwH(jw ira variar de +90° a -90 °. Além disso, quando £ >0 |G . H| —> 0.

Portanto, os "pontos" G(jO’)-H(jO’) =+joo e G(jO*)-H(jO*) = —joo sd0 unidos por uma semi-circunferéncia de

raio infinito no S.P.D.

A Im

® —> —o0
| Re N=0
} >
-1.+/0 Com isso, o Critério de Nyquist garante a estabilidade do sistema em
malha fechada, independentemente do valor de K, uma vez que:
@ —> +%0

=-P

A Im

infinito no sentido horario em torno da origem.

7.6 Sistemas de Fase Minima

Diz-se que um sistema dado por sua fungio de transferéncia G(s) é de fase minima quando todos os seus polos e

Com essas consideragdes, podemos tragar o lugar geométrico de G(s)H(s)
quando s percorre o Contorno de Nyquist modificado.

=0 [ \ Como G(s)H(s) ndo tem polos no S.P.D.,
T P=0

Observando a figura ao lado, vé-se que:

T N
/ Para concluir esta se¢do, convém notar que se a Func¢do de Transferéncia
w=0" de malha G(s)H(s) contém um polo de multiplicidade » na origem ( n = 2,
3, ...), o lugar geométrico de G(s)H(s), correspondente a s sobre a semi-
circunferéncia de raio ¢ << 1, apresenta n semi-circunferéncias de raio

zeros se localizam no semi-plano complexo esquerdo. Quando ha pelo menos um polo ou zero no semi-plano direito,

diz-se que o sistema ¢ de fase nao minima.
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Na literatura, muitas vezes se usa a designacao fase ndo minima para indicar que hé zeros no semi-plano direito, ja que,
quando ha polos no semi-plano direito, diz-se que o sistema € instavel.

As designagdes fase minima e fase ndo minima tém sua motivacao nos graficos da defasagem da resposta em frequéncia.
Considerem-se, por exemplo, as seguintes duas func¢des de transferéncia:

1+0.1s
G (s)=
1+s
1-0.1s
G2(S)=
1+s

Pelas defini¢des acima, esta claro que G, () ¢ de fase minima, pois seu polo (-1) e zero (-10) estio ambos situados no

semi-plano esquerdo. Por outro lado, G, (s) é de fase nio minima, j4 que tem um zero (10) no'semi-plano direito.
Em primeiro lugar, € 6bvio que ambas as fun¢des tém o mesmo ganho, uma vez que

1+0.1j0| [1-0.1j®
IGl(jw)I-| o _| ]|=IGz(jw)|

O mesmo ndo ocorre, contudo, com as defasagens. Os diagramas de Bode a seguir mostram que, em valor absoluto, a

- 1+ jol - 1+ jol

defasagem correspondente a G, (s) ¢ menor do que a associada a G,(s). De maneira mais geral, a defasagem

associada a uma fungdo de transferéncia de fase minima €, em valor absoluto, a minima dentre todas as defasagens
possiveis associadas a sistemas com mesmo ganho.

£

Fase (graus)

10' 10°
Frequsncia {rad/s)

7.7 Margens de Estabilidade

Para um grande numero de sistemas de controle, dois pardmetros sdo uteis para medir a distancia do Diagrama de
Nyquist ao ponto -1+50. Esses pardmetros sdo a margem de ganho (MG) ¢ a margem de fase (MF) ¢ constituem o que
se costuma denominar margens de estabilidade de um sistema de controle.
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7. Resposta em Frequéncia 98

O Diagrama de Nyquist ao lado ilustra as definicdes de MG e MF. Tm

A margem de ganho ¢ uma medida de quanto o ganho pode ser -1
aumentado antes de causar instabilidade do sistema. .

\/

A margem de fase, por sua vez, ¢ uma medida de quanto de defasagem
pura o sistema tolera antes de se tornar instavel.

Re

Deve-se notar que variacdes de ganho preservam a forma do Diagrama
de Nyquist, alterando apenas suas dimensdes. Assim, tomando como
referéncia a figura ao lado, ao aumentarmos o ganho do sistema, o
ponto A caminha para a esquerda (sobre o eixo real negativo). Se o
ganho chegar a MG, entdo o ponto A estard sobre o ponto critico -1450
e o sistema, na iminéncia de perder a estabilidade.

De maneira analoga, o efeito de defasagens puras é apenas girar o
Diagrama de Nyquist em torno da origem. Tomando como base o
ponto B, notamos que se for introduzida uma defasagem pura na
Funcgdo de Transferéncia de malha do sistema de valor igual a MF esse ponto coincidird com o ponto -1-0:

E igualmente 'simples determinar MG e MF nos

A 4B a) Diagramas de Bode. O valor de MG pode ser obtido do
grafico de ganho na frequéncia em que a defasagem ¢
(1 ad/j) igual a -180°. O valor de-MF, por sua vez, pode ser lido

diretamente do grafico de defasagem na frequéncia em

T\ que o ganho ¢ 0dB. A figura ao lado ilustra estes fatos.
-500 ' MG

Uma vez que as margens de estabilidade representam uma
medida da proximidade do Diagrama de Nyquist com
relagdo ao ponto -11j0, elas ddo uma indicacdo da
robustez do  sistema face a incertezas do modelo

matematico ' utilizado para o projeto (por isso, essas
A o margens podem ser adotadas como critérios de projeto).
-90 Essa ¢ a razdo da importancia e da popularidade dos
MF : (rad/s) conceitos de margens de ganho e de fase.
-180 ; > z . . . .
T ‘ E pratica usual considerar satisfatorias as margens de

ganho superiores a 6 dB (o que corresponde a ganhos
maiores que 2) e as margens de fase entre 30° € 60°.

-2707

As margens de estabilidade devem ser utilizadas com algum cuidado, conforme as observagdes a seguir.

Na pagina 257 do livro Feedaback Control of Dynamic Systems, de G.F. Franklin, J.D. Powell e A.E. Naeini, Addison-
Wesley, 1986, encontram-se-0s seguintes comentarios:- "Em alguns casos, as no¢des de margens de ganho e fase
falham. Para sistemas de-la. ¢ 2a. ordens, a fase nunca atinge 180°, ¢, portanto, a margem de ganho ¢é . Para sistemas
de ordem mais elevada, é possivel haver mais de um ponto de cruzamento de 0 dB e mais de um cruzamento de 180° e
as margens de estabilidade podem induzir a erros. Além disso, sistemas de fase nfo minima apresentam critérios de
estabilidade que sdo opostos aqueles definidos acima. Todos esses casos especiais podem ser tratados voltando-se ao
Diagrama de Nyquiste ao Critério de Nyquist baseado no niimero de envolvimentos do ponto -1."

Na pagina 498 do livro Modern Control Systems, de R.C. Dorf e R.H. Bishop, Addison-Wesley, 1998 (8a. ed.), constam
as seguintes observagdes: "E relativamente simples examinar o Diagrama de Nyquist (¢ os de Bode) de um sistema de
fase minima. Um cuidado especial ¢ necessario com sistemas de fase ndo-minima e o Diagrama de Nyquist completo
deve ser analisado para se determinar a estabilidade". "As margens de ganho e fase podem ser calculadas facilmente
através de um programa de computador, supondo que o sistema seja de fase minima. No entanto, para sistemas de fase
ndo minima, o Diagrama de Nyquist completo deve ser construido."

Por fim, é oportuno notar que, mesmo para sistemas de fase minima, valores considerados bons de margens de ganho e
fase podem ndo ser indicadores confiaveis da distancia do Diagrama de Nyquist ao ponto -1. A figura abaixo ilustra este
fato: o sistema em questdo tem amplas margens de ganho e fase, mas uma pequena perturbagdo na regido de frequéncias
proxima ao ponto -1 pode desestabiliza-lo.
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A Im

7.8 Frequéncia de Corte e Largura de
Banda

Considere a resposta em frequéncia C( ]a))/ R( ]a)) de um
sistema em malha fechada e, em particular, seu Diagrama de

Bode de ganho, conforme ilustrado pela figura (tipica) ao lado. A C"Z /5)
frequéncia de corte . ¢ definida como sendo aquela a partir da 1 -
qual o ganho cai abaixo de 3 dB com relagdo ao ganho de baixas @,

frequéncias.

Assim, o sistema em malha fechada atenua com tim. fator maior ou igual a /2 / 2 as componentes dos sinais cujas

frequéncias sdo superiores a @..

A regido de frequéncias 0 <w < @, , denominada largura de banda (ou largura de faixa, ou ainda, banda passante),

corresponde, a grosso modo, as componentes dos sinais que sdo transmitidas da entrada para a saida do sistema. Dessa
maneira, quanto maior a largura de banda, tanto maiores.as frequéncias dos sinais que s@o transmitidos através do
sistema e, portanto, maior a sua velocidade de resposta.

Para sistemas de 2a. ordem com fungao de transferéncia

C(s) w?

n

R(s) S 2w, s + a)f

pode-se calcular o valor da largura de banda normalizada @, / @, em fungdo do coeficiente de amortecimento &. No

intervalo 0.3 < ¢ < 0.8 vale aseguinte aproximagdo linear

De 2-1.196+1.85+

[2)]

n

a qual pode ser muito atil para fins de projeto. A figura a seguir contém os graficos exato e da aproximagao linear.

99



7. Resposta em Frequéncia 100

Largura de banda normalizada X Coeficiente de amortecimento
16 T T T

0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 07 0.8 0.9 1

A especificagdo da largura de banda ¢, em geral, determinada pelos seguintes fatores:
1) fidelidade de reproducao dos sinais de entrada pela saida;
ii) caracteristicas de filtragem requeridas para o ruido de alta frequéncia;
iii) erros de modelagem.

Estabelece-se assim normalmente um conflito: por um lado, para que a saida do sistema siga com precisao entradas que
variam rapidamente, ¢ necessario que a largura de faixa seja grande; por outro lado, do ponto de vista de amplificacdo
de ruidos e da preservagdo da estabilidade na presenca de erros de modelagem, € necessario que a largura de banda nao
seja excessivamente ampla.

Para ilustrar, considerem-se dois sistemas com funcdes de transferéncia G, (s) e G, (s) cujos ganhos sdo apresentados
na figura abaixo.

Ganho (dB)

Fregiiéncia (rad/s)
Observa-se claramente que a frequéncia de corte de G, () ¢ de aproximadamente 1,2 rad/s, ao passo que a de G, (s)

esta em torno de 12 rad/s. Isto significa que G, (s) ¢é capaz de responder mais rapidamente do que G, (s). Para
comprovar este fato, a figura abaixo contém as respostas a degrau de ambos os sistemas.
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14

Salda

7.9 Sistemas Condicionalmente Estaveis

Consideremos um sistema tal que o diagrama polar de G(jw)H (jw) tem o aspecto ilustrado na figura abaixo.

Im A

N\

-1
cl B\ /A |o Re

(O]

Supondo que G(s)H(s). seja estavel' (P =0), o Critério de Nyquist permite concluir que, em malha fechada, o
sistema também ¢ estavel, uma vez que N =0.

Aumentando o ganho de maneira que o ponto —1+ jO pertenga ao segmento AO, resulta N =42 (Verifique isto
como ligdo de casa!) e, portanto, o sistema em malha fechada passa a ser instavel. O mesmo acontece quando se reduz o
ganho de forma que 0.ponto =1+ j0 pertenga ao segmento CB.

Sistemas deste tipo, em que a malha fechada ¢é estavel apenas para valores de ganho pertencentes a um determinado
intervalo, sdo denominados condicionalmente estaveis.

7.10 Correlacao entre a Resposta a Degrau e a Resposta em Frequéncia para
Sistemas de 2a. Ordem

Seja
2
G(s)=— — 0<<l,
s(s+28w,)

e considere-se o seguinte sistem

R(s) - @ C(s)
- s(s +2w, ) g
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102

cuja fungdo de transferéncia em malha fechada é dada por

CGs) _

R

O

(2]

2

n

'+ 28w, 5+ o]

Para se obter a margem de fase deste sistema, deve-se inicialmente determinar a frequéncia de cruzamento do ganho

w

g

‘G(ng}:l

Feito isto, obtém-se

@4 =a)n\h/1+4§4 -2£7,

podendo-se, entdo, calcular

isto €, deve-se resolver a seguinte equacao:

MF =180° + arg(G(jm, )) = tan™ 2

Jl+4gd — 02

O grafico de MF em fung@o de ¢ € o seguinte:

MF (graus)

0 5 5 : 5 : : ; ;

e LI ....... ....... ........ ........ ...... ........ ........ ........
o — R T W TN S I S Mo ——
o — ....... ....... ....... ........ ........ ........ ........ ........
P | NSRS S W 5. NS SRS WNSG SN q— N— —
PSSR U™ AN TUUNON: WIS DR WUNR (VN S N
FANIE 1 TR W N N ——
£2.0] LIRRY | (ONSOIPR NIUN. DRRRRUTs AN ;RTINS | PRI NSRS - S | W .
P _______ _______ ________ ________ ________ ________ ________ ________
00 0I2 0I4 OIG OEB ‘II _ 1I2 1 I4- 1I6 1 ‘8 2

gsi

Nota-se com facilidade que para £<0.7, esse grafico pode ser razoavelmente aproximado por uma reta conforme

indicado na figura..Essa aproximagdo, para MF em graus, ¢ dada por

MF =100&

(0<E<0.7) .

Haviamos visto anteriormente que, para sistemas de 2a. ordem, o coeficiente de amortecimento determinava os valores
do sobressinal e do pico de ressonancia:

M

M

, =€Xp| =7 ,7::62
1

Tagi-e
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e agora acabamos de ver que o mesmo ocorre com a margem de fase. Em outras palavras, para esses sistemas, a margem
de fase, o sobressinal, o pico de ressondncia e o coeficiente de amortecimento contém essencialmente a mesma
informagao. Assim, por exemplo, a um pequeno coeficiente de amortecimento correspondem uma pequena margem de
fase e grandes sobressinal e pico de ressondncia.

Para sistemas de fase minima de ordem qualquer pode-se mostrar também que sistemas com pequena margem de fase
apresentam ressondncia. Para isso, considere-se o sistema com realimentagdo unitaria

. c
R(s) e <

Designando por Gm/‘ (S ) a fungdo de transferéncia em malha fechada, temos:

_ Gk
G s)= 1+G(s)
Para a frequéncia @ < de cruzamento do ganho,
‘G(ja)g] =1
€, portanto,
Gjo,) | I
G i - ‘ g — .
‘ mf(]wg} ‘1+G(ja)g) ‘1+ G(jo,)

Admita-se que o Diagrama de Nyquist de G(s) seja o seguinte:

AIm
-1 MF -
‘\\ O Re
1+GUoAN| /6(ib)
DN\~

Pelo exposto.acima, ¢ imediato que o tridngulo destacado ¢ isosceles e, portanto,
. MF
‘l + G(ja)g] = 2sen(—2—j~
Sendo assim, resulta que
T S
‘Gmf (Ja’gl = (MF)
2sen

de onde se conclui que, se a margem de fase ¢ "pequena", Gf ( jg)g1 ¢ "grande". Ou seja, ha uma ressonédncia em

torno de a)g .
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7.11 Diagramas de Nichols

Além dos diagramas de Bode e de Nyquist, ¢ comum utilizarem-se também os diagramas de Nichols para representar a
resposta em frequéncia de um sistema. Estes diagramas sdo graficos da resposta em frequéncia parametrizados em w.
Em ambos os eixos utilizam-se escalas lineares: no eixo das abscissas marcam-se as defasagens em graus, ao passo que
no eixo das ordenadas marcam-se os ganhos em dB. Da mesma maneira que os diagramas de Nyquist, neste caso um
unico grafico contém as informagdes de ganho e defasagem do sistema.

Exemplo

Considere a seguinte fungdo de transferéncia:

I
)= e

Seu diagrama de Nichols é mostrado na figura abaixo.

Nichols Charts

501 : .

Open-Loop Gain (dB)

-100

-150 | : .

i i i i i i i i i
-260 -240 -220 -200 -180 -160 -140 -120 -100
Open-Loop Phase (deg)

Os diagramas de Nichols podem ser construidos ponto a ponto, ou entdo a partir de leituras de alguns pares ganho-
defasagem nos diagramas de Bode.

Note-se que uma variacdo de .ganho produz apenas um deslocamento do diagrama na vertical (para cima, no caso de
aumento de ganho e para baixo, em caso contrario), sem alterar sua forma.

Suas prineipais vantagens no projeto de compensadores sdo as seguintes:

e permitem avaliar de maneira rapida e simples o efeito de compensadores;
e permitem a leitura direta das margens de estabilidade do sistema.
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7.12 Resposta em Frequéncia de Malha Fechada

Considere-se o sistema em malha fechada com realimentagdo unitaria representado pelo diagrama de blocos:

R s C
(s) R <

para o qual se conhece a resposta em frequéncia em malha aberta:

A Im
-1 o
Re
1+ G(jw) Gib)
w

Para uma frequéncia @ qualquer pode-se calcular a resposta em frequéncia em malha fechada G, ; (jo):

Gm/‘ (]a)): G(]a.)) :

1+G(jo)
Para calcula-la, basta pois fazer o quociente entre os dois nimeros complexos destacados na figura. Sendo assim, a cada
ponto do plano complexo, é possivel associar um niimero complexo que representa a resposta em frequéncia em malha
fechada que lhe corresponde.
E evidente que isso pode-ser feito de maneira equivalente sobre o plano ganho (dB) x fase (graus) - a cada ponto deste
plano pode-se associar um niimero ‘complexo que representa a resposta em frequéncia correspondente em malha
fechada. Unindo os pontos calculados de ganho constante, t€ém-se curvas de nivel de ganho. Da mesma forma podem ser
tragadas as curvas de fase constante. Ao diagrama assim construido d-se o nome de Carta de Nichols.
Assim, conhecendo-se a resposta em frequéncia de malha aberta de um sistema com realimentacdo unitaria, a Carta de
Nichols permite determinar rapidamente a resposta em frequéncia em malha fechada. Nos dias de hoje, o valor da Carta
de Nichols esta na orientacdo do projetista a respeito do tipo de compensador a utilizar num problema de projeto de
maneira a satisfazer especificagdes do sistema de malha fechada dadas no dominio da frequéncia.
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8

32

28
26
24

20
18
16
14
12
10

©

| G(jo) | (dB)

—ar0 |. | |. ..

| | | | | | |

NG ]

-
s = Tk ool =
7
PN VR U T
e

Lo AN =
90
=10 S

% Q7 ,,,,,,, —
K

PN |

-340 -320 -300 -280

-260 -240

-220

200 -180 -160 -140 -120
Z/G(jo) (graus)
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Exemplo

Seja o sistema em malha fechada com realimentacao unitéaria cuja func¢do de transferéncia de malha aberta é

1
Gls)=——+—.
) s(s+1)0.55+1)
Considerem-se os seguintes pontos da resposta em frequéncia de malha aberta G( J a)):
@ (rad/s) Ganho (dB) Fase (graus)

0,2 13,8 -107,0
0,4 7,1 -123,1
0,6 2,7 -137,7
0,8 -0,9 -150,5
1,0 -4,0 -161,6
1,2 -6,8 -171,2
1,4 94 -179,5
1,8 -14,0 -192,9

|Gl em dB

—240° -210° -180° -150° -120° —90°
yie]

Fonte: Livro do Ogata, pg. 407, Figura 6.78-(a).

Localizando-se esses pontos na Carta de Nichols, podem-se ler de imediato os valores da resposta em frequéncia de
malha fechada G- (]a)) :

@ (rad/s) Ganho (dB) Fase (graus)
0,2 0,25 -12
0,4 1,5 -26
0,6 3,0 -47
0,8 5,0 -86
1,0 3,0 -135
1,2 -1,6 -164
1,4 -5,8 -180
1,8 -11,0 -196

Observando a figura acima, também podem ser determinados por inspe¢do os valores das margens de estabilidade:
MG=9dB

MF=35"°,

assim como os valores do pico e da frequéncia de ressonancia

M,=5dB
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.= 0,8 rad/s.

Note que as Margens de Ganho e Fase sdo lidas, respectivamente, nos pontos onde a curva de resposta em frequéncia de
. 0 . A - A s ~ o 1:

malha aberta cruza os eixos de 0 dB e -180 ". O pico e a frequéncia de ressonancia, por sua vez, sdo lidos no ponto em

que essa mesma curva tangencia a curva de nivel de malha fechada de ganho méaximo.
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