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Exercicio para Entrega no Dia 04/06

Considere uma particula de massa m sujeita a um potencial
V(z,t)=V(z) =

onde a é constante e V > 0 é uma constante.
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O gréfico deste potencial é dado por:

A equagao de Schrodinger correspondente é:

_h? 62
que pode ser separada se escrevemos ¥(x,t) = ¢ (z) exp ( %) Nestas circunstancias, teremos que:
2m(E —V(x
w//(x) — _%w(‘r)
Na regido em que = < a, V() = 0 e, portanto:
;2 2mE

1/)§c/<a($) 1/1:6<a( ) = i2k3wx<a(‘r)

onde ky = == 2mE , que é a equacao de uma particula livre com nimero de onda kg. A solucao desta equacao é dada
por: Yy <a(w ) Ay exp(ikoz) + By exp(—ikox).

Na regido em que z > a, V(z) =V}

27,2
. 22m(E Vo) k" Uysa(z) , se E>Vy
,l/)m<a(x) h7¢z>a( ):
E*psa(z) , se E<V,
onde k = 7”2m|hE_V°‘, que é a equagao de uma particula livre com numero de onda k, no primeiro caso, e a

equacao de um decaimento ou crescimento exponencial, no segundo caso. A solucdo desta equacao é dada por:



Vesa(x) = Ag exp(ikz) + By exp(—ikz), no primeiro caso, e por ¢¥,~q(x) = A exp(kz) + Bg exp(—kz), no segundo
caso. Unindo os resultados anteriores, obtém-se que para E > V)

Ay expi(kor —wt) + Byexpi(—kor —wt) , sex <a
U(z,t) =
Asexpi(kx — wt) + Boexpi(—kx —wt) , sex>a

onde w = E/h. J4 para o caso E < Vj, teremos que:

Ay expi(koxr — wt) + Byexpi(—kor —wt) , sex<a
U(z,t) =
As exp(kx — wt) + By exp(—kx — wt) , sex>a

No ponto & = a devem valer, no entanto, as propriedades de continuidade de ¥ (x) e ¢’ (x).
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Tratamos, primeiramente, do caso E > V. A particula vem de —oo o que significa que nao deve haver onda que
va no sentido regressivo na regiao x > a. Portanto, Bo = 0. Assim, a funcao de onda se torna:

Ay expi(kor — wt) + Byexpi(—kor —wt) , sex <a
U(z,t) =
As expi(kx — wt) , sex>a

e sua derivada em z é:

iko Ay expi(kor — wt) —ikg By expi(—koxr —wt) , sex <a
U (z,t) =
ikAs expi(kx — wt) , sex>a

na qual aplicamos as condigoes de continuidade, impondo que V., (a,t) = VU, s4(a,t)
Ay expi(koa — wt) + By expi(—koa — wt) = As expi(ka — wt)
donde, eliminando a parte temporal, obtemos:
— Aj exp(ikoa) + By exp(—ikoa) = Ag exp(ika)
e que ¥, (a,t) =V, (a,?)
iko Ay expi(koa — wt) — iko By expi(—koa — wt) = ik Az expi(ka — wt)
novamente, eliminando a parte temporal:
— koA exp(ikoa) — koB1 exp(—ikoa) = kA exp(ika)
Desse modo, temos duas equacoes:

Aj exp(ikoa) + By exp(—ikoa) = Az exp(ika) (1)
koA exp(ikoa) — koB1 exp(—ikoa) = kAs exp(ika) (2)

Realizando as operagoes ko(1) + (2) e k(1) — (2) obtemos:

2ko Ay exp(ikoa) = (ko + k) As exp(ika)
2kg exp(ilko — k]a)
ko + k
2ko By exp(—ikoa) = (ko — k) Az exp(ika)
B, - (ko — k) exp(—ilko + k]a) Ay — (ko — k) exp(—ilko + k]a) 2kg exp(i[ko — k]a)
2k 2k5 ko+k

ko —k .
= -2 A
ko -k exp(—2ika)A;

*)AQZ A1

Ay




Desse modo, calculamos os coeficientes de transmissao e reflexdo:

o 0l Asl® _ Rijm dkok] explilko = Ka)|? [Ar]* _ dkok
Vo HA1||2 hko/m (ko + k)Z ||A1||2 k% + 2kk0 + k2

p = [Bill® _ (ko — k)| exp(=2ika)|[* [|Av]|* _ kg — 2kko + k2
1AL ]2 (ko + k)? [Av][ kG + 2kko + K

onde o fator % é necessario, pois as particulas se movem mais lentamente na regiao x > a. Como se trata de uma
i(kx—wt)
)

particula livre com ¥ (z) = e
POe) = —ih- () = Rk (z)

o que significa que os ¥(z) sdo autoestados de p com autovalor ik. Desse modo, o valor esperado p do momento
pode ser calculado:

p= 0" (@pole) = 0" (o) (intisL ) vle) =

Isto implica que para uma particula livre composta de apenas uma onda plana, o momento é bem definido. Entao
v = hk/m. Assim, segue claramente que R+ T = 1. Isto significa que a soma das probabilides de transmissao e
reflex@o, somadas, tem de resultar em 1 - ou seja, a particula deve ser conservada.
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Tratamos, agora, do caso E < Vj. A probabilidade, portanto, ndo pode divergir em +o00. Logo, Ay = 0.
Ajexpi(kor —wt) + Byexpi(—kor —wt) , sex<a
U(x,t) =
Bs exp(—kx — iwt) , sex>a

e sua derivada em x é:
iko A1 expi(kor — wt) — ikg By expi(—koxr —wt) , sex <a
V' (z,t) =
kBs exp(—kx — iwt) , sex>a
na qual aplicamos as condigoes de continuidade, impondo que V., (a,t) = ¥, s4(a,t)
Aj expi(koa — wt) + By expi(—koa — wt) = By exp(—ka — iwt)
donde, eliminando a parte temporal, obtemos:
— Aj exp(ikoa) + By exp(—ikoa) = By exp(—ka)
e que Wi (a,t) = Wi. . (a,t)
iko Ay expi(koa — wt) — iko By expi(—koa — wt) = —kBg exp(—ka — iwt)
novamente, eliminando a parte temporal:
— koA exp(ikoa) — koB1 exp(—ikoa) = ikAg exp(—ka)
Desse modo, temos duas equagoes:

A exp(ikoa) + By exp(—ikoa) = Bz exp(—ka) (3)
koA exp(ikoa) — koB1 exp(—ikoa) = ikBg exp(—ka) (4)



Realizando as operagoes ko(3) + (4) e k(3) — (4) obtemos:

2ko A1 exp(ikoa) = (ko + ik)Bs exp(—ka)
2ko exp(ka) exp(ikoa)
By =
Bl ko + ik =
2ko By exp(—ikoa) = (kg — ik) By exp(—ka)
(ko — ik) exp(ikoa) exp(—ka) (ko — ik) exp(ikoa)expi—ka) 2kgexptka) exp(ikoa)
By = _ A
2ko 2k ko + ik
ko

— ik .
= b ik exp(i2koa) Ay

— By = 1

Desse modo, calculamos os coeficientes de transmissao e reflexao:
T=0
[ B1|* _ [lko — ik|?|| exp(i2koa)|® [ As]* _ k§ +&° _

|
R = : — —
[ A2 [[ko + ik|]? [ALl? kg + k2
Onde T é zero pois nao hé onda plana ap6s x > a. Desse modo, segue claramente que R + T = 1. Isto significa
que a particula, apesar de ter uma probabilidade nao nula na regiao = > a, ela apenas penetra a barreira, sendo
totalmente refletida.




