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Neste capitulo iremos sumarizar os principios béasicos, as notagoes e as
terminologias da cinematica relativistica. As informacoes deste capitulo
serao fundamentais para o resto do curso. Apesar da forma como vamos
expor o contetido ser bastante auto-contida, estamos assumindo que ja pos-
suam algum conhecimento de relatividade restrita.

1 Transformacoes de Lorentz

De acordo com a teoria da relatividade restrita, as leis da fisica funcionam
da mesma maneira em um referencial movendo com uma certa velocidade ou
em um referencial em repouso. Como uma consequéncia desagradavel deste
fato, nao ha como afirmarmos se um certo sistema estd em repouso ou nao
e portanto, nao é possivel saber qual a velocidade absoluta de um sistema.
Muito bem. Comecemos de novo.

De acordo com a teoria da relatividade restrita, as leis da fisica sao
igualmente validas em todos os referénciais inerciais. Um sistema inercial
¢ um sistema onde a primeira lei de Newton (lei da inércia) ¢ obedecida:
um objeto continuara a se mover em linha reta e com velocidade constante
a nao ser que uma forca atue sobre ele. E facil concluir que dois sistemas
inerciais tem de estar se movendo com velocidades constantes um em relagao
ao outro. E também, qualquer sistema se movendo com velocidade constante
com relagao a um sistema inercial é também um sistema inercial.

Imagine portanto que temos dois referenciais inerciais, S e S’, com S’
se movendo com uma velocidade uniforme v (magnitude v) em relagao a
S (portanto, S esta se movendo com uma velocidade —v em relagdo a S’).
Para simplificar, podemos alinhar nossas coordenadas de tal forma que o
movimento seja na diregdo dos eixos /2’ (figura 1) e ajustar os relogios na
origem de cada sistema de tal forma que ambos leiam zero no instante em
que os eixos coincidem (ou seja t = ¢ = 0 para x = 2’ = 0). Suponha agora
que algum evento ocorra na posi¢ao (x,y,z) e no tempo t em S. Pergunta:
quais as coordenadas (2/,y/,2’) e o tempo ¢’ deste mesmo evento em S'7 A
resposta é dada pelas transformagoes de Lorentz:

/

i 2 =~y(x—ot)
ii. Yy =y

ii. 2=z

iv. t=~(t- %x),

onde



Figura 1: Sistemas inerciais S e S’.

As transformagdes inversas, que nos levam de S’ até S, s@o obtidas sim-
plesmente invertendo o sinal de v:

iz =~ +ot)
i. y =1

i, z =2

iv. t =(t' + Za').

As transformacoes de Lorentz tem uma série de consequéncias. Algumas
delas sao:

1. A relatividade da simultaneidade: se dois eventos ocorrem ao mesmo
tempo em S, mas em lugas diferentes, entao eles nao ocorrem ao mesmo
tempo em S’. Especificamente, se t4 = tg, entao

YU
t;lztlB—i-?(xB—xA). (4)

Assim, eventos que sdo simultdneos em um sistema inercial ndo sao
simultaneos em outro sistema inercial.

2. Contragao de Lorentz: suponha que um bastao se encontre no eixo 2/,
em repouso em S’. Suponha que uma de suas extremidades esteja na
origem (2/ = 0) e a outra em L’ (assim, seu comprimento em S’ & L').
Qual o comprimento medido em S? Como a barra estd se movendo
em relagdo a S, é preciso ter o cuidado de medir as posi¢bes das duas
extremidades no mesmo instante, por exemplo, ¢ = 0. Nesse instante,
a extremidade da esquerda estd em x = 0 e a extremidade da direita,
de acordo com a Eq. (3)i, estd em & = L'/7. Assim, o comprimento



da barra é L = L' /v, em S. Como 7 é sempre maior ou igual a 1, um
objeto em movimento € encurtado por um fator -y, se comparado com
o seu comprimento no referencial de repouso. Note que a contragdo
de Lorentz acontece apenas nos comprimentos ao longo da dire¢ao do
movimento; dimensoes perpendiculares nao sao afetadas.

3. Dilatagao temporal: Suponha que o relégio na origem de S’ toque em
intervalos T”; por simplicidade assuma que ele va de t' = 0 até t' = T".
Em quanto tempo esse periodo é medido em S? Bem, ele comega em
t' =0evaiatét' =T em 2/ = 0. Portanto, de acordo com a Eq. (3)iv,
t = ~T'. Ou seja, o relogio em S ira medir um intervalo 7' = 77’. Em
outras palavras, relogios em movimento andam mais devagar.

Ao contrario da contragao de Lorentz, que é apenas relevante indire-
tamente para a fisica de particulas elementares, a dilatagdo do tempo
¢é fundamental no laboratério. Pois, de certa forma, todas as particu-
las instaveis possuem um relégio interno para avisa-las quando o seu
tempo de vida estd para se esgotar. Estes relogios internos de fato
andam mais devagar quando as particulas estao em movimento. Em
outras palavras, uma particula vive mais tempo (por um fator 7) se
estiver em movimento!. Os muons de raios césmicos produzidos na
atmosfera nunca chegariam a superficie da terra se nao fosse pela di-
latacao temporal.

4. Adicao de velocidades: suponha que uma particula esta se movendo na
dire¢ao x /2" com velocidade u’ com respeito a S’. Qual é sua velocidade
u com respeito a S? Ela ird percorrer uma distancia Az = v(Az'+vAt')
em um intervalo de tempo At = y[At' + (v/c?)Ax’] e portanto:
Ax Az’ +vAt (AZ'/AY) +v

At~ A+ (v/A)AT 1+ (v/2) (AT ALY

Mas Az /At = u e Az’ /At = ' e portanto

u + v

" @) °

Note que caso ©' = c entao u = c. A velocidade da luz é a mesma em
todos os referenciais inerciais.

Pode ser confuso em algumas situacoes particulares discernir quais val-
ores devem ser utilizados e quais os sinais das velocidades. Portanto, existem
algumas regras béasicas para ajuda-lo:

Na verdade, a desintegracio de uma particula individual é um processo aleatorio.
Quando falamos em tempo de vida, estamos querendo dizer na verdade um tempo de vida
médio. Quando dizemos que uma particula vive mais tempo, na verdade queremos dizer
que o tempo médio de vida de um grupo de particulas é maior.



e Bastoes em movimento sao pequenos (por um fator v);

e Relogios em movimento sdo mais lentos (por um fator )

Conclusao: coloque v (que é sempre maior do que 1) no lado da equagao
necessario para chegar nesse resultado.

Finalmente:

_ _ uap+tupc (6)
1+ (uapupc/c?)’

onde ugp (por exemplo), significa a velocidade de A com relagao a B. O

numerador corresponde ao resultado cléassico, a chamada adicao Galileliana

de velocidades. O denominador é a corregao de Einstein — é muito proximo

de 1 a nao ser que a velocidade seja proxima de c.

uAC

2 Quadri-vetores

E conveniente, neste ponto, introduzirmos algumas notacoes para simplificar
os calculos. Definimos o quadri-vetor posi¢do-tempo z*, n = 0,1,2,3, da
seguinte forma:

20 = ct, T =z, e =y, z2 = 2. (7)

Em termos de z#, as transformagoes de Lorentz podem ser escritas de

forma mais simétrica: . . .
0 =y(2” — Bx)

2V =(z! — fa?)

22 — 22
23 = 28,
onde
f=- (9)
Numa forma mais compacta:
, 3
o =Y Aa” (p=0,1,2,3), (10)
v=0

onde os coeficientes A¥ sdo os elementos da matriz A:

v =B 00

| = v 00
A=l 0 10 (11)

0 0 0 1



Ou seja, A = Al = v, Aj = A} = —8, A3 = A3 = 1 e todos os outros
termos sao nulos. Uma outra convengao que também iremos adotar é a "regra
da somatéria" de Einstein criada para evitar o uso excessivo de X's. Esta
regra dita que letras gregas repetidas (uma sobrescrita e outra subscrita)
devem ser somadas de 0 a 3.Assim, a Eq. (10) se torna:?

ot = APV (13)

Uma vantagem desta notagdo compacta é que ela também é capaz de
descrever transformacoes de Lorentz que nao estejam ao longo da diregao x.
De fato, os sistemas S e S’ nao precisam nem ser paralelos. Obviamente, a
matriz A seria mais complicada mas a Eq. (13) permanece verdadeira. (Por
outro lado, ndo ha nenhuma perda de generalidade em se usar a Eq. (11),
uma vez que sempre podemos escolher eixos paralelos e alinhar x ao longo
da diregao de v).

Apesar das coordenadas individuais de um certo evento mudarem quando
passados de S para S’, de acordo com a Eq. (13), uma combinagao especifica
delas se mantém inalterada durante a transformagao:

I=(a"? - (")~ (@)’ - (@) = (@")" = (") = (¥)" = (¥)* (14)

Esta grandeza tem o mesmo valor em qualquer referencial inercial e é
chamada de um invariante (no mesmo sentido que a grandeza r? = 2 +y%+
2% é um invariante sob rotagoes). Neste momento, seria de interesse escrever
este invariante na forma de uma somatoria: Zi:o rHxH mas, infelizmente,
ainda sobramos com aqueles trés sinais de menos. Para nao perdé-los de
vista nos introduzimos a métrica g,,, cujas componentes correspondem aos

elementos da matriz g:

1 0 0 0
0 -1 0 0

9=10 0 -1 o0 (15)
00 0 -1

Com o auxilio da métrica g,,, o invariante pode ser escrito como uma
dupla somatoria

3 3
I= Z Z guatz” = guatz’. (16)
pn=0rv=0

ZNeste tipo de expressio, a letra grega v usada como indice da somatoéria é completa-
mente arbitraria. O mesmo vale para a letra p que, no entanto, tem que ser o mesmo dos
dois lados da equagdo. Assim, a Eq. (13) pode ser escrita como z® = A§2>. Ambas as
expressoes representam o conjunto de quatro equagoes:

2 = AQz® + Azt + ASz? + A3
oV = Adx® + Azt + Adx® + Ada®
2 = AZ220 + A2t 4+ AZ2? + A28
¥ = Azl + Azt + ASx? + Ad2®

(12)



Prosseguindo, definimos o quadri-vetor covariante x,, (indice embaixo) como
sendo

Ty = G’ (17)

Para enfatizar a distingao entre os dois, chamamos o quadri-vetor original
z# de contravariante. Com isso, o invariante I pode ser escrito de forma

sucinta:
I =x,2" (18)

(ou também z*z,). Sem duvida, todo este trabalho para simplesmente nao
perder de vista trés sinais negativos parece um exagero. Mas na verdade,
tudo isso é bastante simples uma vez que vocé se acostuma com a notagao.
(Além disso, com esta notagao é possivel generalizar para sistemas de coorde-
nadas nao-cartesianas e espacos curvados, observados na relatividade geral;
no entanto nada disso faré parte deste curso.)

O quadri-vetor posi¢ao é um protétipo para todos os quadri-vetores. Nos
definimos um quadri-vetor a* como um objeto com quatro componentes que
se transforma da mesma maneira que z* quando vai de um sistema inercial

para outro:
a = Aba", (19)

com os mesmo coeficientes A#. Para cada vetor contravariante a#, associ-
amos um vetor covariante a, obtido apenas trocando os sinais das compo-
nentes espaciais:
_ v
Ay = Gu@ (20)

E obvio que podemos voltar para a notacao contravariante apenas invertendo
o sinal novamente:
a* = g*a, (21)

onde g"¥ correspondem, na verdade, aos elementos da matriz inversa g~'.

No entanto, como nossa métrica é a propria inversa, g~' = g, entdo os
elementos de g"” correspondem aos mesmo elementos de g, .
Dados dois quadri-vetores quaisquer, a* e b*, a grandeza

ObO o albl

o _ wo__ 232 3313
atb, = a,bt =a a“b” — a’b’, (22)
¢ invariante (igual em qualquer sistema de coordenadas). Definimos esta
operagao como o produto escalar de a com b; é o analogo quadri-dimensional
ao produto escalar de vetores bi e tri-dimensionais (ndo ha um analogo para
o produto vetorial®). Se por ventura vocé se cansar de usar indices, use a

notacao usual do produto escalar

a-b=a,b" (23)

30 mais proximo & (a"b” — a”b") mas isso é um tensor de segundo grau e ndo um
quadri-vetor.



No entanto, é necessario tomar cuidado ao distinguir este produto escalar
quadri-dimensional do produto escalar usual. A melhor maneira é tomar o
cuidado de colocar uma flecha sobre vetores tri-dimensionais (ou negrito).
Assim:

a-b=a"%" —a-b. (24)

Noés também usamos a notacdo a’ para indicar o produto escalar de a* com
ele mesmo:
> =a-a=(a)? - a? (25)

2

Note, no entanto, que a“ nao precisa ser positivo. De fato, nos classificamos

todos os quadri-vetores de acordo com o sinal de a?:

Sea?>0 a* éum quadri-vetor tipo tempo
Sea? <0 a* é&um quadri-vetor tipo espaco (26)
Sea?=0 a* éum quadri-vetor tipo luz

D D

Partindo dos quadri-vetores, é facil definir tensores. Um tensor de se-
gundo grau s*¥ possui dois indices, tem 4% = 16 componentes e se transforma
utilizando dois fatores A:

s = AFAK " (27)

Um tensor de terceiro grau t*¥? tem trés indices, 4> = 64 componentes e se
transforma utilizando trés fatores A:

£ = AEAKAZ N, (28)

e assim por diante. Nesta hierarquia, um vetor é um tensor de primeiro grau
e o um escalar é um tensor de grau zero.

3 Energia e Momento

Suponha que vocé esteja dirigindo em uma estrada e esteja proximo da ve-
locidade da luz. Existem dois "tempos"que vocé precisa prestar atengao: se
vocé estd preocupado em chegar logo a um compromisso, entao deve ficar
atento aos relogios dispostos eventualmente na estrada. Mas, se vocé esta se
perguntando quando sera a hora certa de parar para comer, entao faz mais
sentido acompanhar o reloégio do seu pulso. Isso se deve ao fato de que, de
acordo com a relatividade, o rel6gio em movimento (neste caso o relégio do
seu pulso) anda mais devagar que os relogios da estrada e portanto, seu ba-
timento cardiaco, seu metabolismo, sua fala, seus pensamentos, e tudo mais,
também estardao mais lentos. Quando o reldgio da estrada avanga um tempo
dt, o seu reloégio avanca um tempo menor dr:

_a

dr = S (29)



Em velocidades usuais de um automoével é claro que v é tao proximo de
1 que dt e dr sao essencialmente idénticos. Mas, em fisica de particulas
elementares, a distingao entre o tempo do laboratério (relégio na parede do
laboratorio) e o tempo da particula (relogio no pulso da particula) é crucial.
Apesar de podermos sempre ir de um para o outro através da Eq. (29), na
pratica é normalmente mais conveniente trabalhar com o tempo préprio pois
T € um tnvariante — todos os observadores podem ler o relégio da particula
e, em todos os instantes eles devem concordar no que este relégio diz; mesmo
que seus reloégios pessoais estejam mostrando tempos diferentes.

Quando nos referimos a “velocidade” de uma particula (com respeito ao
laboratorio), nos queremos dizer é claro, a distancia que a particula viaja
(no referencial do laboratorio) dividida pelo tempo que ela leva (também

medido no laboratério):

dx
o (30)
Mas, tendo em mente o que acabou de ser dito, é interessante introduzir

a velocidade propria, n, que corresponde a distancia percorrida (novamente

medida no referencial do laboratoério) dividida pelo tempo prdprio?:
dx
= — 31
n=-_ (31)

De acordo com a Eq. (29), as duas velocidades estao relacionadas entao por
um fator ~:

n=-v (32)
Note que 7 € muito mais facil de se trabalhar pois, caso queira-se ir do sistema
do laboratoério, S, para o sistema em movimento, S’, ambos o numerador e
o denominador na Eq. (30) tem de ser transformados levando a regra de
adi¢ao de velocidades da Eq. (5), que ndo é nem um pouco agradavel. Por
outro lado, na Eq. (31), apenas o numerador se transforma; dr como vimos,
é invariante. De fato, a velocidade prépria faz parte de um quadri-vetor:

dzt
b= — 33
= (33)
cujo componente de ordem zero é
da® d(ct
0’ = (et (34)

dar 1/~dt - e

1A velocidade propria é uma grandeza hibrida no sentido de que a distancia é medida
no referencial do laboratério ao passo que o tempo é medido no referencial da particula.
Algumas pessoas nao concordam com o adjetivo "proprio" neste contexto afirmando que
este deve ser reservado para quantidades medidas inteiramente no referencial da particula.
E claro que, em seu proprio referencial a particula nio se move, sua velocidade é nula! Se
esta terminologia ndo lhe agrada, chame 1 de "quadri-velocidade". Devemos mencionar
também que apesar da velocidade propria ser a quantidade mais conveniente para realizar
os célculos, a velocidade usual continua sendo uma quantidade mais natural no ponto de
vista de um observador vendo a particula se mover.



Assim,

77“ = 7(67 vay?UZ) (35)
Consequentemente, 7,n7* devera ser invariante e de fato é:
' =7AE = =) =P - = (36)

E impossivel ser mais invariante do que isso!

Classicamente, o momento é a massa vezes a velocidade. Seria interes-
sante levarmos esta definicdo para a relatividade. No entanto surge uma
pergunta: qual velocidade devemos usar — a velocidade ordinaria ou a ve-
locidade prdpria? Consideragoes classicas nao fornecem nenhuma dica, pois
ambas as velocidades coincidem no regime nao relativistico. De certa forma
¢é apenas uma questao de defini¢do mas no entanto, existe uma razao sutil e
tentadora de porque a velocidade ordinaria seria uma escolha ruim e a ve-
locidade propria uma escolha boa. O argumento é: se definimos o momento
como sendo mv, entao a lei de conservagao do momento seria inconsistente
com o principio da relatividade (se ele valesse em um sistema inercial, nao
valeria em outro). Mas, se definirmos o momento como mmn, entao a con-
servacao do momento serd consistente com o principio da relatividade (se
ela valer em um referencial inercial, automaticamente ird valer em todos os
outros). A prova deste fato sera deixada como exercicio. Mas cuidado, isso
nao garante que o momento se conserva; sao necessarios experimentos para
confirmar isso. O que estou dizendo é que, se temos a intengao de definir
momento em relatividade, entao sem davida, mn é uma escolha melhor que
mu.

Este argumento é bastante capcioso. Se vocé nao acompanhou, tente ler
novamente o dltimo pardgrafo. Mas bem, a conclusao é que em relatividade
no6s definimos o0 momento como a massa vezes a velocidade propria:

p=mn (37)

Como a velocidade propria faz parte de um quadri-vetor, o mesmo vale entao
para o momento:
pt = mn (38)

A componente espacial de p* corresponde ao vetor momento relativistico:

=Ymu = ———
L V1—v?/c?
A componente temporal é:
p’ =yme (40)

Por razoes que ficardo claras em instantes, definimos a energia relativistica,

FE, como:
2

mc

V1—v?/c?

E =~yme* = (41)



Assim, a componente de ordem zero de p* é E/c. Assim, a energia e 0 mo-
mento juntos compoem um quadri-vetor — o quadri-vetor energia-momento
(ou quadri-momento):

E
pﬂ = (capmapyapz) (42)
Consequentemente, das Eqgs. (36) e (38) temos que:
EQ
pupt = = - p? = m2c? (43)

que novamente é um invariante.

O momento relativistico (Eq. (37)) se reduz a expressao classica no regime
nao relativistico (v < ¢) mas o mesmo nao pode ser dito da energia rela-
tivistica (Eq. (41)). Para vermos porque essa quantidade pode ser chamada
de energia, expandimos o radical em série de Taylor:

9 102 30* s 1 5, 3 ot

l+ -+ -—+...]=mc+-mv°+-m—+... (44)
2 8t 2 8 ¢t
Note que o segundo termo corresponde ao termo classico da energia cinética
a0 passo que o primeiro (mc?) é uma constante. Vocé deve se lembrar que
em mecanica classica apenas mudanc¢as na energia sao fisicamente relevantes.
Neste sentido, a formula relativistica é consistente com a energia classica no
limite v < ¢ onde os termos de ordem superior da expansao sao desprezados.
O termo constante que sobrevive quando v = 0 é chamado de energia de

repouso:
R = mc? (45)

O restante, que corresponde a energia do movimento da particula é a energia
cinética relativistica:
1 3 ot
2 2
T=mc(y—1)=-mv"+-m—+... 46

Na mecénica cléssica nao existem particulas sem massa: seu momento
(mw) seria nulo, sua energia cinética (3mv?) seria nula, ela ndo conseguiria
sofrer nenhuma forga uma vez que F' = ma e portanto (pela terceira lei de
Newton) ela ndo poderia exercer forca em nada — esta particula seria um
fantasma da dindmica. A primeira vista, vocé poderia supor que o mesmo
aconteceria na relatividade, mas uma inspecao mais cuidadosa das féormulas

2
muv mc
p= 7 b= 272’ (47)
V1—v?/c V1—v?/c
revelam uma anomalia: quando m = 0 os numeradores sao zero. Mas,

se v = ¢, os denominadores também se anulam e ambas as equagoes ficam
indeterminadas (0/0). Portanto, é permitido haver uma particula com m = 0

10



contanto ela sempre viaje na velocidade da luz. Neste caso, as Eqgs. (47) nao
servem para definir £ e p mas a Eq. (43) continua valendo:

v=c¢, FE=|plc (para particulas sem massa) (48)

Pessoalmente, poderiamos levar este argumento como uma piada se nao fosse
o fato de que particulas sem massa (fotons) existem na natureza, viajam na
velocidade da luz e tem seus momentos e energias relacionados pela Eq. (48).
Dessa forma, temos que levar esta anomalia a sério. Podemos perguntar: se
a Eq. (47) nao define p e E, entdo o que define o momento e a energia
de uma particula sem massa. Nao é a massa (que é sempre zero), nao é a
velocidade (que é sempre ¢). Como entdo, que um féton de energia 2 eV
difere de um foton de energia 3 eV? A relatividade ndo oferece uma resposta
a essa pergunta mas, curiosamente, a mecénica quantica oferece, através da
equacgao de Plank:

E=hv (49)

E a frequéncia do elétron que determina sua energia e momento: o féton de
2 eV é vermelho ao passo que o de 3 eV é roxo!

4 Colisoes

A razao pela qual introduzimos os conceitos de energia e momento se deve ao
fato de que estas grandezas sao conservadas durante qualquer processo fisico.
Em relatividade, assim como na mecénica classica, a melhor aplicacao destas
leis de conservacao sao as colisées. Primeiramente, imagine uma colisao
classica entre dois objetos A e B (por exemplo, dois carrinhos numa mesa),
produzindo objetos C' e D (vide figura 2). Sem duvida que os objetos C' e
D possam ser os mesmos que A e B. Mas podemos, sem nenhum problema,
permitir que um pouco de tinta (ou qualquer coisa) saia do corpo A para
o corpo B de tal forma que as massas finais nao sejam as mesmas que as
iniciais. (Noés assumimos no entanto que A, B, C' e D sao os unicos atores
neste palco; se algum lixo W ficasse no local da colisdao, entao estarfamos
discutindo um processo mais complicado: A+ B — C'+ D + W.) Pela sua
natureza, uma colisao é um processo que ocorre tao rapido que nenhuma forga
externa, como a gravidade ou o atrito, tenham uma influéncia consideravel.
Classicamente, massa ¢ momento sempre se conservam nestes processos; a
energia cinética pode ou nao ser conservada.

Colisoes classicas
1. Massa é conservada: myg +mp = mgc + mp
2. Momento é conservado: p4 + pp = pc + PD

3. Energia cinética pode, ou nao, ser conservada.
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Figura 2: Uma colisdo onde A+ B — C' + D.

De fato, podemos dividir as colisOes em trés tipos: as “grudentas” , onde a
energia cinética diminui (normalmente é convertida em calor); as “explosivas”
onde a energia aumenta (por exemplo, suponha que A tenha dentro de si
uma mola comprimida que é solta durante o exato processo da colisao de tal
forma que energia potencial da mola seja convertida em energia cinética); e
as colisoes eldsticas onde a energia cinética é conservada.

Tipos de colisoes (classicas)
(a) Grudentas: Energia cinética diminui, T4 +Tp > Tc + Tp.
(b) Explosivas: Energia cinética aumenta, T4 + T < T+ Tp
(c) Eldsticas: Energia cinética é conservada, T4 +Tp =Tc +Tp

O caso extremo do item (a) é quando as duas particulas grudam uma
na outra de tal forma que o objeto final seja tinico: A+ B — C. O caso
extremo do item (b) corresponde a situagdo onde um objeto se quebra em
dois A — C'+ D (na linguagem de fisica de particulas dizemos que A decaiu
em C + D).

Em uma colisao relativistica, energia e momento sempre se conservam.
Em outras palavras, todas as quatro componentes do quadri-vetor momento-
energia se conservam. Assim como no caso classico, a energia cinética pode
ou nao ser conservada.

Colisoes relativisticas
(1) Energia se conserva: E4 + Ep = Ec + Ep
(2) Momento se conserva: ps + pp = pc + Pp

(1) +(2) = vy + s =6+ 1)

(3) Energia cinética pode ou nao se conservar.
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Podemos novamente classificar as colisdes como grudentas, explosivas ou
elasticas nos casos onde a energia cinética diminui, aumenta ou permanece
a mesma, respectivamente. Como a energia total (cinética + energia de
repouso) é sempre conservada, segue entao que a energia de repouso (e por-
tanto a massa) aumenta em uma colisao grudenta, diminui em uma colisao
explosiva e permanece inalterada em uma colisao elastica.

Tipos de colisoes (relativisticas)

(1) Grudentas: Energia cinética diminui, energia de repouso e massa au-
mentam

(2) Ezplosivas: Energia cinética aumenta, energia de repouso e massa
diminuem

(3) Eldsticas: Energia cinética, energia de repouso e massa sao conservadas

Note portanto que exceto em colisoes eldsticas, a massa ndo se conserva.
Em outras palavras, se a massa se conserva, a colisao é elastica. Em uma
colisao explosiva (ou o decaimento de uma particula), a energia de repouso
é convertida em energia cinética (ou, na linguagem absurda da midia popu-
lar, enfurecedora para qualquer pessoa que tenha o minimo de respeito pela
consisténcia dimensional, “massa ¢ transformada em energia”).

Apesar dos paralelismos aqui tracados entre a abordagem classica e a
relativistica, existe uma diferenca fundamental na interpretagao de colisoes
inelasticas. No caso cléssico costumamos dizer que a energia cinética é con-
vertida em alguma forma de energia “interna” (calor, energia da mola, etc.),
ou vice-versa. Na analise relativistica dizemos que a conversao ¢é de energia
cinética para energia de repouso e vice-versa. Como isso pode ser consis-
tente? Afinal, a mecénica relativistica deveria se reduzir a mecénica classica
no limite v < ¢. A resposta é que totas as formas de energias “internas”
estao refletidas na energia de repouso. Uma batata quente é mais pesada
que uma batata fria; uma mola comprimida pesa mais que uma mola re-
laxada. Na escala macroscopica, a energia de repouso ¢é infinitamente maior
que as energias internas de tal forma que estas diferengas de massa sdo com-
pletamente despreziveis no cotidiano, e também consideravelmente pequenas
mesmo na escala atémica. E apenas quando tratamos da fisica nuclear ou de
particulas que energias internas tipicas se tornam comparéveis as energias de
repouso. No entanto, em principio, sempre que pesar um objeto, vocé nao
est4d medindo apenas a massa de suas partes constituintes mas também as
energias de suas interagoes.

5 Exemplos e aplicacoes

Resolver problemas em cinematica relativistica é tanto arte quanto é ciéncia.
Apesar da fisica envolvida ser minima — nada mais do que a conservagao
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Figura 3: Colisao grudenta entre duas massas iguais.

da energia e a conservacao do momento — a dlgebra é formidavel. Se um
problema demora duas linhas ou sete péaginas para ser resolvido, depende
apenas da técnica e da experiéncia da pessoa em manipular as ferramentas e
os truques disponiveis. Portanto, propomos agora resolver alguns exemplos
destacando ao longo do caminho algumas técnicas disponiveis para econo-
mizar trabalho bracal.

Exemplo 1

Dois pedagos de argila, cado um com massa m, colidem frontalmente com
velocidades %c (figura 3). Eles grudam um no outro. Pergunta: qual a massa
M do pedago final de argila?

Solucdo: A conservagao da energia diz que E14+FEy = Ejy. A conservagao
do momento diz que p; + p2 = pas. Neste caso a conservagao do momento
é trivial pois p; = —p2 e portanto, o pedaco final de argila fica parado. As
energias iniciais sao iguais o que implica que:

mc2

5
M =2E,, =2——————— = ~(2mc?
1—(3/5)2 5 (2me’)

Conclusao: M = %m Note que essa massa é maior que a soma das massas

iniciais. Em uma colisao grudenta, a energia cinética é convertida em energia
de repouso e portanto a massa aumenta.

Exemplo 2

Uma particula de massa M, inicialmente em repouso, decai em duas partes,
cada qual com massa m (figura 4). Pergunta: qual a velocidade de cada uma
das partes apos o decaimento?

Solugao: FEste é, obviamente, o processo inverso do exemplo anterior.
A conservacao do momento diz apenas que ambos os pedagos voarao em
direc¢oes opostas com a mesma velocidade. A conservacdo da energia requer

que

2
M= portanto v = ¢\/1 — (2m/M)?

V1—v2/c?’
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Figura 4: Uma particula decai em duas de mesma massa.

Note que essa resposta nao faz nenhum sentido a nao ser que M seja maior
que 2m; é necessario que haja energia de repouso suficiente para compensar
as energias de repouso do estado final (fornecer mais energia do que isso nao
¢ um problema pois ela seré convertida em energia cinética). Dizemos entao
que M = 2m é um limiar para que o processo M — 2m ocorra. O deutério,
por exemplo, esté abaixo do limiar necessario para decair em um préton e um
néutron (my = 1875,6MeV/c2, m, + my = 1877,9MeV /c?), e portanto ele
é estavel. Um deutério pode ser dividido, mas apenas se injetarmos energia
suficiente no sistema para compensar essa diferenga. (Caso voceé fique confuso
com a afirmacao de que o estado ligado de um préton e um néutron seja mais
leve que a soma das partes, o ponto é que a energia de ligacao do deutério
que, como todos os tipos de energias internas, esté refletida na energia de
repouso, é negativa. De fato, para qualquer estado ligado, a energia de ligacao
tem sempre que ser negativa; sempre que a particula composta pesar mais
do que a soma de seus constituintes, ela ird automaticamente se desintegrar.)

Exemplo 3

Um pion em repouso decai em um muon e um neutrino (figura 5). Pergunta:
qual a velocidade do muon?

Solugao: A conservagao da energia requer que E; = F, + E,. A conser-
vagao do momento diz que pr = p, + p,; mas pr = 0 e portanto p, = —p,.
Ou seja, o muon e o neutrino saem voando em diregoes opostas com momen-
tos iguais e opostos.

Para proceder, precisamos da equagao que relaciona a energia da particula
com o seu momento. A equagao 43 é o que precisamos. [Vocé poderia estar
inclinado a resolver a equagao 39 para a velocidade e incluir o resultado na
equacao 41. Mas esta nao seria uma boa estratégia. Normalmente, em rel-
atividade, a velocidade é um péssimo parametro para se trabalhar. E mais
eficiente usar a equagao 43 que relaciona diretamente E e p.|

Dica 1: Para obter a energia da particula sabendo o momento (ou vice-

versa) use o invariante:
E% - p?? =m?! (50)
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Figura 5: Decaimento de um pion carregado.

Assim, neste caso,
2

E.=mgc
B, = c\/m2c? +p?
E, = |py|c = |pulc

Colocando estes valores na equagao da conservagao da energia, temos que:
2
myc” = c\/m2c? + p2 + |pulc

(mac = |pul)® = mpc® + pj,

Ou também:

Resolvendo para |p,| chegamos a:

2 2
_ My =My,
‘pp,’_ 2mﬂ_ c

Usando este resultado na equagao 50 obtemos a energia do muon:

mfr + mi
= —"7c
i 2mg

2

Uma vez achada a energia e o momento da particula, é trivial encontrar sua
velocidade. Temos que E = ymc? e p = ymw. Para cancelar o fator v (que
depende da velocidade), dividimos uma pela outra chegamos e concluimos
que:
p/E =/
Dica 2: Se vocé sabe a energia e o momento de uma particula, e quer
determinar sua velocidade, entao use que:

v=pc/E (51)

Portanto, a resposta para o nosso problema é:

2 2

; Mg —my,
B 2 2
mz +my
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Colocando os valores das massas, chegamos a v, = 0, 271c.

Nao ha nada de errado com os célculos que fizemos. Usamos, de forma
simples e direta, as leis de conservacao. No entanto, gostariamos de mostrar
uma forma mais rapida de calcular a energia e o momento do muon usando a
notacdo de quadri-vetores. [E comum colocar um sobrescrito x4 em todos os
quadri-vetores. No entanto, ndo queremos que confundam o indice de espago-
tempo g com o identificador do muon p. Assim, ocasionalmente, iremos
suprimir os indices referentes ao espaco-tempo e usar um ponto para indicar
produtos escalares.| A conservagao da energia e do momento requerem que:

Pr = Pu +py, ou Py =Dpx — DPu
Tomando o produto escalar de cada lado da equagao da direita chegamos a:
Py = s+, — 2pr Py

Mas:

E. E
2 _n. 2 2 2 2 2 2 _ TR
pu_oa pw_mwc) p#_mucv € pﬂ"pu— c c —mﬂE,u

Ou seja:
2 2 2 2
0 =mzc” +myc” —2mzE,

De onde ¢ possivel obter F,, imediatamente. Da mesma forma, temos:
Pu = Pr — Pv

Elevando ao quadrado chegamos a:

mic2 =m2c? - 2m,E,

Mas E, = |py|c = |py|c e portanto chegamos a:

2malpy = (M3 —m3)e,
o que nos fornece |p,|. Neste caso o problema era simples o suficiente de tal
forma que o trabalho economizado pela notacao de quadri-vetores nao foi
marcante. Mas, em problemas mais complicados o beneficio é enorme.

Dica 3: Use a notagao de quadri-vetores e explore o fato do produto
escalar ser um invariante.

Uma das razoes pela qual o uso de invariantes é tao poderoso nesta
area da fisica é que temos a liberdade de avalia-los em qualquer sistema
inercial. Frequentemente, o sistema do laboratorio nao é o mais simples de
se trabalhar. Em um experimento tipico de espalhamento, por exemplo, um
feixe de particulas é “arremessado” em direcdo a um alvo estacionario. A
reagao em questao pode ser das mais diversas mas no laboratoério a situagao
serd sempre assimétrica uma vez que uma particula esta se movendo e a outra
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Figura 6: p+p — p+p+p+p. (a) no referencial do laboratorio e (b) no
referencial do CM.

estd em repouso. Cinematicamente, o processo é muito mais simples se visto
do ponto de vista de um sistema de referéncias onde ambas as particulas
estejam se aproximando com velocidades iguais. Este sistema é chamado de
centro de momento (CM) pois neste sistema o momento total (o tri-vetor;
nao o quadri-vetor) é zero.

Exemplo 4

O Bevatron em Berkeley foi construido com a idéia de produzir antiprotons
através da reacdo p+p — p+p+p+p. Ou seja, um proton de alta energia
atinge um proton em repouso criando (além das particulas originais), um par
préton-antiproton. Pergunta: qual o limiar de energia para que esta reagao
ocorra? (ou seja, qual a energia minima do préton incidente?)

Solugao: No laboratorio o processo é algo parecido com a figura 6a. No
CM ele se parece com a figura 6b. A pergunta entdo é: qual a condigdo
para o limiar? Resposta: energia incidente, no minimo suficiente, para criar
as duas particulas extras. No referencial do laboratério nao é trivial ver
como formulariamos esta condi¢do mas no referencial do CM é facil! Todas
as quatro particulas finais tem de estar em repouso com nenhuma energia
“desperdigada” na forma de energia cinética. (Isso nao é possivel de ocorrer
no referencial do laboratoério pois a conservagao do momento requer que haja
algum movimento residual.)

Seja plop o quadri-vetor energia-momento total no sistema do labo-
ratorio; ele é conservado e portanto nao importa se calcularmos ele antes ou
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depois da colisdo. Faremos isso antes:

E + mc?
p%OT: c 7’p’a070 )

onde F e p sao a energia e o momento do préton incidente e m é a massa sua
massa. Seja ply,p 0 quadri-vetor energia-momento total no CM. Novamente,
podemos calcula-lo antes ou depois da colisdo. Dessa vez, faremos isso apds:

p%IOT = (4-mcv 07 07 0),

uma vez que (no limiar) todas as particulas estdo no repouso. Agora, i
I
¢é sem duvida diferente de p%OT mas o produto escalar dos dois pu,o,Dho,

/
" - . . o
€ Pyt Phrop 880 invariantes e portanto sao iguais:

E 2
(c + mc) — p% = (4me)?

Usando a relacdao 50 para eliminar p? e resolvendo para E chegamos a:
E = Tmd?

Evidentemente, o préton incidente tera entao que carregar consigo uma en-
ergia pelo menos seis vezes maior que sua energia de repouso. De fato, os
primeiros antiprotons foram descobertos quando a maquina atingiu 6 GeV.

Agora é uma boa hora para enfatizar a diferenca entre uma quantidade
conservada e um invariante. Energia se conserva — tem o mesmo valor antes
e depois da colisdo — mas ndo é um invariante. A massa é um invariante —
¢ a mesma em todos os sistemas inerciais — mas nao se conserva. Algumas
quantidades sao invariantes e conservadas. Outras nao sao nenhuma das
duas. Como indica o exemplo 4, o uso inteligente das quantidades conser-
vadas e invariantes pode salva-lo de muita algebra. Esse exemplo também
demonstra que alguns problemas sao muito mais simples de serem resolvidos
no CM ao passo que outros podem ser mais simples de serem resolvidos no
referencial do laboratorio.

Dica 4: Se um problema parece complicado no sistema do laboratoério,
tente analisé-lo no sistema do CM.

Mesmo que esteja lidando com algo mais complicado do que uma col-
isdo entre duas particulas idénticas, o centro-de-momento (onde pror = 0)
continua sendo um sistema de referéncia til pois nele a conservagao do mo-
mento é trivial: zero antes, zero depois. Mas, vocé pode se perguntar se
sempre existe um referencial do CM. Em outras palavras, dados um enxame
de particulas com massas mq, mo, ms, ... e velocidades vy, v9, v3, ... neces-
sariamente existe um sistema inercial onde o momento (tri-vetor) total é
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zero? A resposta é sim; provaremos isso encontrando a velocidade deste ref-
erencial e demonstrando que essa velocidade é menor que c¢. A energia e o
momento total no referencial do laboratorio (S) sao:

Eror =Y vimic®,  pror = Y 7imiv; (52)
i i

Como p%OT ¢ um quadri-vetor, podemos usar as transformadas de Lorentz
para calcular o momento em um referencial S’ movendo-se na diregao de
pror com velocidade v:

Eror
pror| = (’pTOT| - f—

Em particular, este momento seré nulo sempre que escolhermos um v tal que

v |prorle | X vimivi|

¢ Eror > imic
Agora, note que o comprimento da soma dos tri-vetores nao pode ser maior
que a soma de seus comprimentos (este fato geométrico é conhecido como
inigualdade triangular). Assim:

v X imi(vi/c)
cT X vimi

Como v; < ¢ entdo podemos afirmar que v < ¢.> Assim, um CM sempre
existe e sua velocidade com relacao ao referencial do laboratoério é

2
c
vour = Prorc” (53)

Eror

E estranho, lembrando do resultado do exemplo 4, que seja necessaria
uma energia cinética seis vezes maior que a energia de repouso do préton
para produzir um par p — p. Afinal, estamos criando apenas 2mc? de nova
energia de repouso. Este exemplo ilustra a ineficiéncia do espalhamento de
um alvo estacionario; a conservagdo do momento forga-o a desperdigar uma
quantidade enorme de energia no estado final. Suponha que pudéssemos
ter acelerado dois prétons, um em direcao ao outro, fazendo com que o
laboratorio fosse de fato o CM. Neste caso, seria suficiente fornecer a cada
proton apenas mc? de energia cinética, um sexto do que um experimento
com alvo estacionério requer. Esta realizagao levou, no inicio da década de
70, ao desenvolvimento das chamadas maquinas de colisao de feizes (vide
figura 7). Atualmente, praticamente todas as novas maquinas em fisica de
altas energias sao deste tipo.

SEstamos assumindo que pelo menos uma das particulas tenha massa. Se todas ndo
tiverem massa entdo v = ¢ e néo existird um CM para essas particulas. Por exemplo, nao
existe um CM para um tnico foéton.
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Figura 7: Dois arranjos experimentais: (a) feixes colidindo e (b) alvo fixo.

Exemplo 5

Suponha que duas particulas idénticas, cada uma com massa m e energia
cinética T' colidam frontalmente. Pergunta: quais sao suas energias cinéticas
relativas T' (ou seja, a energia cinética de uma no referencial de repouso da
outra)?

Solugao: Existem diversas formas de resolver este problema. Uma forma
rapida é escrever o quadri-vetor energia-momento no CM e no laboratoério.

2F / E' + mc?
p%OT: <070>a p%OT: <C o,

e em seguida usar que (pror)? = (Pror)*:

<2E>2 (E’m02> o
_ f— — _p
C C

Usando a equagao 50 para eliminar p’ temos:
2F? = mc*(E' + mc?)

Finalmente, expressando a resposta em termos de T = E — mc? e T =

E’" —mc? chegamos a:
T
T =4T (1
( + 2m62)

A resposta cldssica teria sido T" = 4T que corresponde ao caso T < mc
(No sistema de repouso de B, A tem classicamente, o dobro da velocidade e
portanto quatro vezes mais energia cinética do que no CM.) E verdade que
o fator 4 corresponde a um aumento razoavel mas o ganho relativistico pode
ser muito maior. Elétrons colidindo com uma energia cinética no laboratoério
de 1 GeV por exemplo, teriam uma energia cinética relativa de 4000 GeV!

2
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