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CONDUCAO UNIDIMENSIONAL EM REGIME
ESTACIONARIO

- Unidimensional: os gradientes de temperatura
sao significativos s6 em uma direcao.

- Regime Estacionario: temperatura em cada
ponto independe do tempo.



3.1 Parede Plana

e 3.1.1 Distribuicdo de temperatura:

A equacao geral da conducao sem geracao de
energia interna, 1D, regime estacionario
(permanente) é:

d " dT’
dx dx
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Figura 3.1: Transferéncia de calor através de uma parede plana



- para k = cte, integra-se 3.1 duas vezes:

T(z) = Ciz + C, (3.2)

- Constantes de integracao: condicoes de contorno:

r = 0 (3.3)
— T(0) = Ty = Co
r = L
— T(L) = TS’Q = (CL + Ts,l
- Tso— T,

—)Cl L



entao:

(3.5)



3.1.2 Resistencia Termica

 Aeq. 3.5 sugere analogia entre fluxo de calor e fluxo de
corrente elétrica

- Define-se a Resisténcia Térmica de Conducao
(R('(md) por:
(’TS'.l — Ts)) L

R('()nd = — = — (3())
q. k

- Taxa de T.C. por conveccao:
q = hA(Tsp — Tx) (3.7)
- Define-se a Resisténcia Térmaica de Convecgao

(Reony) por:
(‘Tsu _ T )
_ \Lsup x Q¢

R('om' — (38)

q " hA



Circuito Téermico Equivalente

- O Fluxo de calor (“corrente”) ¢ o mesmo em
todas as resisténcias (Fig. 3.2):

(Too1 — T51)
1/h A
(Ts,l _ TS.Q)
L/kA
(Ts2 — T 2)
1/hsA

(Jr =

(3.9)



Circuito Téermico Equivalente

Como as resistencias estao em serie:

(Toc 1 — Toc 2)
r — - - 3.10
q R (3.10)
onde
1 L 1

A EA A



3.1.3 Paredes Compostas

* Resolve-se pela analogia circuito térmico e elétrico
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Figura 3.2: Circuitos térmicos equivalentes em série e paralelo



- Coeficiente Global de T.C. (U)

q. = UAAT (3.12)

onde: AT diferenca total de temperaturas;

UA = : — U = : (3.13)

Rtot RtotA




3.1.4 Analise Alternativa de Conducao

* Alternativa a solucao da Eq. Conducao 1D (eq.

3.1) para Regime Estacionario, sem geracao
Interna, 1D.

e Usar Lei de Fourier e informacao que Taxa de
T.C. (gx) é constante em qualquer seccdo.




Superficie ;
adiabatica -

Figura 3.3: O1stema com taxa de T.C. por conducao cons-
tante



- Lei de Fourier (2.2) na forma integral:

T Ay T
ql/L e = /To k(T)dT (3.14)

0

- Dados g, A(x) e Ty(zg) na posicao xy, calcula-se
Temperatura 1'(x)

- ou, conhecida a Temperatura T'(x), calcula-se o
fluxo g,



3.2.1 Cilindro
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Figura 3.4: Volume de Controle diferencial para coorde-
nadas cilindricas



- Vetor Fluxo de Calor (Lei de Fourier)

P 0T 5107 =0T
q = —kVT = —k (ZE ;8—¢ -1 k—)
(3.15)
- Operador Divergente
10 oT 1 0 10T
(kT kr— R B S
V- (RVT) = r@r( r@r) 8¢< r@d)) "

o (. 0T
Dz (k$>



Caso particular:

* As temperaturas das superficies sao mantidas constantes

 Regime permanente
 Sem geracao interna

V- (VT) =0 (3.17)

ou

10 OT 1o (10T

9 (kL)
0z 0z )

(3.18)



- Para superficies interna e externa isotérmicas e
constantes - Problema 1D em r

10 oT

(3.19)

- Taxa de conducao - Lei de Fourier - na direcao
radial:

oT oT
qr = —kA,-E = —kQWTLE (3.20)

- Comparando egs. (3.20) e (3.19) vé-se que a taxa
de conducao g, tem que ser constante ao longo do
ralo.



Distribuicdo radial de temperatura T(r)

- Integrando eq. (3.19) duas vezes tem-se:
T(r)=Cylnr+ Cs (3.21)

- As constantes sao obtidas das condicoes de
contorno r; — T'(ry) = Ts1 e rg — T'(ry) =
T, -. Entao:

T.,—T,-
T(r)= 2t 221 [ — +Tso  (3.22)
In(ry/r9) Ty

- Distribuicao logaritmica e nao linear como na
parede plana.




- Taxa de T.C. (q,)
- Lei de Fourier (eq. 3.20)

- Derivando-se a distribuicao de temperatura (eq.
3.22)

W o Te,l - Te,?l
or  In(ry/ra) r

- Substituindo na Lei de Fourier (3.20) tem-se:

qr = —QWTLkTQ'l _ TQ,Ql — 27TLICTQ’1 - Te,?

In(ry/re) r In(ry/r)
(3.23)

- A Resistencia de Conducao no Cilindro é
entao:

In(ry/r)

Rcond — o Lk

(3.24)
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Figura 3.5: Conducao em cilindro de parede composta



Raio Critico de Isolamento

- Cilindro com camada de 1solamento, onde T3,
e T.,; constantes e 1sotérmicas:;

T,
h =5 W/m4K

it}

-
L N

- |solamento, &

Fieura 3.6: Ral0 critico de 1solamento



- Camada de isolamento aumenta a area externa
e favorece a conveccao;

- Camada de isolamento aumenta o diametro e
desfavorece a conducao;

- Existe uma espessura otima que maximize a
Riota € minimize a T.C. ¢, 7
- Solucao para:
- Regime Permanente;
- Problema 1D:
- Resistencia de conducao no tubo desprezivel:
- Sem radiacao interna ou externa;
- Tubo de comprimento unitario.

- Resistencia total: conducao no isolamento +
conveccao externa



In(r/r1) 1 (3.25)

Btotar = 21k i 27trh
e
T?in- — T
g = —=— X (3.26)
Rtotal
- Espessura otima: ¢, minimo ou Ry maximo.
Entao:
dR, 1
oLa — 0
dr :
1 1
= () = — 3.27
2nr K 2mwhr? - h (327)



- Para este raio, a derivada segunda vale:

d2 Riotal 1 1
otal _ _ N
dr? o2rkr?  whrd

|
|
+

1 11\
= 77 (—% + E) (3.28)

>0

- Entao o ponto é de minimo — Ry — € minima:;
o fluxo é maximo

-7 = k/h é um Raio critico - Nao depende da
espessura do isolamento nem do tubo.



3.2.2 Esfera
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Figura 3.7: VOlume de control diferencial para coordena-
das esféricas



Tabela 3.1: Solucdes unidimensionais, em regime
estacionario, da equacao do calor sem geracao

Parede Plana

Parede Cilindrica®

Parede Esférica’

. d’T _ I d| dT) _ 1 d| .dT) _
Equacdo de calor P 0 r dr (r ) Ir) 0 dr (/ ‘ Ir) 0
Distribui¢do de , o In(r/ry) o 1 = (ry/r)
temperatura T, — AT L+ AT T L ATI | — (ry/ry) ‘
Fluxo de calor X AT kAT k AT
) L. rin (ry/r)) r?[(1/ry) = (1/ry)]
Taxa de calor A AT 2wLk AT 4wk AT
(9) L In(r,/r)) (1/ry) — (1/r,)
Resisténcia térmica L In (r,/r)) (1/r)) — (1/ry)
(R, cona) kA 2Lk 47k

10 raio critico do isolante & Tor = K/h para o cilindroe Ter — 2kih para a esfera




3.3 Conducao com Geracao de Energia Térmica

- Processo de conversao de energia no V.C.

- reagoes quimicas endo/exotérmicas;
- aquecimento resistivo (Ohm);
- absorcao de radiacoes eletromagnéticas.

- nao confundir conversao (“geracao”) de energia
com acumulo de energia no V.C.



3.3.1 Parede Plana - Regime Permanente

- Equacao de conducao, 1D, com geracao interna:

&’T g
- =0 3.29
dx? i k (3:29)
- Solucao geral:
T = —%:1:2 + Ciz + Cs (3.30)

e Condicoes de Contorno

- Temperaturas conhecidas:
T(-L) =T,y e T(+L) = T,

- Determinam-se as constantes C'; e Cs e a equacao
torna-se:

4 .o z’ (Tso—Tsq)x | (Tsq+Ts2)
T = XL (1 —_ ﬁ) -+ 5 Z -+ 5

(3.31)
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Figura 38: Condugao em parede plana. a) Condicoes de
Contorno assimétricas. b) C. C. simétricas.
c¢) Superficie adiabatica na linha de centro.
=0



- Fluxo de Calor depende da posi¢ao x, pois <~ dT

f()

- A distribuicao de temperatura (eq. 3.31), para o
caso particular de T ; = T 9 = Tj, torna-se:

T(x) = %LQ (1 — z—Z) + T, (3.32)

- A temperatura maxima (ou ml’nima) OCOoITe NO
centro r = 0:

T(0) = T) = %LQ + T, (3.33)

- Adimensionalizando-se T'(x) com a maxima
diferenca (Ts — Tj) tem-se:

R




- Simetria vem da derivada em z = 0:

- Na linha de simetria nao ha transferencia de
calor (Lei de Fourier). Equivale a uma parede
adiabatica.

e Condicao de Contorno - Em x = L conveccao e
parede adiabatica em x = 0

- Fluxo de calor por conveccao junto a parede
¢ igual ao fluxo de calor por conducao dentro
da parede:

- dT
Fok(S) cwr o
r=L



Derivando-se a distribuicao de temperatura (eq.
3.31), avaliando em x = L e substituindo-se
em (3.36) tem-se:

L
n=m+% (3.37)

- Esta mesma expressao poderia ser obtida de
um balanco global na parede:

E, = FE, (3.38)

que pode ser escrito por unidade de area da
parede como:

gL = h(Ts — Ty (3.39)

- As egs. (3.37) ou (3.39) podem ser utilizadas na
distribuicao de temperatura (eq. 3.31 ou 3.32).



3.3.2 Sistemas Radiais

- Exemplos: fio condutor, elemento combustivel de
reator nuclear, pilar de concreto etc.

- Regime permanente, fluxo de calor 1D, ¢ uni-
forme no cilindro:

lg (ra—T>+%=O

(3.40)



Separando as variaveis e integrando tem-se:

dT_ q o

Integrando novamente chega-se a:

L2y e+, (342)

T(r)= 4k



 Fluido frio.

Figura 3.9: Conducao em cilindro com geracao de calor
uniforme



As constantes sao obtidas das condicoes de con-
torno:

- Simetriaem r = 0 — (ZZ)7~=0 = ()

- Da eq. (3.41) ve-se que C7 = 0.0

- Temperatura em r = r, — T'(r,) = Ty

- Da eq. (3.42) para r = r, tem-se:

qd -
Cy = Ts + =T
i 1k °
- A distribuicao de temperatura fica:

T(r) = L2 1—’“—2 T 3.43
(r)=gro|1-3)+ T (343)



- Adimensionalizando com a diferenca maxima
(Ty—o — T) tem-se:

o -(7)  ow

Para condicao de conveccao na superficie, pode-
se obter:

Energia: ¢(mr2L) = h(2mr,L)(Ty — Tyo)

(3.45)
A temperatura na superficie é expressa por:
s
T, = T, + L2 (3.46)

2h



Substituindo-se a eq. (3.46) na eq. (3.43),
tem-se a distribuicao de temperatura para a
condicao de conveccao.
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3.4 Transferéncia de calor em
superficies estendidas (Aletas)

- Como aumentar a T.C. numa supertficie com con-
veccao

q =hA(Ts — T) (3.47)

- h limitado pelo escoamento; T, limitado pelas
condicoes ambientes.

- Aumentar a area de troca A é interessante.
- Uma superficie estendida (Aleta) aumenta a area.

- Cilindro do motor de moto; Componentes eletro-
eletronicos.
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Figura 3.10: Configuracoes de aletas



3.4.1 Analise geral da conducao

Figura 3.11: Balanco de energia



e Hipoteses:

- Conducao 1D em x;

- Propriedades constantes;

- Sem radiacao;

- Sem geracao interna;

- h uniforme sobre toda a superticie

- Conservacao da energia para o elemento infinite-
simal:

Qr = Qu+dz T dQ(:on'v (348)
-Pela Lei de Fourier:
dT’

dz



-Por série de Taylor:

dq;
Qr+dr = Gz dq dx (350)
€T
entao:
dT d dT
Qr+dx = _kAsr(:E) . kd(B (AST(Z)E> dx
(3.51)

a taxa de T.C. por conveccao é

eome = hd Ay (T — T) (3.52)



substituindo-se as egs. (3.52), (3.51) e (3.49) na
equacao de balanco (3.48), chega-se a:

d*T 1 d dT’ h d
NG ) _Aer . Agy I'-T,)=0
d:l:? " (Asr dr ) dx (As]-k dr P) ( )

(3.53)




3.4.2 Aleta com area de seccao
reta uniforme

Para Ay (x) = cte — %As,‘ = 0

Temperatura na base da aleta:
Tx=0)=T,
Area superficial da aleta:

1
Asup = Px — ﬁAsup =P



P=nD
A, = wD*4
(b)

Figura 3.12: Aletas planas com area de seccao reta uni-
forme. (a) Aleta retangular. (b) Aleta pini-
forme.



Aplicando-se na eq.(3.53) obtém-se:

d&’T  hP (
dx? kA,

T —Ty) =0 (3.54)

Definindo-se o Fzcesso de Temperatura 6(x) por:
Ox)=T(x) — Tx (3.55)
e sua derivada:

df(x) dT(x)

- - (3.56)




substituindo-se (3.55) e (3.56) na eq. (3.54) tem-se:

d*0(x)
dx?
onde m? = LL
= T, |
Eq. dif. de 2a. ordem, homogeénea, coeficientes

constantes. Solucao tipo:

e(z) — Cle’fﬂ.’l) + CQe—Tn.’L' (358)

m?0(x) = 0 (3.57)




CONDICOES DE CONTORNO

- Na base da aleta z =

9(0) =T, —Tx =0, (359)

- Na ponta da aleta z = L — 4 condicoes

a) Conveccao
Fluxo de calor por conducao é igual ao de con-

VeCccao:
Qz=L = Yconv
—kAS,.Z—zI:L = hA.(T(L) — Ty)
do
hO(L) = —k%FL

(3.60)



Utilizando-se a eq. (3.58) para 6(L) e tomando-

se 3—9 obtém-se:

(ClemL + CQB_mL) — km(C'g —mL C emL) (361)

para a temperatura na base tem-se:

9(0) = Cleo + CQ@O
0, = C+ C} (3.62)
Resolvendo-se as eqs. (3.61) e (3.62) para C

e (s e utlizando-se as expressoes para funcoes
hiperbolicas:

0  coshim(L — x)| + (h/mk)senhim(L — x)]

0, cosh(mL) + (h/mk)senh(mL)
(3.63)




Taxa de T.C. na aleta:

dT do

ST, = _kAsr_ 364
" dx =0 dx r=0 ( )

Ga = Qqp = —kA

como 6(z) é conhecida (eq.3.63), tem-se:

senh(mL) + (h/mk)cosh(mL)
cosh(mL) + (h/mk)senh(mL)
(3.65)

da = \ hPkA0,




b) Convecgao desprezivel (adiabatica)

do

— =0 3.66
dre=L ( )
aplicando-se em (3.58) e dividindo por m tem-
se:

do

d_ _ ClemL . C’ge_"'L — 0
Tz=L

ClemL L C'ge_"’L — 0
(3.67)

com a expressao de 6, (3.62) resolve-se C e
(5, obtendo-se:

0(x) coshm(L — x)]
0,  cosh(mL)
A taxa de T.C ¢é dada por:

Go = \/ hPkA,Oitgh(mL) (3.69)

(3.68)




c¢) Temperatura conhecida 0(L) = 0,
O(x) (0./6,)senh(mx)+ senh/m(L — x)]

0, senh(mL) (3.70)
A taxa de T.C ¢é dada por:
) —
to = /EPEAL0, ML) = 0L/6 - 5 7

senh(mL)



d) Aleta muito longa L — oo
-Para L — 00, 0 excesso de temperatura tende
ao do meio: 6y — 0
-Solucao geral (3.58):

() ZE) — Cleml_l_c?e—'m;r
lim (6(2)) =0 = Cy lim (") + C; lim (e™)

KX I—0C T—00

=0
0 = C lim (™)

T—00

0 (3.72)

3
||



ainda, por (3.62):

0, = Cy + C,
Cy = 6, (3.73)

entao a expressao do excesso de temperatura
¢
O(x) = Ope™™" (3.74)

A taxa de T.C é dada por:

=1

~
Ja = _kAsf%q:O - _kAS"'eb(_m) e "
= \/hPEkA,.0,

(3.75)



3.4.3 Desempenho da Aleta

- A aleta aumenta a resisténcia de conducao. Qual
o ganho real na T. C. 7 — Efetividade da Aleta

(€a)-

€a =

Taxa de T.C. da aleta

Taxa de T.C. que existiria sem a presenca da aleta

(a
= 3.70
hAsr,bgb ( )

Ea



- Bom projeto e > 2

- Para a condicao de aleta infinita

o (hPkA, )26,
© hAg.0,
L P 1/2
- (2) o
o k T)Ea Ta
o P/Asr T Ea T;

— h baixo justifica aleta.



- Para aleta com ponta adiabatica:
-tgh(2,3) = 0,98 — Ly, = 2,3/m

- Resistencia da Aleta

0
Ry = q—” (3.78)

Resisténcia que existiria na base da aleta (s6 con-
Vecgao):

Rip= (3.79)

Dividindo a Resisténcia da base pela da aleta
tem-se:

= = &, (3.80)



- Eficiencia da Aleta
Taxa de T.C. da aleta

'la Taxa de T.C. maxima com 6, constante em toda a aleta
Ga
Na =
Qmax
= 2 (3.81)
hAsupeb

onde Ay, ¢ a area superficial de toda a aleta.
Para aleta plana, seccaao reta uniforme, ponta
adibatica tem-se:

- Mtgh(ml) tgh(mL)
T ThPLe, mL

onde M = /hPkA,0,

(3.82)




- Correcao de comprimento para compensar con-
veccao na ponta:

Le=L+(t/2);L.=L+(D/4)  (3.83)
e entao:

tgh(mL.)

mL,

Ma (3.84)
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Figura 3.13: Eficiéncia de aleta plana
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Figura 3.14: FLficiencia de aleta anular



Configuracoes de Aletas

/ﬁ b )
1 f)F ya
(a) (b)
(a) A
(b) A
(c) Aleta anular
(d) Aleta piniforme

eta plana de secao reta uniforme

/’I" + = \
l/.“ @ l‘“‘
S i
_—— - —

(c)

eta plana de secao reta variavel




Tabela 3.2: Distribuicao de Temperatura e Dissipacao
Térmica em Aletas com Area de secdo Reta Uniforme

TaprLe 3.4 Temperature distribution and heat loss for fins of uniform cross section

Tip Condition Temperature Fin Heat
Case (x=1) Distribution 0/6, Transfer Rate ¢,
A t(::;;i‘;"o" heat cosh m(L — x) + (h/mk) simh m(L. — x) sinh mL + (h/mk) cosh mL
,’;)(L) _ —kdOld,_, cosh mlL + (h/mk) sinh mL " coshmL + (h/mk) sinh mL
) (3.75) (3.77)
B Adiabatic: cosh m(L — x)
dblaxl,_, = 0 - M tanh mL
(3.80) (3.81)
C Prescribed temperature:
(L) = 6, (0,/6;) sinh mx + sinh m(L — x) u(cosh mL — 0,/0;)
sinh mL ) sinh mL
(3.82) (3.83)
D Infimte fin (L — =): )
0([,) — 0 c—m (3.84) ‘\[ (3-8))
0=T-T, m* = hPlkA,

Gb = 6(0) = Tb P M= VthAﬂb




