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NOTAS PROCESSOS ESTOCASTICOS

O Teorema de Perron Frobenius para matrizes de Markov

Considere um processo estocéstico representado por um conjunto
de varidveis aleatérias {X;} onde o indice i pode ser considerado
como um tempo discreto. O valor da varidvel X; é x; que toma val-
ores num conjunto L = {ay,ay,..ax}. A probabilidade do evento
Rom = {X(tx) = x(ta), X(tamr) = x(ta_1,--X(ts) = x(to)} € deno-
tada por P(Xy,). A regra do produto para essa sequéncia leva a

P(Xoy) = P(Xn = x2|Xou—1)P(Xou—1)

Para o caso Markoviano em que a tnica informagdo relevante é o
altimo valor de x

A

P(Xon) = P(xn|xy-1)P(Xon-1)

7

que pode ser estendido a

P(Xon) = [ P(xilxi—1)P(xo)

i=1n

Seja M a matriz de transicio de Markov. E uma matriz quadrada
K x K com elementos ndo negativos:

Mjj = P(xy = aj|x,-1 = a;),

é a probabilidade de transicdo (1-passo) do estado i para o j. Consid-
eramos o caso em que estes elementos de matriz ndo dependem do
tempo. Note que }; M;j = 1, mas }; M;j ndo é obrigatoriamente 1.

A probabilidade P(x,) é obtida marginalizando sobre todas as var-
idveis X; ,i =0,...n — 1, em notagdo de matriz

P, =TIpM" (1)

onde P, e I, vetores (linha) de dimensao K, sdo respectivamente as
probabilidades no instante n e 0.

Mostraremos a seguir varios resultados que coletados sdo um caso
particular do teorema de Perron-Frobenius:

1. M tem um autovetor a direita v; que é o vetor coluna com todas as
entradas iguais a 1.

2. O autovalor associado a esse autovetor é A’F = 1 de multiplicidade
algébrica e geometrica 1

3. Todos os outros autovalores A; de M satisfazem |A;| < 1

4. O autovetor a esquerda u”f associado a A’F tem todas as compo-
nentes ndo nulas. Pode ser normalizado de forma a que a soma das
componentes seja 1.
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5. Para cada um dos outros autovetores de M a esquerda ou a direita,
a soma das componentes é zero.

6. O vetor P, tende exponencialmente rapido com n para uf

Prova de 1 e 2: Como os elementos de M sdo probabilidades temos
¥ Mjj = 1 lembrando que o' = (1, ..., 1)T pode ser escrito

ZMU(UI)]’ = (v');
j

ou Mvo! = o!

Prova de 3. Seja v = (vy,vy, ..., vk)T um autovetor com autovalor

associado A
/\”01' = ZMijUj/
j

existe uma componente que satisfaz |vx| > |v;| para todo i # k.
Tomando o médulo da equagdo de autovalores, temos uma primeira
desigualdade

|Avi| = |} Mijoj] < ) Mo (@)
J ]
e uma segunda desigualdade é obtida majorando |v;| por ||

[Avi| = | Y Mjjoj| <Y Miloj| <Y Mijlog] = [y 3)
j j j

pois a somatéria é 1 por normalizacdo das probabilidades. Assim
temos que, para todo i

|[Avi| < Jog| @
e em particular parai =k

[Mlo| < ol (5)
Dois casos sdo possiveis. Se [A| = 1, entao as duas desigualdades

acima sdo igualdades. A desigualdade 2 mostra que todos os termos
v; tem a mesma fase. A segunda desigualdade em 3 mostra que os v;
também tem o mesmo moédulo. A conclusdo é que se |A| = 1 entdo o
vetor v so pode ser um mdltiplo de (1,..1)T e que A = 1, é portanto o
tnico o autovalor 1, i.e. simples. Note que vale o inverso: se v for um
multiplo de v! implica |A| = 1.

O segundo caso ocorre se v nao for um multiplo de (1,...1)7, entao
ndo pode valer a igualdade: |A| < 1.

Prova de 4: que o autovetor a esquerda u”f de autovalor 1 tem as
componentes positivas. Para qualquer autovetor a esquerda temos

/\u]- = ZuiMi]- (6)
i
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tomando valor absoluto dos dois lados
[Alluj| = |ZuiMij| (7)
i
a desigualdade triangular
[Auj| = |Z”iMij| < Z|”i|Mij 8)
i i
somando sobre todo os j

|7\|Z|uj| §Z|Mi|ZMz‘j=Z|ui| (9
j i j i

Se |A| < 1 ndo diz nada, mas se A = 1 significa que a desigualdade
acima é uma igualdade. portanto a expressdo 8 é uma igualdade e
todas as componentes tem a mesma fase, que podemos tomar igual a
zero. Segue que todas as componentes sdo positivas.

Prova de 5. Consideremos outro autovetor a esquerda u com auto-
valor |A] < 1.

/\uj = ZuiMl']' (10)
[
)\ZM] = Zul‘Mi]‘ = ZMiZMlj (11)
j ij i
/\211] = Zui (12)
] i

e portanto para qualquer autovetor a esquerda com autovalor menor
que 1, a soma das componentes deve ser zero.

Prova de 6: Convergéncia para o equilibrio. Denote, para a =
2,...K, os autovalores menores que 1 por {A,} e por {u"} os autove-
tores associados a esquerda. Note que acima provamos

Yulf =1, Yul=0; (13)
1 1

A condigdo inicial I'ly pode ser escrita na base dos autovetores a
esquerda
PF, o
Iy = cou'" + ) cqu (14)
a=2
Somando as compoenentes dos vetores acima, por normaliza¢ao temos
que 1 =cp x 1+ 0 ou seja

K
o = uP" + Y cou” (15)
a=2
e usando a equagdo (1)
K
Py =TIoM" = u"" + Y c,Allu” (16)

a=2
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e podemos mostrar a convergéncia em qualquer norma apropriada

K
1Py — uPH =1 Y carfius”| (17)
a=2

ordene os autovetores de forma que |A;| > |A,| para todos os a > 2:
KA
P = uPF = A2} ca(32)"u] < Ce™/T =0 (18)
a=2 Az
onde T = 1/In ||~ é o tempo caracteristico de termalizagao.

Cadeias de Markov Absorventes

O material desta se¢do foi extraido de Grinstead e Snell *
que recomendamos como fonte de consulta.

H4 processos markovianos que ao chegar a um determinado estado
cessam de evoluir. Isto nos leva a :

Definicéo: Estado Absorvente (EA): Se para todo j # i, M;; =0,
entdo o estado i é um estado absorvente.

Defini¢do: Cadeias de Markov Absorventes (CMA) sdo as cadeias de
Markov com ao menos um estado absorvente.

Definic¢ao: Estado Transiente (ET) é todo estado de uma CMA que
ndo é absorvente.

Estamos interessados em determinar propriedades do seguinte tipo:
qual é a esperanca do tempo que leva para chegar a um estado
aborvente particular, a qualquer estado absorvente, qual é a esperanca
do ndmero de visitas a um estado transiente antes de ser absorvido.
Considere uma CMA com #n; estados transientes e n, estados
absorventes, n; + n, = K. A matriz de Markov da CMA pode ser

escrita assim
M = Q R
0 1

onde Q é uma matriz n; X n; que descreve as transi¢des entre estados
transientes, R é a matriz n; x n, que descreve a transi¢do de estados
transientes a absorventes. A matriz 0 é 1, X 1; e seu elementos sdo
todos nulos. A matriz1¢é diagonal, (1);; = J;; e tem dimensao n, x n,.
A equagdo (1) continua descrevendo a dindmica e precisamos
encontrar as poténcias de M:

ME(Q”ﬂR@)
0 1

Devido a absor¢do esperamos que Q" — 0 pois Q descreve as
transi¢des entre os estados transientes e ha a possibilidade de

"http://www.dartmouth.edu/ chance/teaching_aids
/books_articles/probability_book/book.html
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transicao de algum estado transiente para um estado absorvente: a
probabilidade de estar em um estado transiente vai a zero quando o
tempo 1 cresce.

Ha vérias questdes da dindmica que podem ser respondidas a partir
de @, em particular olharemos para algumas delas. Sejam i e j dois
estados transientes e /| um estado absorvente:

* Dado que o sistema est4 no estado i qual é o valor esperado do
numero de visitas ao estado j antes de ser absorvido?

* Comecando do estado 7, qual é o valor esperado do tempo que
demora o sistema para ser absorvido ?

* Comecando do estado i, qual é a probabilidade que o sistema seja
absorvido no estado /.

Comecamos definindo a matriz chamada fundamental IN como o
inverso de (1— Q):

1-Q(a+Q+Q*+.Q") =1-Q""".
Para n — oo,

N = lim f Q, (19)
i=0

temos que (1- Q)N =1.

PAra i e j transientes (fixos) e | um ndmero de passos da dinamica,
definimos a variével estocastica Y(!) que toma valor 1 se, comecando
do estado 7, depois de I passos, estiver no estado j, e zero se ndo
estiver. Entdo a probabilidade

Exercicio Convenca-se que o valor esperado de Y(!) ¢

E[Y"] = g0
é o valor esperado de estar em j ap6s | passos. Somando sobre todos
os valores de [, temos o valor esperado de visitagdo de j antes de ser

(YY) = Yy
=0 =0

que pela definicao de IN, é

abosorvido:

IE[Z Y(l)} = Tli]‘
1=0

O tempo médio até a absor¢ao depende do estado inicial i, t;. E a
soma dos tempos esperados gastos em cada um dos estados

ti = Znij
]

transientes, portanto
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Consideramos agora um estado absorvente 2 e um estado inicial
tranisente i. Queremos saber qual é a probabilidade de a ser o estado
em que o processo para de evoluir, que chameremos Bj,.
Consideremos um outro estado absorvente j, e a probabilidade de
depois de [ passos o sistema ndo ter sido absorvido e esteja em j. A
regra do produto pode ser aplicada a probabilidade de: sair de i,
chegar a j ap6s [ passos e ser absorvida em a:

. .. 1
P(i ! jj—a) = ql(j)rja.

A regra da soma, para eventos mutuamente excludentes, nos da

Bia = Y. Y44 "0
7

isto é, somamos sobre todos os estados transientes j que podem levar
ao estado absorvente 2 em [ + 1 passos, e posteriormente somamos
sobre todos os valores de [. Mudando a ordem das somas e usando a
expressdo 19 obtemos

B = LY ai'ria = Lmiti
7 ;

ouB =NR.
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