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Prélogo

Prélogo

Nesta apresentacdo sdo tratados o Método da Maxima

Verossimilhanca sua aplicacio ao Método dos Minimos Quadrados
e a dedugdo das expressOes deste para fungdes simples.

Alexandre Grothendieck, 1928 — , matematico nascido alem3o, apatrida até

1972 e ent3o francés, ganhou a medalha Fields em 1966 e o prémio Crafoord
em 1998.

Capa da revista La Recherche 486 (2014) O génio Alexandre Grothendieck —
Porque ele inspira os matematicos do século XXI.
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Dia do Fisico — 2014

CAMARA MUNICIPAL DE

SAO PAULO

PRESIDENCIA

O Presidente da Camara Municipal de Sao Paulo, Vereador José Américo,
tem a honra de convidar para a Sess&o Solene em Comemorag&o ao DIA DO FISICO, por
iniciativa do Vereador Eliseu Gabriel

Dia 28 de maio de 2014, as 11 horas

Instituto de Fisica da Universidade de Sao Paulo
Rua do Matdo Travessa R, 187
Cidade Universitéria S3o Paulo/USP - SP
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Prélogo

Solucao para um problema sem solucao - Helene 2013

Suponha que se pretenda determina o valor de trés grandezas, ag,
by e co desconhecidas, a partir de medicoes independentemente e
de forma combinada obtendo as equacgdes

30%—0,5
ag + bg =~ 4,5
by + co ~ 4,5
C0%4,0

O simbolo ~ ¢ utilizado para enfatizar que os resultados
experimentais possuem erro.

Esse sistema de quatro equag¢bes a trés incégnitas formam um
sistema inconsitente e, portanto, ndo tem solu¢ao.
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Prélogo

Solucao para um problema sem solucao - Helene 2013

Suponha que se pretenda determina o valor de trés grandezas, ag,
by e co desconhecidas, a partir de medicoes independentemente e
de forma combinada obtendo as equacgdes

30%—0,5
ag + bg =~ 4,5
by + co ~ 4,5
C0%4,0

O simbolo ~ ¢ utilizado para enfatizar que os resultados
experimentais possuem erro.

Esse sistema de quatro equag¢bes a trés incégnitas formam um
sistema inconsitente e, portanto, ndo tem solu¢ao.

O que fazer para encontrar estimativas para os pardmetros ag, by €
Co?
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Solucao para um problema sem solucao - Helene 2013

Uma solucdo é encontrar os valores 3, b e ¢ que minimizem a
soma quadratica das diferencas entre os lados das equacdes

Q?(a, b, c) = (a+0,5)*+(a+b—4,5)>+(b+c—4,5)*>+(c—4,0)>

Oa ‘E,E,E =0
2?1 _
ob 13,b,¢ —
2@ 0
dc 13,b,¢

A soluc3o dessa equacdes levam ao sistemaq de equacoes

25+ b=4
3+2b+2=9
2b+ 48 =17

A solucoes sao a3 = 0, 625, b= 2,750 e ¢ = 2,875.
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Método da Mdxima Verossimilhanca

Método da Maxima Verossimilhang¢a - Segundo Vuolo

Num processo de medicdo de duas varidveis x e y, os resultados
sdo chamados de pontos experimentais, porque cada par de
resultados x e y pode ser representado como um ponto no grafico
Yy X X.

Os resultados de N medicSes de x e y podem ser representados
como o conjunto de pontos experimentais:

{xt, 1,51}, {x2, 2,5}, - -+ . {xi, yissits - - {xns yws sw b

com x; e y; sao os resultados da j-ésima medicdo e s; é a incerteza
estatistica combinada de x; e y;.
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Método da Mdxima Verossimilhanca

Método da Maxima Verossimilhang¢a - Segundo Vuolo

A melhor fungdo f(x) para descrever um conjunto de pontos
experimentais € tal que esse conjunto de pontos € o mais verossimil
possivel se a fungdo f(x) é admitida como fungcdo verdadeira.
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Método dos Minimos Quadrados - Deduc¢do do Método

Método dos Minimos Quadrados
Dedu¢do do Método

O método de minimos quadrados para ajuste de uma fungdo f(x)
a um conjunto de pontos experimentais pode ser deduzido do
método da maxima verossimilhanca, quando as seguintes condi¢coes
sdo satisfeitas:
@ as distribuicdes de erros sdo gaussianas; e
@ a melhor fungdo f(x) deve ser determinada a partir de uma
funcdo geral f(x; a1, a2, ,ap)
A probabilidade P(x;) de se obter um resultado qualquer {x;, y;, s}
é proporcional a func3o densidade de probabilidade
e\ 2
P; = Ee_%(hsi:m)
Sj
onde u; é o valor médio verdadeiro correspondente a y; e C uma
constante de proporcionalidade necessaria para que a fungao
densidade de probabilidade seja normalizada.
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Método dos Minimos Quadrados - Deduc¢do do Método

Método dos Minimos Quadrados
Dedu¢do do Método

A probabilidade P de que ocorra o conjunto de resultados
{xi, yi,si} é o produto das probabilidades de cada resultado:

i\ 2
Pio ..n=PiP>--- Py = H 9 %(u)

—e Si
; Si
1<i<N
cN 15N (vimwi)?
- e 2 ’:1< si ) (1)
5152 ... SN
colocando no lugar de y; a fungdo f(x; a1, az,--- , ap)
Cn 1 N (yiff(x;al,aQ,»-»,ap)>2
Pro n=———e 2% si (2)
< K 5152 “ e . SN

Paulo R. Pascholati
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Método dos Minimos Quadrados - Deduc¢do do Método

Método dos Minimos Quadrados
Dedu¢do do Método

cN 12
S152 " SN
com
Q2_ZN:<Yi—f(X;alaazw“ 7ap)>2 (4)
B . S;
i=1
Os parametros ay, a2, . . ., ap devem ser tais para que a probabili-

dade Py, . n seja maxima. Uma vez que P15 . n € uma fungdo
decrescente de @2, um méaximo de P12, .. .n ocorre quando Q2 é
minimo.

Em resumo, se f(x; a1, az, - ,ap) é uma funcdo previamente
escolhida, os parametros ap, a», ..., ap devem ser tais que
minimizem a soma dos quadrados da expressdo acima.
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Método dos Minimos Quadrados - Deduc¢do do Método

Método dos Minimos Quadrados
Dedu¢do do Método

51,52:-~~75p

(5)

LQz zai yi_f(X;al,QQ,"‘,ap) 2
daj la15,..5  0aj — Si

1=

para cada j, {j | 1 <j < p}. Isso conduz a um conjunto de p
equacdes a p incdgnitas que deve ser resolvido para encontrar os
valores 3; que minimizem Q2.
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Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Minimos Quadrados

Ajuste de Constante com Incertezas Iguais
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Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Método dos Minimos Quadrados

Ajuste de Constante com Incertezas Iguais

Lembrando que: =1
L
o2 = m Z(Xi — ,u)2 desvio padrdo da populagao
i=1

N
1
2 = N—1 Zl(x,- —3)? desvio padrio da amostra
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Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Método dos Minimos Quadrados

Ajuste de Constante com Incertezas Diferentes
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Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Método dos Minimos Quadrados

Ajuste de Constante com Incertezas Diferentes
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Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Método dos Minimos Quadrados

Ajuste de Constante com Incertezas Diferentes
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Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Método dos Minimos Quadrados

Ajuste de Reta - Dedugdo

an o 802 B
Ba |55 =0 b |55~ °
0@ _ 0 g (yi (@9t b))\ 0 (v (@t b)y
Da  0Oa P si _i:1 92 5

S (ot £ (i)

::;:2 <)/i - (3>'<i + b)) 38 <_(3Xi'+ b)>
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Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Método dos Minimos Quadrados
Ajuste de Reta - Dedugdo

~% 2 (yf'—(awb)) <(—gi)>
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Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Método dos Minimos Quadrados
Ajuste de Reta - Dedugdo

Paulo R. Pascholati Méxima Verossimilhanga Método dos Minimos Quadrados



Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Método dos Minimos Quadrados
Ajuste de Reta - Dedugdo
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Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Método dos Minimos Quadrados
Ajuste de Reta - Dedugdo

EICSIOBES S

asx + bss = s,
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Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Método dos Minimos Quadrados
Ajuste de Reta - Dedugdo
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Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Método dos Minimos Quadrados
Ajute de Polindmio de Grau k

Q? = Z —|yi— Z ajfi(xi) = minimo

no caso de polindmio de grau m — 1 temos fi(x;) = 1, f(x;) = x;,
s (X)) = lel haverd k equacdes como

2
02 9 L |1 k
Dar :873/2 S yi = Y ajfi(x)
i=1 j=1
2
N k
0 |1
= — = |yi— ifi(xi
’Z_; 9a) | s; Y ;3 J(X)
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Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Método dos Minimos Quadrados
Ajute de Polindmio de Grau k
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Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Método dos Minimos Quadrados

Ajuste de Polinémio de Grau k

0Q? fi(xi)
—_— = -2 i — f 1 - 0
aa/ 5 ; 5,2 Y JZI aj J(X)
k N N
o ﬁ(x,)f/(x,) _ yifi(xi)
Z J Z 52 B 5.2
j=1 i=1 J i=1 !

k N Xj71X/71 N y_lel
= i i %
231275,2 —275.2 com 1< [/<k

j=1 =1 i i=1 i
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Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Método dos Minimos Quadrados

Método dos Minimos Quadrados com Formalismo Matricial - Helene

Y=X-A+e (11)
onde
I i ] [ X111 X12 0 X1 1T ai 1 [ €1 1
Y2 X21 X22 0 X2 j a €
B3|l = x1 X2 - X3j a | + | e3 (12)
L Yn | L Xn,1 Xn2 0 Xnj [ | 49 | | ©n |
com 9
Yi
Xjj = — - 13
y 8aj ( )
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Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Método dos Minimos Quadrados

Método dos Minimos Quadrados com Formalismo Matricial - Helene

O valor @?(A) pode ser escrito como:
R}A)=(Y =X A VI (Y-X-A) (14)

com V' a matriz de covaridncia dos dados experimentais.

Da minimizacdo de @?(A) se obtem a solucdo para os paradmetros

aj,
A=(xt-vl.x)"t.xt.vl.y (15)
A matriz de covariancia dos parametros a’s é obtida por
propagacao
Vi= (Xt vt x)t (16)
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Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Método dos Minimos Quadrados

Método dos Minimos Quadrados com Formalismo Matricial - Helene

O valor Q?(A) = x pode ser escrito como:

x=(Y -X-A Vv (Y-X-A) (17)
com V a matriz de covaridncia dos dados experimentais,
Vij = siy.
[ Vi1 Vio Vii |
Vo1 Voo Vo i
Vi Vao oo V3 (18)
| Vii Vi Vii |
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Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Método dos Minimos Quadrados

Método dos Minimos Quadrados com Formalismo Matricial - Helene - Caso Reta

Y=X-A+te (19)
onde
yi xp 1 e
y2 x2 1 €
P E] e
an
Yn xp 1 €n

supondo que nao haja covariancia entre os resultados das medi¢des

0 s -+ 0 (21)
0 0 - s
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Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Método dos Minimos Quadrados

Método dos Minimos Quadrados com Formalismo Matricial - Helene - Polinémio Grau 2

Y=X-A+e (22)
onde
_ _ - _ _ _
v1 xi x1 1 €
¥ x22 x> 1 a1 €&
vs |=|x x 1 o |+ | e (23)
) ) . a3 )
BZE i x,2, Xp 1] | en |

a matriz de covariancia, V, é a mesma do caso da reta.
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Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Exercicio: Ajuste de Reta a Dados

Considere os dados experimentais {x;, yi, s;} com s; a incerteza
combinada de x; e y;. Encontre os pardmetros da equacdo
y = ax + b que representa a funcdo verdadeira dos dados.

X oy s
1 49 09
3 142 14
5 262 17
7 346 20
9 447 21
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Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Exercicio: Ajuste de Reta a Dados

as.2 + bsy = sy«

asx + bss = s,

’ Syx  Sx

S S SyxSs — Sy S S

~ y S XS X S

3= == X com sf=-—"
S5x2  Sx 5x25s — SxSx 54255 — SxSx
Sx  Ss
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Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Exercicio: Ajuste de Reta a Dados

5_25:1_1+1+1+1+1

S_I__ls,-_0,92 1,42 1,72 2,02 2,12
5

%1 3 5 7 9

SX_I;s,-_0,92+1,42+1,72+2,02+2,12

> x2 1232 52 72 @
_ i
SX2_Z; s 0,2 L 17 e e
=

xip 1-49 3-142 5-26,2 7-34,6 9-447

S=2. " 00 142 17 2,02 2.12
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Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Exemplo de Ajuste Nao Linear - Helene-Vanin 1981

Considere o conjunto de valores experimentais {x;, y;, si} que
seguem o modelo representado pela fungdo n3o linear nos
pardmetros (a - b)

y = a+ bx + abx?
Pode-se proceder da seguinte forma: escolher valores iniciais
adequados, ag e by, de tal que

a=ag+0da
b=by+db

onde da e b sdo correcdes a a e b.
Substituindo na equagdo para y

y = (a0 + da) + (bo + 3b)x + (ao + da)(bo + db)x>
= a0 + box + aghox® + (1+ boxz)éa + (x + aoxz)éb + 8adb x°
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Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Exemplo de Ajuste Nao Linear - Helene-Vanin 1981

Tomando

y =y —ao— bo x — aghy X
x' =1+ by x>
X" = x + ag x>

Pode-se escrever que

y' =6ax +8bx" +6adh x°

Se os valores escolhidos ag e by escolhidos s3o préximos dos
valores que maximizam a probalidade de ter sido obtido esse
conjunto de valores, as correcdes da e db sdo pequenas e entdo o
produto dadb pode ser desprezado. A equacdo se torna

y' =dax + b x"
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Método dos Minimos Quadrados - Ajustes

Exemplo de Ajuste Nao Linear - Helene-Vanin 1981

Agora basta minimizar a funcdo

N o / Y)2
Q2:2( (5ax+5bx))

2
S)’i
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