Sinais aleatorios: aplicagoes em sinais
biomédicos

Sérgio S Furuie
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Sinais biomédicos: processos estocasticos

PTC/ LEB - S.Furuie Ref. especificas: Cap. 2-Semmlow
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Plano de aula

» Motivacdo: o que é e para que serve?
» Tipos de sinais e representacao de sinais
* Ruidos
* Processos estocasticos e ergddicos
— pdf
— Operador E()
— independentes

» Correlagdo/correlagédo cruzada
— Relagao entre espectro e correlagéo
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ECG com ruido: o que fazer?

PTC 2456 — Proc. Sinais Biomédicos
Sinais biomédicos: processos estocasticos
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Motivagao / Importancia

» Muitos fendbmenos fisicos de interesse da
engenharia sdo representados por sinais
temporais
— deterministicos: velocidade, aceleragao (em

condigdes ideais), ...
— E aqueles que nao podem ser preditos com
precisdo=> dados e fendbmenos randémicos
« Ex.: intervalo RR do ritmo cardiaco

PTC/ LEB - S.Furuie 4

Importancia

* Lidar com a indeterminag¢ao na medicao
— valor esperado
— variabilidade
— intervalo de confianga
—Ex.: T=37 £ 0,5
 Caracterizagao do ruido
— otimizagao da estimativa das variaveis
— otimizag&o de processos estocasticos
— Ex.: filtro de Wiener, Maximum likelihood
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Aplicagoes

+ Filtragem de eventos de interesse

» Atenuacao do ruido

* Andlise de componentes

» Detecgdo de eventos

» Determinagdo de causa e efeito

* Modelagem

» Relagao e correlagdo com outros eventos

PTC/ LEB - S.Furuie




Sinais
» Sinais deterministicos: contetido no tempo e freq.

 Sinais aleatérios: valores “ao acaso”. Sdo
caracterizados:
— pela probabilidade (caso discreto)
— pela fungdo densidade de probabilidade (caso continuo)
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Sinais biomédicos: processos estocasticos

Temos varios sinais temporais de um fenédmeno
Ruidoso com SNR baixo: o que fazer?

PTC/ LEB - S.Furuie 8

Processos estocasticos

« Manifestacdo de fendmenos aleatérios
» Caracterizado pela distribuigdo de probabilidade
» Variavel aleatéria com dependéncia temporal ou
espacial (continua ou discreta)
= X(t)
— Ex.: ruido em ECG

PTC 2456 — Proc. Sinais Biomédicos
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Ruidos

* Ruidos inerentes ao fendmeno fisico
— efeito da respiracdo em ECG;
— sinal da Mae em ECG fetal
* Ruido ambiente, incluindo interferéncias
— Acoplamento/indugdo de 60 Hz em sinais
* Ruido do transdutor
— Detector de fotons (processo Poisson)
* Ruido eletrénico (DC a ~10'2Hz): branco
— Ruido térmico (Johnson): fontes resistivas
— Ruido de disparo (shot noise):semicondutores
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Exemplo em Matlab =>

Meédia sincrona: ruido com distrib uniforme SNR=-10dB
1) 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

R A

| s
1) 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

seno
S E-ESES

10 dB
B on e

1]
o
[ 3]
8%
58

(5]
B8
E3
Q0
[’}
.ﬂg
£ 8
®o
o
&8
T8
B8
NE]

o
Otl)
.2
n_(v
£
(7}

y L s L L L s L L L
1) 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

media de 20 sinais
Ao s

@

epusp  PTC/LEB - S.Furuie "

PTC 2456 — Proc. Sinais Biomédicos
Sinais biomédicos: processos estocasticos

P

Exemplo

* Melhorar o estimador (variabilidade) com a
raiz quadrada do numero de amostras

— gated blood pool
—gated SPECT
—gated MRI

PTC/ LEB - S.Furuie 12




Sinais ruidosos. Como medir similaridade ou relagéo?
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« Meédia,Variancia, Desvio-

« Coeficiente de

Correlagao entre sinais amostrados

m, = %2:4 x(n)

ot =3 —m,

padrao

correlagao
— Normalizado entre [0,1]
— Extraidas as médias
— Normalizado pelo d.
Padréo
» Covariancia
— Variagdo sem
considerar a média
— (sem normalizagao por
N-1)
— Variancia de x=cov(x,x)
— Operador correlagéo

S G = m ).y —m,)

Py =\/E:4(X(n)_”h)2 '\/E‘l,vil(X(n)—mAf

covy = S —m) (o —m,)

Po=

[cov, = S et = m ) =my)

corr, = 2:’4 x(n).y(n)

Matlab: corrcoef()

PTC/ LEB - S.Furuie Escalares.Generalizagdo: matriz de covariancias 14

Como analisar mais de 2 sinais?

* Matriz de
covariancias cov, . . =mcov.=| S ©m O
O SinaiS X1,X2,...XN Cni Cnz Can

corr, =

PTC 2456 — Proc. Sinais Biomédicos
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Matlab: cov(), corr()

epusp  PTC/ LEB - S.Furuie E se quisermos verificar um sinal ao longo do outro?
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Correlagao cruzada ou fungao correlagao

» Seja x(n), n=0,N-1
* y(n), n=0,M-1
« M<N
* Obs.: |
— atentar para os limites —
de k= [-(N-1),M-1]
— Se necessario usar

normalizagéo pelo
numero de parcelas

‘corr,y(k) = E::)I x(n).y(n+ k)‘

i

'|r5 -1 'DjS o
Maflab: Xcov{), Xcorr()
E se for entre o sinal e ele mesmo? Autocorrelagao 16

PTC/ LEB - S.Furuie

Funcgao autocorrelagao

¢ Seja x(n), n=0,N-1 |corr )= 5" xtmyx(n+ )
* Obs.: k==(N-D,(N-D

— atentar para os limites
de k= [-(N-1),N-1]

— Numero de parcelas ndo
é constante!

— Se necessario usar
normalizagao pelo
numero de parcelas

1]
o
28
o®w
58
(5]
3%
ED
S8
[’}
.ﬂg
cg
2
o
£
8
B8
NE]
o
otl)
=2
D_(U
£
(7}

Matlab: xcorr()
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Sinal ECG:quasi-periédico, quasi-estac.

entropia=  0.876 freq.amost= 200 Hz

sinal
o
E
P

autocor
4 o
T
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observagoes Representacao de sinais
Definigdo mais geral (x(t), h(t): complexas, ndo-causais),
porém ndo sdo médias (consistencia com convolugdo)*:

corr, (z) = hox(z) = ﬁ; h* () x(t+7)dt ‘

1. Sinal no tempo x(t)
— Evolugéo temporal
— Derivadas, duragdo, amplitudes, ...
2. Qual o conteudo em frequéncia do sinal? Tipos de
ruido? => Sinal no dominio da frequéncia [reversivel]
3. Qual a distribuigéo das amplitudes do sinal x(t)?
Variabilidade? Valores com maior ocorréncia? =>
funcéo densidade de probabilidade (pdf) [irreversivel]
4. Como se relaciona com os pontos vizinhos? =>
Autocorrelagao [irreversivel] (obs.: relacionado com 2)
5. Qual o padrao (assinatura) do sinal? Representagao
multidimensional. Qual a correlagéo entre sinais?=>
scatterplot [reversivel]

conv, (t)=h® x(T) = f;h(t).x(r —0).dt = f:x(t).h(t = t).dt‘

Se h(t) e x(t) forem reais:

‘corrhx(z‘) = hox(T) =J::h(t).x(t +7).dt = corr,, (—T)‘

hox(@)= [ x().h(t—).dt = [~ x(2).h[~(x —D)].dt
< (o x)(T) = [A(=1) ® x(D)](T)

Ou seja, a correlagao entre um template h(t) e sinal x(t) em um ponto t;:
a) Corresponde a ponderag&o de x(t) com h(t-t,);

b) Corresponde também & convolugéo entre [x(t),h(-t)]

c) E asaida de um filtro com resposta impulsiva h(-t)
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Sinal ECG:quasi-perioédico, quasi- . C L.
sinal estacionario
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Sinal branco gauss.:
aleat..estac..nao-corr.

entropia= 1.126 freq.amost= 100 Hz
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Resumindo: Sinais

 Sinais deterministicos: conteudo no tempo e freq.

« Sinais aleatérios: valores “ao acaso”. Sdo
caracterizados:
— pela probabilidade (caso discreto)
— pela fungéo densidade de probabilidade (caso continuo)
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Xp(t) [ L : . ] t
: - - :{ PROBABILIDADE

® |
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. Teoria: definicao de V.A . Campos aleatorios

o o
88 , 8% o i-vari
|+ Dado um fenémeno aleatério com |+ Extenséo multi-variada de v.a
= observavel X 1|+ vetores de v.a
-3% » Probabilidade: fungao Prob: A ->[0,1] -gg =X=[ X4 X5 ... X
"’_’_g — A é subconjunto do espago amostral 27>_§ — Ex.: pixels vizinhos em imagens médicas,
§§ — Prob(Q)=1 n§j§ EEG, ECG de milltiplos canais, ...
1= L. 12 s
§§ — Prob(U {A})=Z Prob(A), Adisjuntos @E - I ‘ [ ‘ i ‘aVF ‘
o8 R
S £e
@ Ultra-som
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Variavel aleatoéria Teoria: fungao distr. Prob.

» Funcéo discreta de probabilidade
— X: v.a discreta com espago amostral Q
— f(x)=Prob(X=x)

* Funcéao densidade de probabilidade
— X: v.a continua
— [P f(x)dx=Prob( a < X < b)

» Variavel aleatéria

— v.a discreta: assume valores num conjunto
enumeravel com certa probabilidade [Prob
(X=a)=p]

* numero de enfartes

—v.a continua: assume valores num intervalo de

numeros reais [ Prob( asX<b)=p]
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Sinais biomédicos: processos estocasticos

« temperatura, intervalo RR —f(x) >=0
+ Fungéao - * Funcéo de distribuicdo de probabilidade
* E(X) g — F(x)=Prob(X =< x)
* Momentos e €
PTC/ LEB - S Furuie 34 epusp  PTC/LEB - S.Furuie 35

Exemplos: distribuigao normal Distribuicao Poisson

PG = Nt o) = - )
270

Sequéncia de eventos (A=3) Ex. de fdp com =3
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) Olhando o sinal de 2 formas distintas ) Valor esperado: E()
3 3
7% (28]
8:6; ,8_'@ v.a discreta v.a continua
3 4 x(n), n=1, N 3 g
3 3 ,, -
o § n  x(n) k  x(k) Ocorrencias P(x) @ § E(X)= Z DX, E(X)= fx.p(x) .dx
2 I 1 10 2 25 =3 = %
2 g 2|10 2 20 3 3/5 2 g
g 2 2 K=2 E(x) i . ~
o ¢ B i Elg(X)]= Z Pig(x) | E[g(X)] = [2(x).p(x).dx
o 510 K ©38 = =2
g.g N=5 E(x)= ;xk.P(xk) ﬁg
'L_); m ) Sz
EE 2 EE
@ m =%Ex(n) @
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Momentos de VA

E(X*) = 2 o)

Valor médio (momento de ordem 1):

Momento de ordem 2:

E(X") = ka.p(x).dx

t=E(X )
ty = E(X?)

Estimadores

Dada uma amostra da v.a X: {X{,X,, ..., X,}

= ECX ) =1im, 3

n—ow N

oo N

o, = E[(X — 10)*] = 1iml$(xi —u)?

Erro de tendéncia (bias) _ E(¢3) —¢p= llm

n—soo

do estimador

%i&-—yﬁ
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oy = E[(X — 10)"]

Momentos centrais de ordem k:

Coef. Variagdo =6 = E[(¢? - E(¢?))2]

do estimador r
@
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. Por que 1/(N-1)? . Variabilidade na estimativa da média
m§ w_§ . TR
8 k] X, : amostras - independentes - de - X 8 ] Estimador variabilidade £
B8 a=E@ 28
£y 0 = El(x- '] Syl Mediaem 1< o
D e estimadores - de ~ var iancias 5| ensemble on=— X; x
3 o 1&g 28 n w.n
T 9 G2 == (-0 T 0 x
=% N £8
@90 SR PR 2N
8. 2 § =;§<xﬁx) 8_ 5
< [ EE T R -
5 = =—( x -
8§ E($* N-1. 8:3 empe “ TJo My 2BT
2 (H)=——0 QE
] & .8
O O
Es Es
£ £
€2 Deduzir! CJ
En;u; PTC/ LEB - S.Furuie 42 PTC/ LEB - S.Furuie 43
Filtro de média sincrona Exemplo

Tirando proveito da aleatoriedade do ruido « Melhorar o estimador (Variabi"dade) com a
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Ruido aditivo com média zero
Exemplo de redugao da variancia na média

— Sejam X;,X,,...,Xy\: amostras independentes de uma

variavel aleatéria X com média 0 e variancia o2
—Y: a média de X
— Qual a média e variancia de Y?

PTC 2456 — Proc. Sinais Biomédicos
Sinais biomédicos: processos estocasticos

-l N
Y=L§Xi var(Y) = ~ Zvar(X,,)
N £ =
1 & No,’ o,
EXY)=—YEX,)=0 = =
&) NZ X)) N? N
aX

raiz quadrada do numero de amostras
— potencial evocado & P e PR
— gated blood pool
—gated SPECT
—gated MRI

PTC/ LEB - S.Furuie
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Vetor (campo) randémico
X =[X, X, X, ]
P(X)=Prob{X, =x,X, =x,,.X, =x,}

_a"P(x)
(X, %,,...%,) = Gx, 0 0%,
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Sinais biomédicos: processos estocasticos

FORMALIZANDO OS
CONCEITOS: PROC. ESTOC.

PTC/ LEB - S.Furuie 47

Processo estocastico

» Para um dado fendmeno aleatério, que
produz o registro x(t):
— Ensemble: conjunto de todos os registros que
poderiam ter sido produzidos: {x;(t)}
— processo aleatério: descrigcdo do fenébmeno
representado por {x(t)} i=1,2,...

PTC 2456 — Proc. Sinais Biomédicos
Sinais biomédicos: processos estocasticos
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Ensemble de processos estocasticos

PTC/ LEB - S.Furuie 49

ECGs adquiridos em instantes de tempo diferentes:50000ptos
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Processos estacionarios

+ Dado ensemble {x(t)}, X(t) é:
» fortemente estacionario se:
— momentos de qq ordem independem de t (em
geral 1 e 2) o
ﬂk = E[th] = fxtk'f(xt)'dxt Vi
. fracamente estacionario se:

— média e autocorrelagdo independem do

instante t Vi
o = E[Xt ]

R, . () =R, (t,7)=E[X, . X, ]

PTC/ LEB - S.Furuie 51




processos estocasticos estacionarios

Processos estocasticos: exemplos

* v.a continua com tempo continuo
—-ECG
* v.a discreta com tempo continuo

— numero de fétons em imagens de excregéo
renal em Medicina Nuclear

* v.a continua com tempo discreto
— série de pressao sistdlica, intervalo RR
* v.a discreta com tempo discreto
— numero de nascimentos por regido por dia
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processos estocasticos estacionarios

ECGs adquiridos em instantes de tempo diferentes:50000ptos
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Estatistica sobre 25 segmentos de
2000 pto

mediamax=_ 158 sqrt(x2Max)= 452

Estatistica sobre 50 segmentos de 1000 ptos

mediamax= 87 sqrt(x2Max)= 376

100 200 300 400 500 600 700 800 900

soob— eV

500

500

ecg
o

ecg

o
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Sinais biomédicos: processos estocasticos
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Correlagao em instantes de tempo

Correlagao (normalizado) entre V.A

2 2
a8 a8 1
3% 3% F i F i i 50 blocos
8% 'S I | de500
£ £ i
.0 o =) 4 : , L . . . L , XCOrr(T ;At)
ma [N 50 100 150 200 250 300 850 400 450 500 t t
v o 29 1 . . ’ i {entre x(t)
T ® X e x(t+ At )}
»3 t ] s o 1
¢ 7 3 :
g =% ] g a
T8 1 T8 o 00 150 200 250 800 350 400 450 500
= ] = 1 v v T T T v v T T
23 - 3 -
N d < 5 I 1
o2 RY-
=2 =2 ! 50 100 150 200 250 300 350 400 450 &
] o®
o £ £ 1 T T T T T T T T T
(2] (2]
I °or i
- 50 100 150 200 250 300 350 400 450 5
PTC/ LEB - S Furuie 58 PTC/ LEB - S Furuie Note o efeito do do xcorr devido ao preenchimento por zeros 59
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EPUSP

Processos ergoédicos

* Processos estacionarios com momentos e
autocorrelagdes iguais aos obtidos nos
sinais temporais

k “ x . 1
E[X*]= _fwx, SO, =limy . J;— Xk (0).dt

Ry (@) =E[X,.X,,.,]

=1lim, 1 2 X, (1)x,(t +7T) Vi
n «<

—lim, % _,OI x, (O)x,(t+T)dt Vi
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processos estocasticos ergédicos
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Ergodicidade: amostras no instante

estatistica no tempo: media max= 28 sqrt(x2Max)= 294
500 T T T T
k=1
25 sinais

500 . . . c

amostras de ecg
o
T

00 T T T T

‘media
PTC 2456 — Proc. Sinais Biomédicos
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500 . . . c

500 . .

Estatistica sobre 25 segmentos de

2000 ptos

media max=_ 158 sqrt(x2Max)= 452

ecg
o

media
o

g g
g 0 1 g o
g g
-500 L I I r -500 L L L I r I
5 o 75 ) 2 0 400 600 800 1000 1200 7400 1600 1800 2000
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. Ergodicidade: amostras no instante . Estatistica sobre 50 segmentos de 1000 ptos
I} o
§ % 00 . estatistica no tempo: media max= 63l sqn(szlax)= 335 . g % 500 . media max= 87 sqrt(x2Max)= 376 . .
il k=1 3%
= 2 50 sinais g 2
S o 58 g q
m v m v
eyl ©
[CR] o] sool— Vo
= =8 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1
E2lS) e 50 . . . . . . . . .
o o a
3] o3
oo [ a8 g o
| 5 [ | 5 2
83 83
< <
N '.g N g 500 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1
O Ow
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. Estimadores . via dens. espectrais
09 08
8% T-7 S| Periodogramas de x(t)
'.5 s A 1 .6 @ Sinai taci £r
33 - T)=—— fx(t).x(t +7).dt 3% inais estacionarios
g ? T—-1 o 5% 1
So So a 2
@w LS. (w) =—|X (W)
o o xx
28 1 7T 2a N
@ > @
'(/E>§ R, (@) =ﬁ fx(t).y(t+‘[).dt UEJ§
s 8 0 s &
<3 g
@ § Estimadores sem bias: a §
I 5 J B 2 T
©o-o ©-o -1
© 5 e} R (t)=—F " {S
§:§ l]InT_.mE(RXX—Rn)—>O §§ xy( ) T_7 { )g/(f)}
O'n - D 2 O'n
E'é lim, . E(R, —-R, ) —0 EE
(7 (3
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Exemplo

Welch: estimador de S, (f)

1) Janelamento ¢/ Hamming, Hanning... de x(n) p/ evitar descontinuidades
2) Periodogramas

3) Média

Bartlett: particionamento

2 1 @
Sxx(f) = nd Zle(faT) |2 R(r) negligivel p/t>T

$,(N=-—= Z X, (DY (f.T)
S, (w) = ﬁ | 2 x,(m)w(n).e ™ |2

1 M1
E,=— > w>(n)

~2 18, (OP
Vo ()= Sﬂ(fy).s‘yy(f)
YoM

=

S = 50w

PTC 2456 — Proc. Sinais Biomédicos
Sinais biomédicos: processos estocasticos

1]
o
[ 3]
8%
58

(5]
33
ED
Q0
[’}

o
23
@8
o
&8
T8
8%
NE]
o
om
=2
D_CU
£
7]

@

epusp  PTC/LEB - S.Furuie 69 epusp  PTC/ LEB - S.Furuie 70




Periodograma do sinal inteiro (sem partiggo) Espectro estimado pelo método de Welch

Window de Hanning
64 pontos
overlap de 0%
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Correlagao, covariancia, dens.
espect
* Analise facilitada se processo for ergddico
— espago amostral <=> sinal temporal
* Processo estocastico ergddico
—{x(t)} e {y(t)}

— representados pelas amostras x(t), y(t)
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RESUMINDO: PROCESSOS
ESTOCASTICOS
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Correlagao entre x(t) e x(t+t) Correlagao: variaveis aleatorias

Correlagéo [X e Y]
— Correlagéo: corr(X,Y) corr (X, 7y = BE[X.7]
— Fungéo correlagédo
cruzada: X(t), Y(t) corr, (2) = E[X ()Yt +7)]
— F. autocorrelagdo: X corr. (@) = X)X +7)]
(1), X(t+ )
Coeficiente de correlagdo o, = BLX =) =~ 1))
— Normalizado entre [0,1] Ty
— Extraidas as médias
— Normalizado pelo d. padrao o, = E[(Y - 14,)°]

o7 = E[(X - 1,)’°]
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R_ (7)) =E[x()x(t+71)]

Se ergddicos=> autocorrelagao:

Matlab*: xcorr(x,y), corr(x,y), corrcoef(x,y)

R._(z)=lim, % ,;T x (O)x (¢ +7T)de
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Sinais biomédicos: processos estocasticos

Covariancia: variaveis aleatdrias

Covariancia [X e Y]
— Covariancia: cov(X,Y) [cov(X,Y) = E[(X — 1).(Y —14,)]]

— Funcéo Covariancia

cruzada: X(t), Y(t) COV 4y (7) = E[(X (1) = p0,)- (Y (1 +7) — 14,)]

cov,. (@) = E[(X (1) = ¢, ) (X +7) — pt,)]

— F. autocov: X(t), X(t+ t)
Coeficiente de correlagao
— Normalizado entre [0,1]
— Extraidas as médias Py
— Normalizado pelo d. padrao

_ X — )Y = 14)]
0,0,

_ cov .y (0)

2 Jcov ., (0).cov,, (0)

0.7 = El(X - 1,)°]

o,” = E[(Y - 14y)°]

PTC/ LEB - S.Furuie Matlab: xcov(x,y), cov(x,y), corrcoef(x,y) 79

Correlagao em instantes de tempo

12}
Q
o
el
O
S
=)
o
o
©
£
(2]
S
g
o
|
©
')
<
N
9
=
as

Sinais biomédicos: processos estocasticos

epusp  PTC/LEB - S.Furuie 82

PTC 2456 — Proc. Sinais Biomédicos
Sinais biomédicos: processos estocasticos

Correlagao cruzada entre x(t) e y(t+r)

x(t)

Estacionarios:

R, (7) = E[x(D).y( +7)]

Covariancia entre x(t) e y(t+r)

Estacionarios:

cov,, (7) = E[(x() —u )y +7) — 1,)]
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Se ergddicos: Se ergaddicos:
. 1 . 1
@® R, (@) =lim, . — [ x (t).y (t+7)dr oV, (@) =lim, . — [} (x(2) = 1) (¥t +7) — 2, )elr
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EPUSP

Densidade espectral de poténcia

» Motivacao
— energia do sinal para cada banda de
frequéncia
— espectro cruzado entre sinais
—relagéo entre SDF e correlagéo

PTC/ LEB - S.Furuie 89

Densidade espectral de poténcia

ECG T

Autocorrelagéo

o8 06 o4 oz oz o o6 o5

tau(s)
Specti BT Ref - 512

PSD
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Densidade espectral de poténcia: conceito

e

S..(/) = lim — E[| X, (/. 1]
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S, = lim - BLX, (/s )Y, (f,T)]
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Correlagao <=> espectro
F{R (D)} =S,()

F{R (D)} =S5S.()

Fungéo coeréncia [0,1]:

> 1S, (O
T = Sm(?).SW(f)

PTC/ LEB - S.Furuie 92
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