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Estruturas Hiperestdticas
&
Ndo-Linearidade do Comportamento Estrutural
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2° Semestre 2016

ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Denominam-se de estruturas hiperestaticas aquelas estruturas que
exigem a consideragd@o das deformagdes, na determinagdo de suas
reagbes de apoio e de seu estado interno de tensdes.

A rigor, todas as estruturas sdo hiperestaticas! Mesmo uma viga
biapoiada, somente & isostatica quando os apoios sdo considerados
como pontuais, o que é uma idealizagdo das condigdes de apoio reais,
as quais envolvem uma distribuigdo de forgas cuja determinagdo requer
o0 estudo das deformagdes dos materiais.
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

No préximo semestre (PEF2603) veremos uma método cldssico de
resolugdo de vigas hiperestaticas (‘método dos esforgos’).

Ma i J"E
C_ &___—W[. N Viga 3 vezes hiperestdtica!
Ho \ F ]
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A=0 i 3 equagdes de compatibilidade!
[=TXg | eB:O P

Neste semestre (PEF 2602), limitamo-nos a introdugdo do conceitos de
hiperestaticidade e ao estabelecimento das equagbes de compatibilidade,
resolvendo alguns problemas simples de trelicas e sistemas estaiados!
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TRELICAS

Seja a treliga composta por duas barvas:

Valem as relagbes:
sina=4/5=0,8

cosa=3/5=0,6
Sao dados:
P =100kN
E = 210GPa
s=2
o, =600MPa
* Pede-se d mina nas barra d amento d

ponto C, sob a¢do da carga P!
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Regra de Maxwell

* Cada né de uma treliga plana trelica fornece duas equagbes de equilibrio

- Logo, sendo n o nimero de nés, tem-se um total de 2n equagdes de equilibrio;
* Cada barra trelica fornece um esforgo solicitante, inicialmente incégnito

- Logo, sendo b o namero de barras tem-se um total de b esforgos incégnitos;

* Cada vinculo externo também fornece uma incégnital

- Logo, sendo r o namero de vinculos, tem-se um total de incognitas iqual (r+b)

* Uma condigdo necessaria (mas néo suficiente) para que uma trelica seja
isostdtica, isto &, possa ser resolvida exclusivamente por equagdes de equilibrio é

que 2n=b+r

*Se b+r>2n, existe um excesso de incégnitas, e novas equagbes devem ser
acrescentadas para a resolugdo do problema — a treliga é hiperestatical

* Se b+r<2n, existe uma caréncia de vinculos (internos e externos), e a treliga é
hipostatica (apresenta movimentos de corpo rigido ou mecanismos!)
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Regra de Maxwell

+ Reescrevendo e resumindo, tem-se:
<r .. hiperestatica
Regra de Maxwe ~ ) P -
(para treligas planas): 2n—b (=r . isostatica
>r .. hipostatica
+  Observa-se que a n ndicbes n Arias, mas na
i el dpreser. ¢ ce - 2

b fin iciente!

Voltando ao nosso exemplo:

Am : 4am

_AY
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A resolugdo da treligca pode ser feita considerando o equilibrio do né C:

4m : 4dm

_AY § &

> Fe=0 -~ (N,-N)sina=0 . N,=N,=N
> F =0 . 2Ncosa-P=0 .. N= P__ 100 N =83,33kN
2cosa 2-(3/5)

Note que, por ser um problema isostatico, a resolugdo ndo depende do
material, ou do dimensionamento, ou das deformagdes da estrutura, apenas
das forcas!

Note também que o equilibrio foi determinado considerando a geometria inicial
da estrutura, ou seja, desprezando as deformagdes que o sistema experimenta!
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Drmensionamento
Recordando: E =210GPa
— o, 600

o, =600MPa o=—t=—""-300MPa

s=2 S 2
Critério de Dimensionamento: Omax SO

Nmax — N < ;

3

5> /4El _ 4 83,33x1(: —0,0188m
o 7-300x10

Grin =18,8mm
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Deformagdes

Problema: determinar o deslocamento do ponto C:

1) deformagbes das barvas, admitindo que as mesmas sejam dimensionadas com Pmin :

-0
Por definicdo: &= 2 f=(1+8)£
‘, 0
Lei de o 300x10° -3
. e=—=—T"1=143x10° .. (=(1+1,43x10")-5=5,0071m
Hooke: E_ 210x10° ( )
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Deformagdes

Problema: determinar o deslocamento do ponto C:

O =+/5,0071° —4? —3=0,0118m =1,18cm

Note que no cdlculo acima considerou-se que as forgas normais ndo sdo afetadas pelas
variagdes geométricas, o que parece razodvel, ja que os deslocamentos sdo pequemos em
relagdo as dimensdes da estrutura!
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Cdleulo aproximado (“Diagrama de Williot")

< ‘ “aproximadamente retos”!

Al 0,0071

=0,0118m =1,18cm O/
cosa  3/5

Al=6cosa O =

O Diagrama de Williot € valido para pequenos deslocamentos e rotagdes!!
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TRELICAS HIPERESTATICAS

Acrescentando mais uma barra ao exemplo anterior:

adm ' 4m

Ay ‘ ‘
..... ) 4 B <r .. hiperestatica

@ @] @ 2n—b {=r ..isostatica

>r .. hipostatica

3m
a a
N 2-4-3=5<6 1xhiperestatica

P
Equilibrio do né C:
> Fe=0 . (N,—N)sing=0 .. N;=N,
N
Nl\“<1>“/ Ns '\ >F =0 .. 2N;cosa+N,-P=0 (2)
C
A resolugdo desta treliga requer uma equagdo
P adlicronal ds equagdes do equilibrio!
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TRELICAS HIPERESTATICAS

Esta equagdo adicional € dada pela necessdria compatibilidade entre as
deformagdes das barvas!

Diagrama Ay
de Williot:

Al,=6

(2)
Al =Al;=05cCosax

(2 equagdes de compatibilidade de deslocamentos,
sendo que uma reflete a simetvia do problema)
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TRELICAS HIPERESTATICAS

N./2. E. (Incorpora a Equagdo
Sabendo que:  Al;=—-1 .. N = '—A‘Mi (3)  Constiutiva
EA L, — Lei de Hooke)

Admitindo: EAi = EA. constante (barras de mesmo material e mesma segio
’ ! ! transversall)

Combinando (3) e (2):

N, ¢ 7
Al,=—LL=(5cosa
== (Scosar)
Lel:()‘ o= ngl — Nzgz
EAcosa EAcosa  EA
N,/
A, =—22=¢§ N, ¢, cosa
27 EA N, =—*——F (4
- fl
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TRELICAS HIPERESTATICAS

Substituindo (4) em (1), temos:

¢
w ' N=| 1 p
2.—*~cos'a+N, =P " ‘ (fﬁ%zcoszaj )

‘1

o l,cosa
Substituindo (5) em (4): M= [m} i

Para dos dados do problema : {fl =(,=5m;(,=3m;cosa = 3}
5

3x(3/5 45
N, = 5 i p-1%p_07p N, = I 7 S |P=—-P=0,2514P
5+2x3x(3/5) 179 5+2x3x(3/5) 179
s 45 3 (125
Verificando com (1): 2x| —P |x=+| =P |=P !
. (179 j 5 (179 j OK
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TRELICAS HIPERESTATICAS

Outra verificagdo interessante, consiste em considerar o caso

particular de trés barras iguais atuando em paralelo

a=0 .. cosa=1
Nesse caso li=l,=0=1
EA =cte

E por simetria, N, =N, =N, :%

De fato, considerando as expressbes obtidas anteriormente,

14
N1=N3=LP=E NZZ—ZPZE
(+2x0x(1)° 3 €+2><€><(1) 3
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Exer 6'12/ 0. Determinar os esforgos nas barvas da treliga:

e EA=10°

16m

P.=100kN

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

12m i 12m

2n—b <r ..hiperestatica
=r ..isostatica
>r . hipostatica

2-4-5=3<4 1xhiper

. o
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Ndo Lmearidade Geométrica

Quando os deslocamentos ndo puderem ser desprezados, o problema se torma
ndo-linear!

Nota: Esta segdo € incluida apenas como (lustragdo —- ndo cal em prova!

L/2 : f(x)=%\/ L® +4x°

L/2

l,==~L?+4h*
2
X
cosa(x)=——
£(x)
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Ndo Linearidade Geométrica

(1) As forgas normars nas barvas ; L/2
variam com a geomerria; ‘

N (x)= EA#(OX)z %(f(x)—éo)

N (x) =K (£(x)~1o)

onde k= -

2N (x)cosa(x)—P =0 . 2k(£(x)—=1y)———-P =0
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Ndo Lmearidade Geométrica

L/ ; Substituimdo valorves:

L/2

2k(£—€0)%—P:O

VL2 +4x2

Definindo a resultante das forgar internas:

0
2k[1—#Jx—P=o

20

IR

O equilibrio € expresso por: f (X) -P=0

e
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Para cada valor de P, encontra-se numericamente a configuragdo de equilibrio x*/

- f(x) Para os dados do problema:
Snap -through’ P / P=100kN  — x*=+3,115m
\\ Xg=-1,602m — P(xg)=599 kN:Pcrit
B i
A et X Xp=1,602m — P(xp)=-599 kN
0
'h ) D X * L/2 ) L/2
Trecho de 54“/7/?/"/'0 Regido impossivel para um cab N N
mstavel! g Regido impossivel pard uma trelig: LX/ AO<_ <
p = NN ho
O ‘snap-through’ &€ um tipo de Pl ~ NN .
mstabilidade caracteristica de arcos e =
cascas abatidas esbeftas, h
matematicamente conhecrdo como P
wonto limite’. 7 7

Por outro lado, a flambagem, vista
anteriormente, & um caso de instabilidade
conhecido como ponto de bifurcagdo’.

x
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e
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