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Denominam-se de estruturas hiperestaticas aquelas estruturas que
exigem a consideracéo das deformagdes, na determinacao de suas
reacdes de apoio e de seu estado interno de tensdes.

A rigor, todas as estruturas sdo hiperestaticas! Mesmo uma viga

biapoiada, somente é isostatica quando os apoios sdo considerados

H 447 como pontuais, 0 que é uma idealizagdo das condicdes de apoio reais,

Estruturas Hlpe restaticas as quais envolvem uma distribuicédo de forgas cuja determinacgao requer
& o estudo das deformagdes dos materiais.

N&o-Linearidade do Comportamento Estrutural

(Aula 7 — 10/10/2016)

Professores

Ruy Marcelo O. Pauletti & Leila Meneghetti Valverdes
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i TRELICAS
ESTRUTURAS HIPERESTATICAS
Seja a trelica composta por duas barras:
No préximo semestre (PEF2603) veremos uma método classico de Valem as relagdes:
resolugdo de vigas hiperestaticas (‘método dos esforgos’). .
sina=4/5=0,8
Viga 3 vezes hiperestatica! cosa=3/5= 0,6
Séo dados:
3 equagdes de compatibilidade! P =100kN
E = 210GPa
Neste semestre (PEF 2602), limitamo-nos a introdugéo do conceitos de s=2
hiperestaticidade e ao estabelecimento das equagdes de compatibilidade, o, =600MPa
resolvendo alguns problemas simples de treli¢as e sistemas estaiados!
* Pede-se determinar os esforcos nas barras e o deslocamento do
ponto C, sob acdo da carga P!
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Regra de Maxwvell
* Cada né de uma trelica plana trelica fornece duas equagdes de equilibrio
- Logo, sendo n o ndmero de nés, tem-se um total de 2n equacdes de equilibrio;
* Cada barra trelica fornece um esforgo solicitante, inicialmente incégnito
- Logo, sendo b o nimero de barras tem-se um total de b esforgos incégnitos;
* Cada vinculo externo também fornece uma incégnita!
- Logo, sendo r o nimero de vinculos, tem-se um total de incégnitas igual (r+b)
* Uma condic&o necessaria (mas néo suficiente) para que uma trelica seja
isostatica, isto é, possa ser resolvida exclusivamente por equagdes de equilibrio é
que 2n=hb+r

* Se b+r>2n, existe um excesso de incégnitas, e novas equagdes devem ser
acrescentadas para a resolucéo do problema — a trelica é hiperestatica!

* Se b+r<2n, existe uma caréncia de vinculos (internos e externos), e a trelica é
hipostatica (apresenta movimentos de corpo rigido ou mecanismos!)

Regra de Maxwvell

+ Reescrevendo e resumindo, tem-se:
<r .. hiperestética
2n—b {=r ..isostatica
>r . hipostatica

Regra de Maxwvell

(para trelicas planas):

* Observa-se que a regra de Maxwell apresenta condicdes necessarias. mas nao

suficientes, para os casos de trelicas isostéticas ou hiperestaticas, pois o arranjo das
barras e vinculos pode ser deficiente!

Voltando ao nosso exemplo:

4m

yB {n=3;b=2;r=4}

2:3-2=4 = Trelica Isostatica!

P
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A resolugdo da trelica pode ser feita considerando o equilibrio do né C: Dimensionamento
4m 5
Recordando: E =210GPa 600
o, =600MPa o=—=——=300MPa
N, N2 s=2 S 2
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Critério de Dimensionamento: Orax SO
P N N __=
N <
SF=0 o (Nj—=N)sina=0 - N,=N,=N A [ﬂj
4
P 100
>F =0 . 2Ncosa—P=0 .. N=——=-""r N =83,33kN
2cosa 2-(3/5) 33.33:10°
4N |[a. x1
g T = 2SS9 g 0188m

Note que, por ser um problema isostatico, a resolugao nao depende do o -300x10°

material, ou do dimensionamento, ou das deformacdes da estrutura, apenas

das forcas!

Note também que o equilibrio foi determinado considerando a geometria inicial Grin =18,8mm

da estrutura, ou seja, desprezando as deformac6es que o sistema experimenta!
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Deformacoes

Problema: determinar o deslocamento do ponto C:

1) deformacdes das barras, admitindo que as mesmas sejam dimensionadas com Prmin :

Deformacodes
Problema: determinar o deslocamento do ponto C:
! 4m 4m :
4 ys

(0

Deslocamento do ponto C: S=h-h = Jrii—a® - h,

8 =4/5,0071* —4? -3=0,0118m =1,18cm

-1
Por definicdo: &= 0 f:(1+g)f
A 0
Lei d s Note que no célculo acima considerou-se que as for¢cas normais néo sao afetadas pelas
el de o 300x10 3 . -3 variagdes geométricas, o que parece razoavel, ja que os deslocamentos sdo pequemos em
Hooke: &=—=% 5 =143x10 s A= (l+l' 43x10 )5 =5,0071m relagéo as dimensdes da estrutura!
E 210x10
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Calculo aproximado ("Diagrama de Williot")

4m 4m

Angulos
4 “aproximadamente retos”!

TRELICAS HIPERESTATICAS

Acrescentando mais uma barra ao exemplo anterior:
4m ! 4m

ys <r .. hiperestatica
2n—b {=r ..isostatica
>r .. hipostatica

2-4-3=5<6 lxhiperestatica

Equilibrio do né C:
SF,=0 . (N;=Np)sina=0 .. N;=N,

N2
A¢0,0071
AM=5cosa S=——=— =0,0118m=1,18cm OK! N, afta N .

4 3 = o -P= 1

cosa 35 ' ) >R =0 2N,cosa+N,-P=0 (1)

C
N - P ~ A lucdo desta treli a
O Diagrama de Williot é valido para pequenos deslocamentos e rotagdes!! l P ad?:i?nl;fzz e':flfi;ﬁ;: :f: ;:l?ﬁiziiz:"a equagao
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TRELICAS HIPERESTATICAS

Esta equacéo adicional é dada pela necessaria compatibilidade entre as
deformagcdes das barras!

Diagrama  /
de Williot:
Al, =6

(2
Al =Aly=5cosa

(2 equagdes de compatibilidade de deslocamentos,
sendo que uma reflete a simetria do problema)
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TRELICAS HIPERESTATICAS

[d E &
sabendo que:  Af, =Nl N =BAL @) Cnone T
EA 2 — Lei de Hooke)

Admitindo: EA = EA. constante (barrasde mesmo material e mesma secéo
: i y

transversall)

Combinando (3) e (2):

N,/
AL, :ﬁ:(écosa)
N1/1 :5 - lel — NZZZ
EAcosa EAcosa  EA
N,¢
Ay=—22=§ N,/,cosa
> EA N, =—22"—"= (4
fl
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TRELICAS HIPERESTATICAS

Substituindo (4) em (1), temos:

L
Noly (og? - N,=| ——2+——|P
2~%cos a+N,=P 2 [(1+2(26052aj 5)
. [ (,co8 j
Substituindo (5) em (4): N, =| —F—75—

0,+20,c08° a

Para dos dados do problema : {[1 = [3 =5m; [2 =3m;cosa = §1

5/

3x(3/5
N, = 5 p-Bp_o7p  N= L)Z P=5p_02514p
5+2x3x(3/5)? 179 5+2x3x(3/5) 179

45 3 (125
Verificand 1): 2x| —P [x=+| —P|=P !
erificando com (1) X[179 )X5+[17g ) OK!
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TRELICAS HIPERESTATICAS

Outra verificagéo interessante, consiste em considerar o caso

particular de trés barras iguais atuando em paralelo

a=0 .. cosa=1
Nesse caso Ly=l,=L,=1
EA=cte

E por simetria, N,=N,=N,=—

De fato, considerando as expressdes obtidas anteriormente,

! P
N, =N; = _ > P:E N,=| ———— |P=—
L+2x 0% (1) 3 £+2x0x(1) 3
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Exercicio: peterminar os esforgos nas barras da trelica:

A EA=10°

12m 12m

2n—b <r .. hiperesttica
=r ..isosttica
>r .. hipostatica

2-4-5=3<4 1xhiper
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Né&o Linearidade Geométrica
Quando os deslocamentos nédo puderem ser desprezados, o problema se torna
né&o-linear!

Nota: Esta secéo é incluida apenas como ilustracéo —- n&o cai em prova!

£(x) = %\/ L? +4x?

1\ A
|
! 1
! 1
- lo==A+an®
i ! 2
! 1
F—"
l X
v cosa(x)=——
2(x)
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N&o Linearidade Geométrica

(1) As forgas normais nas barras

variam com a geometria:

Al(x)

N(x)=EA 7 " %(/(x)—l@o)
N (x)=k(e(x)-1,)
onde kf/E

2N (x)cosa(x)~P =0 : 2K(£(x)=ty)—=—P
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Nao Linearidade Geométrica

Substituindo valores:

2k(/—/0)§—P=0

ZK[l,L]x,H

VL2 +4x2

Definindo a resultante das forcar internas:

2/
f(x)=2k|1-—= |x
() [ x/LZ+4xZ]

O equilibrio é expresso por: f (X) -P=0




Para cada valor de P, encontra-se numericamente a configuracéo de equilibrio x*!

Para os dados do problema:

P=100kN

— x*=+3,115m

X5=-1,602m — P(x5)=599 kN=P_;,
Xp=1,602Mm — P(x)=-599 kN

2

w2

‘Snap-through’ P
—_—
B
AATCTTTES x
o X*
)
Trecho de eqpilibrio Regiao impossy

instavel!

O ‘snap-through’ é um tipo de

Regido impossivel parg

instabilidade caracteristica de arcos e

cascas abatidas esbeltas,

matematicamente conhecido como

‘ponto limite’.

Por outro lado, a flambagem, vista

anteriormente, é um caso de instabilidade
conhecido como ‘ponto de bifurcacéo’.
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tvel para um cab “/
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uma trelic
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