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Capitulo 1

Introducao a analise e transmissao de

sinais

Neste primeiro capitulo, sao abordados os conhecimentos basicos necessarios ao estudo dos
sistemas de comunicagao.
Inicia-se com algumas defini¢coes basicas, passando-se a seguir a uma rapida revisao sobre

sinais e sistemas no dominio do tempo e da freqiiéncia.

1.1 Introducao

Neste curso, trata-se das comunicagoes por sinais elétricos. Apesar de nao ser a unica forma
possivel (vide correios, fala, etc.), esta adquiriu uma importancia fundamental na sociedade
moderna.

Sé para ficar nos exemplos mais 6bvios, o que seria de nossa civilizacao sem TV, radio e

telefonia? Alguns exemplos de sistemas de comunicagao sao mostrados na Figura 1.1.

Figura 1.1: Exemplos de sistemas de comunicagdes do dia a dia (LATHI, 1998a).
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Um diagrama de blocos de um sistema de comunicagao genérico é mostrado na Figura 1.2.
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Figura 1.2: Diagrama de blocos de um sistema de comunicagao.

Os elementos que compoem um sistema de comunicacao sao:

e Fonte: origem da mensagem - voz humana, imagem de televisao, dados.

e Transdutor de entrada: se o simbolo a ser transmitido nao é elétrico, o transdutor
de entrada o transforma em um. Exemplos: microfone, cameras, etc. A forma de onda

gerada é chamada de sinal em banda base ou sinal de informagao.

e Transmissor: modifica o sinal em banda base buscando uma transmissao eficiente. O
transmissor é constituido por um ou mais dos seguintes blocos: codificador de fonte,

codificador de canal e modulador.

e Canal: meio pelo qual o sinal na saida do transmissor é enviado. FExemplos: par

trancado, cabo coaxial, guia de ondas, fibra optica, ar.

e Receptor: processa o sinal recebido do canal desfazendo as modificagoes feitas pelo
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transmissor e pelo canal. E constituido por um ou mais dos seguintes blocos: decodifi-

cador de fonte, decodificador de canal e demodulador.

e Destino: unidade para a qual a mensagem é comunicada.

Problemas a serem combatidos:

e Distorcao: mudangas sofridas pela forma de onda transmitida devido a diferentes
atenuacoes e mudancas de fase sofridas por diferentes componentes em freqiiéncia do
sinal. Por exemplo, pulso retangular é arredondado ou “espalhado” durante a trans-

missao (veja Figura 1.3)

Sinal transmitido
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0‘6 - B B B B - —

()
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t

Sinal recebido

0.8

y(®)

0.4

0.2

Figura 1.3: Pulso retangular distorcido por um canal média maével.

e Ruido: sinais aleatdrios e imprevisiveis que contaminam o sinal transmitido ao longo do

canal.

O objetivo de um sistema de comunicacao é transportar informagoes de uma fonte para um

destino da forma mais eficiente possivel. As distor¢oes podem ser parcialmente corrigidas com
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o uso de equalizadores que desfacam os efeitos do canal. Ja os efeitos do ruido externo podem
ser minimizados com cuidados suficientes; porém, os efeitos do ruido interno ao sistema nunca
podem ser totalmente eliminados. “Ruido é um dos fatores basicos que estabelecem limites na

taxa de comunicac¢ao”

Desta forma, vé-se que para entender e estudar os diversos sistemas de comunicagao é

necessario ter um conhecimento solido de conceitos fundamentais:

o que é um sinal? Como modelar e caracterizar matematicamente um sinal?

Como medir sua intensidade?

como um dado ente (um canal, por exemplo) modifica um sinal? Como

caracterizar e estudar essas modificagoes?

: 0 que é o ruido? Existem diversas formas de ruido? Como combater

seus efeitos? Como caracteriza-lo? Como operar com quantidades definidas apenas em

termos estatisticos?
Sao exatamente estas questoes que serao abordadas nos Capitulos 1 e 2 antes da abordagem
dos sistemas de comunicagao propriamente ditos que sera feita no Capitulo 3.
1.2 Introducao a sinais

Defini¢ao de sinal: fungao (geralmente do tempo) que carrega algum tipo de informagao.

Exemplos:

1. variacdo da temperatura da sala durante um dia (Figura 1.4).
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Figura 1.4: Variacao da temperatura de uma sala.
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2. Sinal de voz (Figura 1.5).

Sinal de voz ('One ring to bring them all'y

n (amostras) w10

Figura 1.5: Exemplo de sinal de voz.

3. Numero de e-mails que chegam a sua caixa de entrada verificada a cada meia hora.(Figura

1.6).
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Figura 1.6: Exemplo de sinal de tempo discreto.

Definigao de sistemas: ente que processa um sinal de entrada z(t) e gera um sinal de saida

y(t) (Figura 1.7). Este sistema é representado matematicamente como y(t) = H[x(t)].
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x(t) y (1)
H —>

\ 4

Figura 1.7: Sistema com uma entrada z(t) e uma saida y/(t).

1.2.1 Medindo um sinal: energia e poténcia

A medida de um dado ente é um ntmero que indica a grandeza ou forca deste ente. Como
medir um sinal? A forma utilizada para se medir um sinal é através de sua energia ou poténcia.

Como motivagao para definicao dessas grandezas, considere-se o caso de circuitos elétricos:
neste caso, um sinal pode representar uma tensao ou uma corrente. Considere uma tensao v(t)
aplicada a um resistor R, produzindo uma corrente i(t). A poténcia dissipada no resistor é

dada por:

p(t) = I ou p(t) = Ri*(t). (1.1)

Assim, a poténcia instantanea p(t) é proporcional & amplitude do sinal elevada ao quadrado.
Além do mais, para R = 1€, a poténcia p(t) é exatamente igual a amplitude ao quadrado do
sinal. Baseando-se nisso, em comunicacoes, costuma-se definir a poténcia instantanea de um

sinal ¢(t) como:

py(t) = ¢*(t). (1.2)

Lembrando que a energia é o produto da poténcia pelo tempo, costuma-se definir a energia

do sinal real g(t) como:

E, = /OO g (t)dt. (1.3)

o0

Também definimos a poténcia média de um sinal como:

L
P, = lim —/ g*(t)dt. (1.4)

Para sinais peridédicos, pode-se calcular a poténcia média tomando-se a média apenas num
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periodo ao invés de considerar-se todo o eixo dos tempos. Para um sinal periddico de periodo

fundamental T, tem-se

1 [T/2
P, = —/ g*(t)dt. (1.5)
T J 1)

A raiz quadrada da poténcia média P, é chamada de valor eficaz ou rms (root-mean-square)
do sinal g(t).

Se g(t) for limitado e tiver duracao finita, P, = 0 e sua energia deve ser usada como medida.
Se ¢(t) for periédico ou tiver uma regularidade estatistica, entdo £, = oo e sua poténcia média
deve ser usada como medida.

Um sinal com energia positiva e finita é chamado de sinal de energia e um sinal com
poténcia positiva e finita é um sinal de poténcia.

Observacao: caso g(t) seja complexo, as Equagoes (1.3), (1.4) e (1.5) devem ser substituidas

por:
Egz/ lg(t)|*dt. (1.6)
L™ g (7
P:lim—/ g(t)|*dt. L7
g T—)OOT —T/2
1 (T2 )
Py== | gt (1.8)
—T/2
respectivamente
Exercicios

1. (LATHI, 1998a) Determine a medida adequada para os sinais da Figura 1.8.
2. (LATHI, 1998a) Determine a poténcia e o valor rms de:

(a) g(t) = Ccos (wot + )

(b) g(t) = Cy cos (wit + 61) + Cacos (wat + b), wi # wo
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@

at)

Figura 1.8: Sinais do Exercicio 1.

(c) g(t) = Dee!

1.2.2 Algumas operagoes uteis com sinais

Como sinais sao fungoes matematicas, podem ser operadas como tal. Resolva os seguintes

exercicios.

Exercicios

3. (LATHI, 1998a) As Figuras 1.9(a) e (b) mostram os sinais g(¢) e z(t) respectivamente.
Esboce (a) g(3t) e (b) z (%).

2

4. Para o sinal g(t) mostrado na Figura 1.10, esboce g(—t).
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(b)

/A\
A N

I
2 3

Figura 1.9: Sinais do Exercicio 3.

Figura 1.10: Sinal do Exercicio 4.

1.2.3 A funcao impulso unitario J(¢)

Definicao:
o(t) =0, t#0
(t 4 o)
o 6)dt =1

Pode-se visualizar um impulso como sendo um retangulo estreito e alto, como mostrado na

Figura 1.11

l/af —

~(a/2) a/2
t

Figura 1.11: Aproximacao do impulso unitario. A fungao 6(¢) é obtida quando a — 0.
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Sua largura é um nimero muito pequeno, a e sua altura, um nimero muito grande 1/a.

Assim, sua drea é 1. O impulso d(t) é obtido quando a — 0.

A fungao 6(t) é representada como na Figura 1.12.

Lo

v
B

Figura 1.12: Representagao gréfica do impulso ().

Algumas propriedades importantes da funcao §(t) sao:

1. Multiplicagao de uma funcao por um impulso

2. Propriedade da amostragem da funcao impulso unitario

/ T g)6(t) di = g(0)

—00

| otoste=1) de =g

—00

Funcao degrau unitario

Definigao:

,t>0
u(t) =
0,t<0

Na Figura 1.13 é mostrado um grafico de wu(t).

du
Repare que dgt) =6(1).

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)



1.2 Introducao a sinais 12

1.5

u(t)

05f

—+ O

Figura 1.13: Gréfico de u(t).

Se desejar-se que um sinal comece em ¢t = 0, pode-se multiplicé-lo por u(t). Por exemplo, o

sinal e~ ¢

! representa uma exponencial que comeca em t = —oo. Se desejar-se que ele se inicie
em ¢t = 0, pode-se descrevé-lo por e ®u(t). Um grafico deste sinal é mostrado na Figura 1.14.
Observacao: Um sinal que possui valores nao-nulos apenas para t > 0 é chamado de sinal

causal.

Exercicios

5. (LATHI, 1998a) Simplifique as seguintes expressoes:

(a) (H25)0(t)

(0) (Z555) 0(w)

(c) [e7tcos (3t —60°)] ()
(@) Bzl

6. (LATHI, 1998a) Calcule as seguintes integrais:

(a) Joo g(r)d(t —T)dr
(b) Joo d(r)g(t = 7)dr

(c) Jo b(t)e7tdt
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Figura 1.14: Grafico de e~ *u(t).
(d) J72 6(t — 2) sinwtdt

7. (LATHI, 1998a) Para a onda quadrada ¢(t) mostrada na Figura 1.15, encontre a compo-

nente em ¢(t) da forma sin(¢). Em outras palavras, aproxime ¢(t) em termos de sin(t)

g(t) = csint, 0 <t < 2, (1.15)

de forma que a energia do sinal de erro seja minima.

1.2.4 Algumas funcoes tteis
A segui define-se algumas fungoes que serao tteis ao longo do curso.

1. Fungao porta unitaria

0, |z| >3
rect(z) = ¢ 3 |z| =3 (1.16)
Lzl <5
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Figura 1.15: Sinal do Exercicio 7.

A Figura 1.16 mostra um grafico da fungao rect(z) e de rect (f), uma porta de compri-

mento a.
@) Pulso porta (b)
1 1
0.8 0.8
= <
g 0.6 % 0.6
(8] =1
2 04 3 04
0.2 0.2
0 0
-0.2 -0.2
-1 -0.5 0 0.5 1 -al2 0 a/2
X X

Figura 1.16: Pulso porta: (a)rect(z), (b) rect (£).

2. Funcao triangulo unitario

0, || >

Az) = (1.17)

N~ N

1=2z|, 2| <

A Figura 1.17 mostra um grafico de A(x) e de A (g), um triangulo de largura a.
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1 1 A
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0 o— 7/ N
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E E 1

Figura 1.17: Pulso triangular: (a)A(z), (b) A ().

3. Fungao de interpolagao sinc(z)

sinc(z) = Sinfc) (1.18)

Algumas propriedades dessa funcao
e sinc(z) é par

e sinc(x) = 0 quando sinz = 0 exceto em z = 0 em que ¢é indeterminada. Isto significa

que sinc(z) = 0 para x = +m, £27, £37, ...
e Usando a regra de L’Hospital, sinc(0) =1

e sinc(z) exibe oscilagoes periddicas de periodo 27 com amplitude continuamente decres-

1

T’

cente com

Um gréafico de sinc(z) é mostrado na Figura 1.18.

0.5

sinc(x)

-10 0 10

Figura 1.18: Pulso sinc.



1.2 Introducao a sinais 16

1.2.5 Breve revisao de niimeros complexos

Um ntimero complexo a + jb pode ser representado como um ponto cujas coordenadas carte-

sianas sao (a,b) no plano complexo, como mostra a Figura 1.19

G.JﬂJT . .
Irﬂj;'\" B

1

J
A real ™
_l_ #*

~b}rr— e

Figura 1.19: Representacao do nimero a + jb no plano complexo.

Denota-se este ntimero por z, assim z = a + jb. Os numeros a e b sao as partes real e

imagindria de z respectivamente. Isso pode ser expresso por

Re{z} =a e Im{z} =0 (1.19)

Os nuimeros complexos podem também ser expressos em termos de suas coordenadas po-

lares. Se (r,0) sao coordenadas polares do ponto z = a + jb entao

a = rcos(6) (1.20)
b = rsin(f) (1.21)

e
z=a+ jb=rcosf+ jrsinf = r(cosf + jsinf) (1.22)

O numero nao-negativo r é o maodulo e 6 é a fase do nimero z.

A férmula de Euler estabelece que

e/’ = cosf + jsinf (1.23)

Substituindo (1.23) em (1.22), obtém-se
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z=a+ jb=re’

(1.24)

Assim, um nimero complexo pode ser expresso na forma cartesiana como a -+ jb ou na

forma polar como re? com:

r=+va2+0 e

b
6 = arctan (—) .
a

(1.25)

(1.26)

Observe que r é a distancia do ponto z a origem. Por esta razao, r também é chamado de

magnitude (ou valor absoluto) de z e denotado por |z| . Da mesma forma, 6 é chamado de

angulo ou fase de z e denotado por Zz. Assim,

2| =r
e
z = |Z|6‘j\z.
Pode-se dizer também que
o L1
z rel? ||

Define-se z*, o conjugado de z = a + jb como

2 =a—jb=re .

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

A representacao grafica de um ntmero z e o seu conjugado z* é mostrada na Figura 1.19.

Observe que z* é uma imagem refletida de z pelo eixo horizontal. Para encontrar o conjugado

de qualquer nimero, precisa-se apenas trocar j por —j neste nimero (o que é o mesmo que

trocar o sinal de seu angulo).

No plano complexo, re’’ representa um ponto a uma distancia r da origem e a um angulo

f do eixo horizontal, como mostrado na Figura 1.20. Por exemplo, o ntiimero -1 esta a uma

distancia unitaria da origem e tem um angulo de 7 ou —7 (de fato qualquer multiplo impar
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de +m) como mostrado na mesma figura.

T -Q _.Z-.F!"IT
s e’ )
rJ
C
T |
@ ] ‘h:ﬁz _
ﬂ,v_" _"1 =T "{-ﬂ/—2 '1 IQQ,-—’

[
Figura 1.20: Representacao polar de niimeros complexos.

Assim,

e = 1. (1.31)

De fato,

et — 1

(1.32)

com k inteiro impar.
O ntmero 1, por outro lado, estd também a uma distancia unitaria da origem, mas tem

um angulo de 27 (na verdade, +2k7 para qualquer valor inteiro de k). Assim,
eI — 1, (1.33)

com k inteiro.

O ntmero j estd a uma distancia unitaria da origem e seu angulo ¢ 7. Assim,
el =j. (1.34)

Da mesma forma,

eIt = —j. (1.35)
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Assim,

Exercicios
8. Calcule e escreva os seguintes nimeros na forma polar:

(a) 2+ 73

(b) —24 41

(1.36)

9. Represente os seguintes niimeros no plano complexo e expresse-os em forma cartesiana.

(a) 273

(b) 2e72

1.2.6 Representacao de sinais por conjuntos de sinais ortogonais

Da mesma forma como representa-se vetores no espaco por projecoes em sistemas de eixos

ortogonais (coordenadas), pode-se fazé-lo também com sinais.

Dois sinais x,,(t) e z,(t) sdo ditos ortogonais num intervalo [t, t5] se

/tt2ﬂfm<t>x2(t>= Oooman

E,, m=n

Considerando-se um conjunto de sinais ortogonais 1 (t), za(t), ..., x,(t), ...

para um sinal qualquer ¢(t) num intervalo [t1,t5] (LATHI, 1998a),

g(t) = 1z (t) + coma(t) + ... + cpan(t) + ...

(1.37)

completo! entao

(1.38)

!Completividade aqui significa que é impossivel encontrar outro sinal ¢ (t) que seja ortogonal a x1(t), x2(t),

vey Ty (E) oo
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em que

Cp =

o g(t)a (D)t
to
i wi(t)dt

A série do membro direito de (1.38) é chamada de série de Fourier generalizada de g(t)

= Ein/tzg(t)x;(t)dt. (1.39)

com relac¢ao ao conjunto {z,(t)}.

A igualdade na Eq. (1.38) significa que a energia do erro, isto é, a energia da diferenca
entre os dois membros da equagao se aproxima de zero.

Exemplos de conjuntos de sinais ortogonais sao: fungoes trigonométricas, exponenciais,
funcoes de Walsh, funcoes de Bessel, polinomios de Legendre, polinomios de Laguerre, entre

outros.

1.2.7 Série de Fourier exponencial

Um conjunto {z,(t)} muito utilizado para representar sinais periédicos é {e/™0'}
n=0,+1, +2, ...
27

Este conjunto é ortogonal sobre qualquer intervalo de duragao Ty = =.

A série de Fourier exponencial de um sinal periddico g(¢) com periodo Ty é dada por

g(t)= > Dpe™". (1.40)

n=—oo

Usando a Eq.(1.39), pode-se mostrar que os coeficientes D,, sao dados por (LATHI, 1998a)

1 .
D, = - / g(E)eTmeotdy. (1.41)
To Jr,

Repare que para ¢(t) real, D_,, = D*.
O espectro de um sinal sao graficos de |D,| e de ZD,, em fungao de w.

O espectro de um sinal é a sua descri¢cao no dominio da freqiéncia.

Exercicios

10. (LATHI, 1998a) Encontre a série de Fourier exponencial para o sinal da Figura 1.21
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a(t)

—~+ O

Figura 1.21: Sinal periédico do Exercicio 10.

11. (LATHI, 1998a) Encontre a série de Fourier exponencial para a forma de onda periédica

g(t) da Figura 1.22.

0.8F |

a(t)

QA

-37T =271 - —17/2 w2 T 21 31

Figura 1.22: Sinal periédico do Exercicio 11.

12. (LATHI, 1998a) Encontre a série de Fourier exponencial e esboce o correspondente es-

pectro para o trem de impulsos dr, (t) mostrado na Figura 1.23.

Teorema de Parseval O teorema de Parseval para a série de Fourier trigonométrica afirma

que a poténcia de um sinal g(t) periédico pode ser calculada por
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4 9(t)
A A A A A A A
>
-2To -To 0 To 2To 3To t
Figura 1.23: Trem de impulsos.
Py = i D[ (1.42)

n=—oo

1.3 Analise e transmissao de sinais

1.3.1 Representagao de sinais aperiddicos pela integral de Fourier

Um sinal aperiédico g(t) pode ser visto como caso limite em que Ty — 0o ou wg — 0. Neste

caso, a somatorio da série de Fourier torna-se uma integral e

g(t) = % /00 G (w)e™ dw (1.43)
G(w) = /_00 g(t)e 'dt. (1.44)

O par ¢(t) e G(w) é chamado de par transformado e é representado de forma simbdlica por

Gw)=Fg(t)] e g(t) =F "[G(w)] (1.45)
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ou

g9(t) & G(w) (1.46)

Propriedade da simetria conjugada. O espectro G(w) é complexo e pela Eq. (1.44):

G(—w) = G*(w) (1.47)
|G(—w)| = [G(w)] (1.48)
£G(~w) = —/G(w) (1.49)

Assim, o espectro de amplitude |G (w)| é uma fungao par e o espectro de fase Z/G(w) é uma
fungao impar para g(t) real.

A Figura 1.24 (LATHI, 1998a) mostra uma tabela dos principais pares transformados.
Todos podem ser diretamente deduzidos a partir da defini¢ao (1.44).

Um conjunto de propriedades das transformadas de Fourier é mostrada na tabela da Figura

1.25 (LATHI, 1998a). As demonstragoes sao deixadas como exercicio (LATHI, 1998a).

Exercicios

13. (LATHI, 1998a) Encontre a transformada de Fourier de g(t) = rect (£).

14. (LATHI, 1998a) Encontre a transformada de Fourier do impulso unitério ().

15. (LATHI, 1998a) Encontre a transformada de Fourier inversa de 6(w).

16. (LATHI, 1998a) Encontre a transformada de Fourier inversa de ¢ (w — wy).

17. (LATHI, 1998a)Encontre a transformada de Fourier de cos wyt.
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Short Table of Fourier Transforms

g(1) G(w)
1 e “u(r) !
a+ jw a0
2 ar s 1
e“u(—r) =% a>0
3 e—all =
a’ + o? asa
4 te ™ u(r) *1—
@t o) a=>0
s et (s . -
o (a+ jowy ! .
6 8(r) 1
7 1 278 (w)
8 el@ot 278 (ew — wp)
9 cos wyt 7[8(w — wy) + 8(w + wp)]
10 sin wpt Jr[é(w + wy) — 8(w — wyp)]
11 u(r) wé(w) + L
Jjw
12 sgn t i
jo
x ;
13 cos wot u(t) 5180 — @) + 8(w + wp)] + 22
Wi — w?
14 sin wor u(r) T80 — o) — 8w + wp)] + X
2j @ — w?
15 e sinwot u(t) —
(@+ jw)? + i aet
16 e~ cos wot u(t) —M—
(a+jw)2+w§ a>0
t
17 rect (—) i b
. 7 sinc ( > )
w
8 = sinc (W) =2
x e (ZW)
t
9 Al Z sinc? (“Z
(r) 5 sinc (T)
w Wi
20 — sinc? (—— .4
2 2 4 (2W)
. [e o] oo
" | Z:S(r—nT) wy Zé‘(a)—nwo) wO=2_Jr
n=—oo n=—0oQ T

[E¥)

—12/952
et/2u

o 2re o 2

Figura 1.24: Pares transformados importantes (LATHI, 1998a).
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Fourier Transform Operations

Operation g G(w)
Addition o 81(2) + g2(2) Gi(@) + G2 (w)
Scalar multiplication kg(t) kG (w)
Symmetry G() 2rg(—w)
Scaling g(ar) 1s ( 9)
. . la , a
Time shift gt —1to) G(w)e /@
Frequency shift g(t)e/™! G(w — wp)
Time convolution g1() % g2(¢) G1(w)Gy(w)
Frequency convolution g1(®) g2 (1) 2i Gi(w) * G2 (w)
. . . d"g i
Time differentiation fw)"
a7 (Jo)"G(w)
G(w)

Time integration

/ g(x) dx

—— +1G(0)é(w)
jo

Figura 1.25: Propriedades da Transformada de Fourier(LATHI, 1998a).

18. (LATHI, 1998a) Encontre a transformada de Fourier da funcao sgn(t¢). A definigdo desta

funcao é:
1, t>0
sg(t) = (1.50)
-1, t<0
19. (LATHI, 1998a) Mostre que
g(—t) & G(—w) (1.51)

1

ot encontre a transformada de

Usando este resultado e o fato de que e “u(t) <

Fourier de e®u(—t) e de e~/

1.3.2 Sistemas LIT - a integral de convolucao

Na Secao 1.2, pagina 6, ja foi discutido o conceito de sistema. Foi visto que um sistema é uma
interconexao de operagoes que transforma um ou mais sinais de entrada em um ou mais sinais
de saida (HAYKIN; VAN VEEN;, 2001).

Matematicamente,um sistema é expresso por um operador. Por exemplo, para informar

que um sinal y(¢) é a saida de um sistema H cuja entrada é z(t) escreve-se
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y(t) = Hla(t)). (1.52)
A Figura 1.26 representa esta situacao.

z (1) y (1)
> H >

Figura 1.26: Sistema com uma entrada z(t) e uma saida y(t).

Classificagoes de sistemas

Memoria

Diz-se que um sistema possui memoria se sua saida depende de valores passados ou futuros
do sinal de entrada. A extensao temporal de valores passados dos quais a saida depende define
quao longe a memoria se estende no passado (HAYKIN; VAN VEEN, 2001).

Em contrapartida, diz-se que um sistema é sem memoria se seu sinal de saida depende
somente do valor presente do sinal de entrada.

Por exemplo, um resistor é sem memdria, uma vez que a corrente i(t) que flui através dele

em resposta a tensao aplicada v(t) é definida por

i(t) = —v(t) (1.53)

em que R ¢é a resisténcia do resistor. Por outro lado, um indutor tem memdria, uma vez que

a corrente i(t) é dada por

i@:%/ o(r)dr. (1.54)

Assim, é necessario o conhecimento de todos os valores anteriores da tensao para o calculo da

corrente.

Causalidade
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Diz-se que um sistema ¢ causal se o valor atual do sinal de saida depender somente dos
valores presentes ou passados do sinal de entrada. Em contrapartida, o sinal de saida de um
sistema nao-causal depende de valores futuros do sinal de entrada.

Por exemplo, um sistema com relacao entrada-saida

y(t) = a(t) + a(t — 1) (1.55)

é causal. Por outro lado, o sistema descrito por

y(t) = 2(t) + 2(t + 1) (1.56)

é nao-causal.

Invariancia no tempo

Diz-se que um sistema é invariante no tempo se um retardo de tempo ou avanco de tempo
do sinal de entrada levar a um deslocamento idéntico no sinal de saida. Isto implica que um
sistema invariante no tempo reage de maneira idéntica, nao importa quando o sinal de entrada
é aplicado.

Dizendo com outras palavras, as caracteristicas de um sistema invariante no tempo nao se
modificam com o tempo. Caso contrario, diz-se que o sistema ¢é variante no tempo.

Para um sistema H invariante no tempo, pode-se escrever que se H [z(t)] = y(t) entao
Hlz(t—T)] =y(t —T), qualquer que seja T

Por exemplo, o sistema y(t) = 2z(t — 1) é invariante no tempo. J& o sistema y(t) = tx(t) é

variante no tempo.

Linearidade
Dizemos que um sistema ¢é linear quando sao vélidos os principios da superposicao e da

homogeneidade explicados a seguir. Caso contrario, o sistema é nao-linear.
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Seja um sistema y(t) = H[z(t)] e sejam y;(t) a resposta a entrada z1(t) e yo(t) a resposta
a entrada z5(t). Um sistema satisfaz o principio da superposicao se, quando aplica-se a ele a

entrada x,4(t) = x1(t) + x2(t), sua salda é y,(t) = y1(t) + ya(¢).

Seja um sistema y(t) = H[x(t)] e seja y1(t) a resposta a entrada z1(t). Um sistema satisfaz
o principio da homogeneidade se quando aplicamos a ele a entrada xy(t) = axi(t), a € R, sua
saida é yy(t) = ayi(t).

Assim, para verificar se um sistema é linear, é necessario testar as duas condigoes acima.

Os sistemas que sao ao mesmo tempo Lineares e Invariantes no Tempo formam uma classe
de sistemas muito especial conhecida como sistemas LIT ou LTI (Linear Time Invariant), em

inglés.

Exercicio

20. Um sistema linear e invariante no tempo tem a resposta a entrada x(t) = §(t) (resposta
impulsiva) indicada na Figura 1.27. Faca um esbogo da saida y(¢) deste sistema quando

a entrada é:

(a) z(t) = 38(t)
(b) z(t) =6(t — 2)

(c) (t) = 26(t) + 0,58(t — 1)

A integral de convolugao

Os sistemas mais utilizados em quase todas as areas da Engenharia sao os sistemas LIT. O
principal motivo para esta preferéncia é que este tipo de sistema fica totalmente caracterizado

pela sua resposta impulsiva, ou seja, pela saida do sistema quando colocamos em sua entrada
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0.8F
06 R

h(®)

04} R TER| RRRTEE
0.2 |

-0.2

Figura 1.27: Resposta impulsiva de um sistema LIT.

o sinal impulso unitario 6(¢). Em outras palavras, se sabe-se a resposta de um sistema LIT a
uma entrada impulsiva, consegue-se calcular sua resposta a qualquer entrada.

Veja, por exemplo, o que ocorreu no Exercicio 20.

Qualquer sinal pode ser descrito como uma superposicao ponderada de impulsos deslocados

no tempo:

x@y:[fwumu—TmT (1.57)

[e.e]
Analisa-se agora a saida de um sistema LIT a uma entrada z(¢) descrita pela Eq. (1.57).
Denota-se por H o operador que representa a operagao realizada por este sistema e por h(t) a

resposta deste sistema a um impulso, ou seja,

y(t) = H [z(t)] (1.58)

h(t) = H[5(t)]. (1.59)

Sendo assim, para uma entrada qualquer z(t), pode-se escrever usando as Eqs. (1.57-1.59)

que



1.3 Analise e transmissao de sinais 30

y(t)=H[x(t)] = H {/OO x(7)o(t — 7)dr| . (1.60)

(o]
Levando-se em conta que o sistema é linear, pode-se aplicar a superposicao e a homogeneidade

para passar o operador para dentro da integral. Obtém-se assim

y(t) = /OO x(T)H [6(t — 7)] dT. (1.61)

—00

e, como o sistema ¢ invariante no tempo, tem-se

y(t) = /_OO x(T)h(t — T)dT. (1.62)

[e.9]

Desta forma, a resposta de um sistema LIT qualquer é dada por uma soma ponderada de
respostas impulsivas deslocadas no tempo. Ou seja, ela é totalmente descrita pela entrada e
pela resposta impulsiva.

A integral da Eq. (1.62) é chamada de integral de convolugcao e representada pelo simbolo

*, OU seja,

x(t) x h(t) = /00 x(T)h(t — T)dT (1.63)

A Figura 1.28 (HAYKIN; VAN VEEN, 2001) ilustra o processo de convolu¢do. A parte
(a) descreve a resposta ao impulso de um sistema LIT arbitrario. Na parte (b) a entrada
é representada como uma integral de impulsos ponderados e deslocados no tempo p,(t) =

x(7)0(t — 7). A saida do sistema associada a cada impulso p,(t) é

v (t) = 2(r)h(t — 7). (1.64)

Ou seja, v, (t) é obtida deslocando-se, no tempo, a resposta impulsiva de 7 unidades e multiplicando-

a por z(7). A saida y(t) a entrada x(t) é obtida integrando-se os sinais v, (t),

y(t) = /_ v (t)dr (1.65)
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Figura 1.28: Tlustragao da integral de convolucao (HAYKIN; VAN VEEN, 2001).
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Na prética, adota-se o seguinte procedimento para calcular z(t) x h(t) (HAYKIN; VAN
VEEN, 2001):

1. Trace x(7) e h(t — 7) com uma fungao da variavel independente 7. Para obter h(t — 7),
reflita h(7) em torno de 7 = 0 para obter h(—7) e depois desloque h(—7) no tempo de

—t.
2. Inicie com o deslocamento no tempo T grande e negativo.
3. Escreva a forma funcional para wy(7) = z(7)h(t — 7)

4. Aumente o deslocamento de tempo t até que a forma funcional para w(7) se modifique.
O valor t, no qual a mudancga ocorre, define o fim do intervalo corrente e o inicio de um

novo intervalo.

5. Admitindo que t esteja no novo intervalo, repita os passos 3 e 4 até que todos os intervalos
de deslocamentos de tempo t e as formas funcionais correspondentes para w;(7) sejam

identificados. Isto normalmente implica aumentar ¢ até um valor grande e positivo.

6. Para cada intervalo de deslocamento e tempo t, integre w;(7) de 7 = —00 a 7 = 0o para

obter y(t) nesse intervalo.

A Figura 1.29 ilustra um exemplo de cédlculo de convolucao para x(t) = u(t) — u(t — 3) e

h(t) = u(t) — u(t — 2).

Exercicio

21. (HAYKIN; VAN VEEN, 2001)Suponha que a entrada x(t) e a resposta ao impulso h(t)

de um sistema LIT sejam dadas por

() = 2u(t — 1) — 2u(t — 3) (1.66)

h(t) = u(t + 1) — 2u(t — 1) + u(t — 3) (1.67)

Encontre a saida deste sistema.
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22. (HAYKIN; VAN VEEN, 2001) Calcule a soma de convolugao y(t) = e 2u(t) * u(t + 2).
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Figura 1.29: Exemplo gréfico do célculo da convolucao y(t) = x(t) * h(t).



Capitulo 2

Probabilidades e processos estocasticos

Neste segundo capitulo, trata-se dos fenomenos que nao podem ser representados de forma
deterministica mas apenas em termos de estatisticas. Dentre estes, destaca-se o ruido que é
um limitante para qualquer sistema de comunicacoes, como foi discutido no capitulo anterior.

Define-se um sinal aleatdério ou randomico como uma forma de onda que pode ser caracte-
rizada apenas de uma maneira probabilistica. Em geral, pode ser uma forma de onda desejada
ou nao.

Alguns exemplos:

e O ruido de fundo ouvido quando escutamos uma radio. A forma de onda causadora do
ruido, se observada em um osciloscopio, aparece como uma tensao flutuando de forma
aleatoria com o tempo. Ela é indesejavel ja que interfere com nossa habilidade de ouvir

o programa de radio e é chamada de ruido.

e Num sistema de televisao, o ruido aparece na forma de interferéncia de imagem, freqiien-

temente chamada de “snow”.

e Num sistema sonar, sons do mar gerados de forma aleatéria geram ruidos que interferem

com os ecos desejados.

e Bits em uma comunicacao entre computadores parecem flutuar de forma aleatoria com

o tempo entre os niveis 0 e 1 gerando um sinal aleatorio.

35
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e A saida de tensao de um gerador edlico é aleatdria por causa da variacao randomica da

velocidade do vento.

e A tensao de um detector solar varia de forma aleatéria devido a imprevisibilidade das

condicoes das nuvens e do tempo.

e A tensao de um analisador de vibragao acoplado a um carro dirigido sobre um terreno

irregular.

Para definir precisamente as caracteristicas de um sinal aleatorio precisamos dos conceitos

da teoria das probabilidades.

2.1 Probabilidades

Comeca-se o estudo dos processos aleatorios introduzindo a teoria axiomatica das probabili-

dades. Para isso, precisa-se das Teoria dos Conjuntos.

2.1.1 Definicoes de conjuntos

Um conjunto é uma cole¢ao de objetos. Os objetos sao chamados de elementos do conjunto.

Existem dois modos para especificar os elementos de um conjunto:
e método tabular - todos os elementos sao enumerados explicitamente. Exemplo: {6; 7; 8; 9}.

e método da regra - o conteido do conjunto é determinado por uma regra. Exemplo:

{inteiros entre 5 e 10}.

Algumas definigoes:

e Conjunto enumerdvel - seus elementos podem ser postos em correspondéncia 1-a-1 (biunivoca)

com os numeros naturais. Caso contrario é nao-enumerduvel.
e Conjunto vazio (()) - ndo possui elementos.

e Conjunto finito - contém um numero finito de elementos. Caso contrério é infinito.
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e Conjuntos disjuntos ou mutuamente exclusivos - dois conjuntos que nao tém nenhum

elemento em comum.

e Conjunto universo S - conjunto que contém todos os elementos que estao sendo conside-

rados.

Exercicio

1. (PEEBLES, 2001) Os conjuntos a seguir representam possiveis valores que podem ser

obtidos na medicao de certa corrente:

A=A{1; 3; 5, 7}

B=A{1;3; ...}
C=1{05<c<85)

D = {0}

E =1{2; 4; 6; 8 10; 12; 14}

F={-5<f<12}

Determine se sao finitos ou nao, enumeraveis ou nao e especificados de forma tabular ou

por regra.

2. (PEEBLES, 2001)Ainda com relagao aos conjuntos do exercicio anterior, diga se é ver-

dadeiro ou falso:

(a) AC B
() AcC
(c) AZ F
(d) CCF
() DEF

(f) EC B
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3. (PEEBLES, 2001) Com relac¢do aos conjuntos do Exercicio 1, escreva todos os pares de

conjuntos que sao mutuamente exclusivos.

4. (PEEBLES, 2001) Considere-se o experimento de jogar um dado. Estamos interessados
nos numeros que aparecem na face superior. Pede-se:
(a) Escreva o conjunto universo S de todos os resultados possiveis.

(b) Num jogo, suponha que uma pessoa ganhe se sair um nimero impar. Escreva o

conjunto A dos resultados que interessam a esta pessoa.

(c¢) Suponha que uma outra pessoa vence se sair um nimero menor ou igual a 4. Escreva

o conjunto de todos os resultados que interessam a esta pessoa.

(d) Quantos subconjuntos de S existem?

2.1.2 Operacoes com conjuntos

Define-se a seguir as principais operacoes entre conjuntos.

Igualdade e diferenca

Dois conjuntos A e B sao iguais se todos os elementos de A estao presentes em B e vice-versa.
A diferenca de dois conjuntos A — B é o conjunto contendo todos os elementos de A que nao

estao em B.

Uniao e intersecgao

A unido de dois conjuntos (AU B) ¢é o conjunto de todos os elementos pertencentes a A, B ou
ambos. A intersec¢ao de dois conjuntos (A N B) é o conjunto de elementos comuns a A e B.

Se A e B forem mutuamente exclusivos, AN B = ().

Complemento

O complemento de um conjunto A, denotado por A é o conjunto de todos os elementos que

nao estao em A.
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Exercicio

5. (PEEBLES, 2001) Dados os conjuntos:

S={seN/1<s<12}
A ={1; 3; 5; 12}
B ={2; 6; 7,8 9; 10; 11}

C ={1; 3; 4; 6; 7; 8}

pede-se:
(a) AUB
(b) AUC
(c) BUC
(d) AN B

(e) AnC

Algebra de conjuntos

Valem as propriedades comutativa, distributiva e associativa para uniao e interseccao.

2.1.3 Probabilidade introduzida através de conjuntos

A definicao de probabilidades pode ser feita de forma axiomética a partir dos conceitos de

eventos e espacos das amostras.
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Experimentos e espaco das amostras

O espaco das amostras é o conjunto de todos os possiveis resultados de um experimento.
Simbolo: S.

Espacos das amostras discretos e continuos

O espaco das amostras € dito discreto se S é enumeravel. O espaco das amostras é dito continuo
se S é nao-enumeravel.

Eventos

Um evento é definido como um subconjunto do espago das amostras. Como um evento é um
conjunto, todas as definigoes e operacoes anteriores aplicadas a conjuntos se aplicam a eventos.

Por exemplo, se dois eventos nao tém resultados comuns eles serao mutuamente exclusivos.

Definicao de probabilidade e axiomas

A cada evento definido no espago das amostras S associa-se um nimero nao-negativo chamado
de probabilidade. A probabilidade é portanto uma funcao; é uma funcao dos eventos definidos.
Adota-se a notagao P(A) para a “probabilidade do evento A”.

A probabilidade deve satisfazer os seguintes axiomas para quaisquer eventos definidos num

espaco de amostras:
Axioma 1: P(A) >0
Axioma 2: P(S) =1

Axioma 3: P (UnN:1 An> =N P(A,) se AN A, =0.
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Modelo matematico de experimentos

Para resolver problemas de probabilidades sao necessarios 3 passos:
1. Estabelecimento do espaco das amostras
2. Definicao dos eventos de interesse

3. Associar probabilidade aos eventos de forma que os axiomas sejam satisfeitos

Exercicio

6. (PEEBLES, 2001) Um experimento consiste em observar a soma dos niimeros que saem

quando dois dados sao jogados. Determine a probabilidade dos seguintes eventos:

(a) A= {soma="7}
(b) B ={8 < soma < 11}

(¢) C'={10 < soma}

7. (PEEBLES, 2001) Um dado é jogado. Encontre a probabilidade dos eventos A = {um

ntimero fmpar é obtido }, B = {um numero maior do que 3 ¢ obtido}, AU B e AN B.

2.1.4 Probabilidade conjunta e condicional

Estes sao conceitos muito importantes que sao revistos a seguir.

Probabilidade conjunta

A probabilidade P(A N B) é chamada de probabilidade conjunta para dois eventos A e B que
se interceptam no espaco de amostras.

Estudando um diagrama de Venn, obtém-se:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) < P(A) + P(B) (2.1)
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Portanto,
P(ANB)=P(A)+ P(B)—-P(AUB) (2.2)

Para eventos mutuamente exclusivos, P(ANB) =0 e P(A)+ P(B) = P(AU B).

Probabilidade condicional

Dado um evento B com probabilidade nao-nula, define-se a probabilidade condicional de um
evento A, dado B , como:

P(ANB)
—PE (2.3)

P(A|B) =
Exercicio

8. (PEEBLES, 2001) Em uma caixa existem 100 resistores tendo a resisténcia e a tolerancia

mostradas na tabela da Figura 2.1.

Tolerance
Resistance (£2) 5 . 10% Total
22 . 10 14 24
47 2R 16 44
100 24 R 32

Total 62 38 100

Figura 2.1: Resistores em uma caixa (PEEBLES, 2001).

Considere que um resistor € selecionado da caixa e assuma que cada resistor tem a mesma
possibilidade de ser escolhido. Defina trés eventos: A como “selecionar um resistor de
47€), B como “selecionar um resistor com tolerancia de 5%” e C' como “selecionar um

resistor de 100Q2”. A partir da tabela, determine as seguintes probabilidades:



2.1 Probabilidades 43

(d) P(AN B)
(e) P(ANC)
(f) P(BNC)
(g) P(A|B)
(h) P(A[C)

(i) P(B|C)

Probabilidade Total

Dados N eventos mutuamente exclusivos B,, n = 1,2, ..., N, cuja uniao seja o espaco de

amostras S, a probabilidade de qualquer evento A pode ser escrita como

N

P(A) =) _P(A|B,) P(B,) (2.4)

n=1

Esta situagao ¢ ilustrada no diagrama de Venn da Figura 2.2

ANB,

Figura 2.2: N eventos mutuamente exclusivos B,, e o conjunto A (PEEBLES, 2001).
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Teorema de Bayes

O Teorema de Bayes, um dos mais importantes e usados na area de probabilidades e na teoria

de estimagao estabelece que:

P (A|B,) P (B.)
P(B,|A) = 2.
(B.]A) & (25)
Usando a probabilidade total, pode-se escrever que:
P(A|B,) P (B,
P (By|4) = 5 (A4]B.) P (B,) (2.6)

(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(Bs) + - - - + P(A|By)P(By)

As probabilidades P(B,,) sao geralmente chamadas de probabilidades a priori j& que sao
aplicadas a eventos antes de ocorrer o experimento. As probabilidades P(B,|A) sdo chamadas

de a posteriori ja que elas se aplicam quando um evento A é obtido.

Exercicio

9. (PEEBLES, 2001) Um sistema de comunica¢ao binario elementar consiste de um trans-
missor que envia um de dois simbolos possiveis (1 ou 0) sobre um canal para o receptor. O
canal ocasionalmente causa erros de forma que um 1 é detectado quando foi transmitido

um 0 e vice-versa.

O espago das amostras tem dois elementos (0 ou 1). Denota-se por By, i = 1, 2, como 0s
eventos “o simbolo antes do canal é 17 e “o simbolo antes do canal é 07, respectivamente.
Além disso, define-se A;, i = 1, 2, como os eventos “o simbolo depois do canal é um” e
“o simbolo depois do canal é zero”, respectivamente. Assume-se que as probabilidades
de que os simbolos um e zero sejam selecionados para transmissao sejam P(B;) = 0,6 e

P(B;) = 0,4.

O diagrama da Figura 2.3 mostra as probabilidades condicionais que descrevem o efeito

que o canal tem sobre os simbolos transmitidos.

Pede-se:
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OL 0.9 A

8, P(A|IB|)

P(B,) = 0.4
B, P(A,|8B,) Az
O 0.9 O

Figura 2.3: Sistema de comunicagao bindrio simétrico (PEEBLES, 2001).

(a) as probabilidades de se receber um 1 e de receber um 0 P(A;) e P(As).
(b) as probabilidades de acerto de bit P (B;|A;) e P (Bs|As).

(c) as probabilidades de erro de bit P (Bs|A;) e P (B1]A2).

2.1.5 Eventos independentes

Sejam dois eventos A e B tais que P(A) # 0 e P(B) # 0. Estes eventos sdo independentes se
a probabilidade de ocorréncia de um deles nao afeta a ocorréncia do outro evento. Usando a

notacao da secao anterior

P(A|B) = P(A) e P(B|A) = P(B) (2.7)

Por substituicao no teorema de Bayes, para eventos independentes,

P(ANB)=P(A)-P(B), Ae B independentes. (2.8)

Cuidado: nao confundir independéncia estatistica com eventos mutuamente exclusivos.
Dois eventos serem independentes significa que a ocorréncia de um nao depende, nao é influen-

ciado, pela ocorréncia do outro. Dois eventos serem mutuamente exclusivos significa que um
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nao pode ocorrer se o outro ocorreu. Em suma,

A e B independentes < P(AN B) = P(A) - P(B).

A e B mutuamente exclusivos < P(ANB) = 0.

Pelas defini¢oes, dois eventos com probabilidade nao-nula nao podem ser simultaneamente

independentes e mutuamente exclusivos.

Exercicios

10. (PEEBLES, 2001) Em um experimento, uma carta é selecionada de um conjunto comum
de 52 cartas. Defina os eventos A como “selecionar um rei”, B como “selecionar um

valete ou uma rainha” e C' “selecionar uma carta de copas”. Pede-se:

(a) Determine P(A), P(B) e P(C).
(b) Determine as probabilidades conjuntas P(AN B), P(BNC) e P(ANC).

(¢) Determine se os pares A e B, Ae C e B e C sao independentes ou nao.

11. Considere a retirada de quatro cartas de um conjunto com 52 cartas. Sejam os eventos
Ay, Ay, Az, Ay definidos como a retirada de um as na primeira, segunda, terceira e quarta
tentativas. Determine a probabilidade conjunta P (A; N Ay N A3 N Ay) (ou seja, retirar

quatro ases seguidos) nos seguintes casos:

(a) cada carta é recolocada no baralho apés ser retirada.

(b) as cartas retiradas nao sao retornadas ao baralho.

Em qual dos dois experimentos os eventos sao independentes?

2.1.6 Tentativas de Bernoulli

Considere o seguinte problema: seja A com P(A) = p um evento elementar tendo um de dois

possiveis resultados como elemento. Deseja-se repetir esse experimento N vezes e determinar



2.1 Probabilidades 47

a probabilidade do evento A ser observado k vezes nessas N tentativas. HEsse experimento é
chamado de tentativas de Bernoulli (“Bernoulli trials”).

Pode-se mostrar que, neste caso:

N s N—k
P(A ocorrer exatamente k vezes) = p"(1—p)™~ (2.9)
k
N
em que = —k!(J]vVik)!'

Quando N é muito grande, uma aproximagao para a formula acima, conhecida como aprox-

imacao de De Moivre-Laplace é dada por

P(A ocorrer exatamente k vezes) = (2.10)

1 (k= Np)?
21 Np(1 — p) P { 2Np(1 - p)}

Exercicios

12. Um submarino deseja afundar um porta-avioes. Ele terd sucesso apenas se dois ou mais
torpedos atingirem a embarcagao. Se o submarino dispara trés torpedos e a probabilidade

de cada torpedo atingir o alvo é 04, qual a probabilidade do porta-avices naufragar?

13. Em uma cultura usada para pesquisa bioldgica, o crescimento inevitavel de bactérias
ocasionalmente estraga os resultados de um experimento que requer que pelo menos
trées de quatro culturas nao estejam contaminadas para se obter um ponto de dado.
Experiéncias mostram que cerca de 6 em cada 100 culturas sao contaminadas de forma
aleatéria por bactérias. Se um experimento requer trés pontos de dados, encontre a
probabilidade de sucesso para um conjunto de 12 culturas (trés pontos de dados usando

quatro culturas cada).

14. Suponha que certa arma automaética dispara balas por 3 segundos a uma taxa de 2400

por minuto e que a probabilidade de acertar um alvo seja 04. Encontre a probabilidade
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de que exatamente 50 balas atinjam o alvo. (Use a aproximacao de De Moivre-Laplace).

15. Uma companhia vende amplificadores de alta fidelidade capazes de gerar poténcias de
10, 25 e 50W. Ela tem em maos 100 unidades de 10W das quais 15% sao defeituosas,
70 unidades de 25W dos quais 10% sao defeituosos e 30 dos de 50W dos quais 10% sao

defeituosos.

(a) Qual a probabilidade de que um amplificador vendido entre os de 10W seja defeitu-

0s07?

(b) Se cada amplificador de poténcia é vendido com mesma probabilidade, qual a pro-

babilidade de uma unidade selecionada de forma aleatoria ser de 50W e defeituoso?

(¢) Qual a probabilidade de uma unidade selecionada de forma aleatéria para venda ser

defeituosa?

2.2 A variavel aleatoria

Nesta secao é introduzido um conceito que permite definir eventos de uma forma mais consis-
tente. Este novo conceito é o de varidveis aleatorias e se constitui em uma poderosa ferramenta

na solucao de problemas probabilisticos praticos.

2.2.1 O conceito de variavel aleatoria

Define-se uma variavel aleatéria real como uma fungao real dos elementos de um espacgo das
amostras (PEEBLES, 2001). Representa-se uma variavel aleatdria por letras maitsculas (como
W, X ouY) e um valor particular que ela assume por letras minusculas (como w, x ou y).
Assim, dado um experimento definido pelo espaco das amostras com elementos s, atribui-se
a cada s o nimero real X(s) de acordo com alguma regra e diz-se que X (s) é uma varidvel
aleatoria.
Uma variavel aleatéria é discreta se possui apenas valores discretos. Uma variavel aleatéria

é continua se abrange um continuo de valores.
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Exercicios

18. (PEEBLES, 2001) Um experimento consiste em jogar um dado e uma moeda. Considere
uma varidvel aleatéria X tal que: (1)uma cara (H) corresponde a valores positivos de
X que sao iguais aos nimeros que aparecem no dado e (2) uma coroa (T) corresponde
a valores negativos de X cuja magnitude é o dobro do niimero que aparece no dado.

Pede-se:

(a) Represente o espago das amostras deste experimento
(b) Para cada evento s deste espago das amostras, determine X (s).
19. (PEEBLES, 2001) Um espago das amostras é definido pelo conjunto S = {1; 2; 3; 4}

sendo as probabilidades de seus elementos P(1) = 4, P(2) = & e P(3) = . Definindo

a variavel aleatéria X = X(s) = s3, calcule as probabilidades:

(a) P{X =1}
(b) P{X =8}
(c) P{X =27}
(d) P{X =64}

20. Suponha que a temperatura de uma localidade seja modelada como uma variavel aleatoria
continua T que sabe-se encontrar entre -5°C e 35°C. Além disso, considere que todos os

valores {—5 <t < 35} sdo igualmente provaveis. Calcule:
(a) P{T <10}
(b) P{5<T <10}

(¢) P{T = 10}

2.2.2 Funcao distribuicao cumulativa

A probabilidade P ({X < x}) é a probabilidade do evento {X < z} e é uma quantidade

que depende de z. Esta fungdo, denotada por Fx(x), é chamada de fun¢do distribuicdo de
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probabilidade cumulativa da varidvel aleatéria X. Assim,

Fy(z) = P({X < z}). (2.11)

Freqiientemente, Fx(x) é chamada de func¢do distribui¢ao de X. O argumento = é qualquer
numero real entre —oo e oo.

Algumas propriedades de Fx(x) sao:
1. Fx(—00)=0

2. Fx(o0) =1

3. 0< Fy(z) <1

4. Se x1 < xg entao Fx(z1) < Fx(z2)

5. P({z1 < X < x9}) = Fx(x2) — Fx(x1)

Exercicio

21. (PEEBLES, 2001) Considere que X assuma valores discretos no conjunto
{-1; —0,5; 0,7; 1,5; 3}. As probabilidades correspondentes sao {0,1; 0,2; 0,1; 0,4; 0,2}.

Determine e faga um gréfico de Fx(z).

2.2.3 Funcao densidade de probabilidade

A fungao densidade de probabilidade fx(z) é definida como a derivada da funcao de dis-

tribuicao. Assim,

de<$>

fx(z) = e (2.12)

Freqiientemente, chama-se fx(x) apenas de func¢dao densidade da varidvel aleatéria X .

A funcao fx(z) existe desde que a derivada de F,(z) exista. No caso de varidveis aleatérias

. L, . - - . d
discretas, pode ser necesséria a utilizagao de fungoes impulso d(x) = Z(f) para sua repre-

sentacao.
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As principais propriedades da funcao densidade sao:

1. fx(x) >0, qualquer que seja x
2. Fx(r) = [T fx(&)d¢
3. % fx(@)de =1

4. P({z1 < X <)) = [? fx(2)da

Exercicios

22. A atenuacao que certo canal apresenta é uma variavel aleatéria X cuja funcao densidade
gx(z) é dada na Figura 2.4. Pede-se:

A gx (XD

v

Ty — & Zy xo—l—a T

Figura 2.4: Funcao densidade triangular.

(a) Determine a para que g(x) seja uma func¢do densidade

(b) Para o valor de a do item anterior, determine e esboce G x(z)

23. Suponha que uma atenuacao aleatéria X tenha a densidade de probabilidade triangu-

lar do Exercicio 22 com g = 8, a = 5 e a = é

%. Determine a probabilidade

P({45< X <6,7}).
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24. A quantidade acessos normalizada a um servidor durante um dia é descrita por uma

variavel aleatoria X que tem distribuicao
Fx(z) = u(z) [1 - e—ﬂ . (2.13)

Determine a fungao densidade fx(z).

25. (PEEBLES, 2001) A central de um sistema de intercomunicagao prové musica para seis
quartos de um hospital. A probabilidade de que cada quarto seja ativado e consuma

poténcia a qualquer instante é 0,4. Quando ativado, o quarto consome 0,5W. Pede-se:

(a) Encontre e faca um gréfico das fungoes distribui¢ao e densidade para a varidvel

aleatéria “poténcia fornecida pela central”.

(b) Se o amplificador da estacao principal fica sobrecarregado quando mais do que 2W

é necessario, qual a probabilidade de sobrecarga?

2.2.4 A variavel aleatéria gaussiana

Uma variavel aleatoria é chamada de gaussiana se sua funcao densidade de probabilidade tem

a forma

fx(@) = ——=e *% (2.14)

em que ox > 0 e —o0 < axy < oo sao constantes reais. A Figura 2.5 mostra um grafico de
fx(z) paraax =0eox = 1.

A densidade gaussiana é a mais utilizada de todas as densidades e aparece praticamente
em todas as areas da Ciéncia e da Engenharia. Esta importancia vem de sua descrigao precisa
de muitas quantidades praticas e de significado no mundo real, especialmente as quantidades
resultantes de muitos efeitos aleatérios pequenos que se somam agindo para criar a quantidade
de interesse (PEEBLES, 2001).

A funcao distribuicao gaussiana é dada por

1 r  (6-ay)?
FX(x):—/ e *x dt. (2.15)

V203 Jow
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Densidade gaussiana com a, = Oe oy = 1

0.4 ~
03f |

2 02
0.L1f
% 0 4

Figura 2.5: Funcao densidade gaussiana com axy =0 e ox = 1.

A integral da Eq. (2.15) nao tem forma fechada conhecida. Para obter Fx(z), define-se a

distribuicao gaussiana normalizada

F(x) = L/m e’édé (2.16)

e, com essa definicao, tem-se:

Fy(x)=F (‘C—“w) (2.17)

A fungao F(x) é encontrada em tabelas em muitas referéncias, como (PEEBLES, 2001).
Alguns livros, como (LATHI, 1998a) tabelam Q(x) = 1 — F(z) ao invés de F(x).
A tabela da Figura 2.6 (PEEBLES, 2001) mostra valores de F'(z) para > 0. Repare que

para z < 0 basta utilizar o fato de que F(—x) =1 — F(x).

Exercicios

26. A relacao sinal-ruido no canal de um sistema de comunicagoes dada em dB pode ser
aproximada por uma variavel aleatéria gaussiana X sendo ax = 3 e ox = 2. Encontre a

probabilidade do evento {X < 5,5}.
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TABLE B-1
Values of F(x) for 0 < x < 3.89 in steps of 0.01

x .00 .01 .02 .03 .04 05 .06 07 08

0.0 5000  .5040  .5080  .5120  .5160  .5199  .5239  .5279  .5319
0.1 5398 5438 5478 5517  .5557  .5596  .5636  .5675 .5714
0.2 5793 5832 5871 5910 5948 5987 6026  .6064  .6103
0.3 6179 6217 6255  .6293  .6331  .6368  .6406  .6443  .6480
0.4 6554 6591 6628  .6664  .6700  .6736  .6772  .6808  .6844
0.5 6915 .6950  .6985 .7019  .7054  .7088  .7123 7157  .7190
0.6 7257 7291 7324 7357 7389 7422 7454 7486  .7517
0.7 7580  .7611 7642 7673 7704  .7734 7764 7794  .7823
0.8 7881 7910  .7939  .7967  .7995  .8023  .805l .8078  .8106
0.9 8159 8186  .8212  .8238  .8264  .8289  .8315  .8340  .8365
1.0 .8413  .8438  .8461  .8485  .8508  .8531  .8554 8577  .8599
1.1 .8643  .8665  .8686  .8708  .8729  .8749 8770  .8790  .8810 .
1.2 .8849  .8869  .8888  .8907  .8925  .8944 8962  .8980  .8997 .
1.3 9032 9049 9066  .9082 9099 9115 9131 9147 9162
1.4 9192 9207 9222 9236 .9251 .9265 .9279  .9292  .9306
1.5 9332 9345 9357 9370 9382 9394 9406 9418  .9429
1.6 9452 9463 9474 9484 9495 9505 9515 9525 9535
1.7 9554 9564 9573 9582 9591 9599 9608  .9616  .9625
1.8 9641 9649 9656  .9664 9671 9678 9686  .9693  .9699
1.9 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9756  .976l
2.0 9773 9778 9783 9788 9793 9798 9803  .9808  .9812
2.1 9821 9826 9830  .9834 9838 9842 9846 9850  .9854
2.2 9861  .9864 9868 9871 9875 9878  .9881 9884 9887
23 9893 9896  .9898  .9901  .9904 9906  .9909 9911  .9913
2.4 9918 .9920 9922 9925 9927  .9929  .9931 9932 9988
2.5 9938 9940 9941 9943 9945 9946 9948 9949 995l
2.6 9953 9955 9956 9957 9959  .9960  .9961 9962 9963
2.7 9965 9966 9967  .9968 9969 9970  .9971 9972 998
2.8 9974 9975 9976 9977 9977 9978 9979 9979  .9980
29 9981 9982 9982 9983 9984 9984 9985  .9985  .9986
3.0 9987 9987 9987 9988  .9988  .9989  .9989  .9989  .9990
3.1 9990 9991 9991 9991 9992 9992 9992 9992  .9993
3.2 29993 9993 9994 9994 9994 9994 9994 9995  .9995
33 9995 9995 9996 9996 9996  .9996  .9996  .9996  .9996
3.4 9997 ©.9997 9997 9997 .9997 9997 9997  .9997  .9998 nEs
3.5 9998 9998 9998 9998  .9998 9998 9998 9998  .9998 .9998
3.6 9998 9999 9999 9999  .9999 9999 9999 9999  .9999 .999
3.7 9999 9999 9999 9999 9999 .9999  .9999  .9999  .9990 NS
3.8 9999 9999 9999 9999 9999 9999  .9999 1.0000 1.0000 1.0000

Figura 2.6: Valores tabelados de F'(z) (PEEBLES, 2001).
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27. (PEEBLES, 2001) Assuma que a altura das nuvens sobre o solo em um determinado
local é uma variavel aleatéria gaussiana X com ayx = 1830m e ox = 460m. Encontre a

probabilidade de que uma nuvem esteja a uma altura superior a 2750m.

28. Seja uma variavel aleatéria gaussiana para a qual ay = 7 e ox = 0,5. Encontre a

probabilidade do evento {X < 7.3}.

2.2.5 Outros exemplos de distribuicoes e densidades

A seguir, descrevem-se outros exemplos de distribui¢oes utilizadas em problemas de comu-

nicacoes.

Binomial

Para0<p<leN=1, 2 ..., afuncao

fx(x)=>" PP —p)Fo(x — k) (2.18)

¢é chamada de func¢ao densidade binomial.

A densidade binomial pode ser aplicada aos experimentos de Bernoulli. E utilizada em
muitos problemas de deteccao em radar e sonar e muitos experimentos tendo apenas dois
possiveis resultados.

Integrando-se Eq.(2.18), obtém-se a func¢do distribuicdo binomial

N
Fx(z) =) ) P = p)*ule — k) (2.19)

Na Figura 2.7 sao tracados graficos das funcgoes densidades e distribui¢cao binomial para

N =6¢ep=0,25.
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Figura 2.7: Exemplo de densidade e distribui¢ao binomial com N =6 e p = 0,25.
Poisson
A variavel aleatéria de Poisson tem densidade e distribuicao dadas respectivamente por:
fx(z)=e" E E(S(x — k) (2.20)
k=0
Fx(z)=¢™" E yu(x — k) (2.21)
k=0

em que b é uma constante positiva.

A distribuicao é um caso limite da distribuicao binomial em que N — oo e p — 0 com
Np =b. E usada para descrever, por exemplo, o niimero de unidades defeituosas numa linha
de producao, o numero de chamadas telefonicas feitas durante um periodo de tempo, ou o
nimero de elétrons emitidos de uma pequena por¢ao de um catodo num intervalo de tempo.

Se o intervalo de tempo de interesse tem duracao 7" e os eventos sendo contados ocorrem a
uma taxa A, entao b é dado por

b= AT (2.22)

Exercicio
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29. (PEEBLES, 2001) Assuma que a chegada de carros num posto de gasolina é uma dis-
tribuicao de Poisson e ocorrem a uma taxa média de 50/h. O posto tem apenas uma
bomba. Assumindo que todos os carros necessitam de 1 minuto para abastecer, qual a

probabilidade de que uma fila se forme na bomba?

Uniforme

A densidade de probabilidade uniforme e a sua funcao distribuicao sao dadas por

ﬁ, a<x<b
0, caso contrario
;
0, r<a
Fx(z)=q =2 a<ax<b (2.24)
1, x>0

para constantes reais a e b com b > a.

A Figura 2.8 mostra graficos de fx(z) e de Fx(z) para este caso.

Densidade e distribuicdo uniforme
T T

1(b-a)|- .

1,00

)

X

Figura 2.8: Funcgoes densidade e distribui¢cao uniforme.

Uma aplicagao importante é na modelagem do erro de digitalizacao de sinais amostrados

em sistemas de comunicagoes digitais.



2.2 A variavel aleatoria 58

Exponencial

As funcoes distribuicao e densidade exponencial sao:

p
1 _(I*a)
7€ b, T>a
fx(z) = (2.25)
0, r<a
(
( (2—a)
l—e"773, z>a
Fx(z) = (2.26)
0, r<a
\

para nimeros reais a e b com b > 0.

Na Figura 2.9 sao mostrados graficos da densidade e da distribuicao exponencial.

Densidade e distribuigdo exponencial

b -

1,00

X

Figura 2.9: Fungoes densidade e distribuicao exponencial.

Algumas das aplicacoes da variavel aleatéria exponencial sao a descrigao do tamanho das
gotas de chuva e a flutuagao da intensidade de um sinal de radar recebido da reflexao de certas

aeronaves.

Exercicio

30. (PEEBLES, 2001) A poténcia refletida por uma aeronave com um formato complexo é
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recebida por um radar e pode ser descrita por uma varidvel aleatoria exponencial P. A

densidade de P é, portanto,

L "7
e o, p>0

fep)=4 ™ (2.27)
0, p <0

em que Py é o valor médio da poténcia recebida. Em um instante particular, P pode ter
um valor diferente do seu valor médio. Qual a probabilidade de que a poténcia recebida
seja maior do que o seu valor médio?

Rayleigh

As fungoes densidade e distribui¢ao de Rayleigh sao

_ (zfa)2

2rx—ae 5, z>a
fx(z) = (2.28)
0, r<a
\
( (z—a)?
l—e"777v, 2>a
Fx(z) = (2.29)
0, r<a
\

para nimeros reais a e b com b > 0.
Na Figura 2.10 sao mostradas curvas das funcoes densidade e distribuicao de Rayleigh.
Entre outras aplicacoes, a variavel de Rayleigh descreve a envoltéria de um tipo de ruido
quando passa por um filtro passa-faixas. Também é importante na analise de erros em varios

sistemas de medicao.

Exercicios

31. (PEEBLES, 2001) O valor x = xz, tal que P (X <xy) = P (X > zy) é chamado de

mediana de uma distribuigao. Determine a mediana de uma distribuicao de Rayleigh.

32. (PEEBLES, 2001) Uma tensao aleatéria gaussiana X para a qual ax = 0 e ox = 4,2V

aparece através de um resistor de 1002 com uma poténcia méxima permitida de 0,25W.
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Densidade e distribuicdo de Rayleigh

0.607sqrt(2/b) - B

F )

X

Figura 2.10: Funcgoes densidade e distribuigao de Rayleigh.

Qual a probabilidade de que esta tensao cause uma poténcia instantanea que exceda a

maxima do resistor?

2.3 Operacoes sobre uma variavel aleatéria - Esperanca

Nessa secao, introduz-se algumas operacoes importantes que podem ser realizadas sobre uma

variavel aleatédria.

2.3.1 Valor esperado

Valor esperado é o nome dado ao processo de tomar uma média quando uma varidvel aleatéria
estd envolvida. Para uma varidvel aleatéria X, usa-se a notacao E[X], que pode ser lida como
“a esperanca matematica de X7, “o valor esperado de X7, “o valor médio de X” ou ainda “a
média estatistica de X7.

Ocasionalmente, usa-se a notacao X que tem o mesmo significado que E[X], ou seja,

X = E[X].

Para motivar a definicao de E[X], parte-se do exercicio a seguir.

Exercicio
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33. (PEEBLES, 2001) Noventa pessoas foram selecionadas aleatoriamente e o valor em reais
fracionario das moedas em seus bolsos foi contado. Se a conta dava acima de um real,
o valor inteiro era descartado e tomava-se apenas a parte que ia de 0 a 99 centavos.
Observou-se que 8, 12, 28, 22, 15 e 5 pessoas tinham 18, 45, 64, 72, 77 e 95 centavos

respectivamente. Determine o valor médio da quantidade de centavos nos bolsos.

Seguindo o exemplo do Exercicio 33, o valor esperado de uma variavel aleatoria X é definido

por

EX]=X = /_00 zfx(x)dz. (2.30)

Caso X seja discreta com N possiveis valores de z; com probabilidades P(x;), entao:

EX] =X =) a;P(x,). (2.31)

Exercicio

34. A poteéncia captada na entrada de uma antena interna pode ser modelada aproximada-

mente por uma variavel aleatoria continua distribuida exponencialmente com

fx(x) = (2.32)

e—azT

Determine o valor médio da poténcia recebida. Dica: [ ze ““dr = — (1+ ax).

a2

Como ficard evidente na proxima secao, muitos parametros tteis relacionados a uma variavel
aleatéria X podem ser obtidos encontrando o valor esperado de uma funcao real g(-) de X.

Este valor esperado é dado por

B0l = [ o) s (239

o0
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Se X for uma varidvel aleatéria discreta,

E[g(X)] =) g(x) P (w). (2.34)

Exercicios

35.

36.

(PEEBLES, 2001) Sabe-se que uma dada tensao aleatéria pode ser representada por uma

variavel aleatoéria de Rayleigh V' com funcao densidade dada por

_(1}7(1)2
(v—a)e" o , v>a

SN

fvv) = (2.35)

0, v<a

com a = 0 e b =5 Esta tensao ¢ aplicada a um dispositivo que gera uma tensao
Y = g(V) = V? que é igual, numericamente, a poténcia de V (sobre um resistor de 1(2).

Encontre a poténcia média de V.

(PEEBLES, 2001) Um problema em sistemas de comunicagbes é como definir a in-
formacao de uma fonte. Considere a modelagem de uma fonte capaz de emitir L simbolos
distintos (mensagem) representada pelos valores de uma variavel aleatéria discreta z;,
i=1,2,..., (L =2 ¢ o caso binario). Seja P(z;) a probabilidade do simbolo X = z;.
Pergunta-se, qual a informagao contida nesta fonte, em média. E necessério fazer trés

consideracoes.

Primeiro, considera-se que a informacao deve ser maior para saidas da fonte com baixa
probabilidade. Por exemplo, contém pouca informacao prever tempo quente e seco para
o deserto do Saara ja que estas condicoes prevalecem quase todo o tempo. Mas prever
tempo frio e chuvas fortes carrega “muita informacao”. A seguir, as informagoes de duas
fontes independentes devem se somar de acordo e finalmente a informacao deve ser uma
quantidade positiva (uma escolha feita) e zero para um evento que ocorre com certeza.
A tnica funcao com estas propriedades é a logaritmica. Como duas quantidades repre-

sentam o menor nimero para uma escolha, o logaritmo na base 2 é escolhido para medir
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informacao e sua unidade é chamada de bit. Para uma fonte, definimos a informacao de

um simbolo x; como logs [%] = —logs [P (x;)]. Determine entao a informagao média

ou entropia, de uma fonte discreta com L simbolos possiveis.

2.3.2 Momentos

Uma aplicagao imediata do valor esperado de uma fungao ¢(-) de uma variavel aleatéria X é
o calculo de momentos. Dois tipos de momentos sao de interesse, os em torno da origem e os

em torno da média.

Momentos em torno da origem

A funcao

g(X)=X", n=0,1,2, ... (2.36)

quando usada na Eq. (2.33) fornece o momento em torno da origem da variavel aleatéria X.

Denotando-se o enésimo momento por m,,, tém-se:

mn = E[X"] = / T () da (2.37)

—00

Claramente, mo = 1, a drea sob a funcdo fx(x) e m; = X, o valor esperado de X.

Momentos centrais

Momentos em torno da média sao chamados de momentos centrais e sao simbolizados por .

Sao definidos pelo valor esperado da funcao

g X)=(X-X)", n=0,1,2,... (2.38)
que é
o= E[(X —X)"] = /_ (x— X)" fx(2)dr. (2.30)

O momento py = 1, a drea sob fx(z), enquanto py = 0. (Por qué?).
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Variancia e distorgao (skew)

O segundo momento central ps é tao importante que é conhecido por um nome especial:

varidncia representada por o%. Assim, a variancia é definida por

0% = E [(X - 7)2} - / (x - X)° fx(2)da. (2.40)
A raiz positiva ox da variancia é chamada de desvio padrao de X e é uma medida do
espalhamento da fungao fy(x) ao redor da média.

A variancia pode ser determinada conhecendo-se o primeiro e segundo momento em torno

da origem, pois
k=B |(X-X)"| =B [x*-2XX + X°| = B [X*] - 2XB[X] + X" = my —m} (241)

O terceiro momento central us = F [(X — 7) 3] ¢ uma medida da assimetria de fx(x) ao
redor de = X = my. E chamada de distor¢ao (skew) da funcao densidade. Se uma densidade
é simétrica em torno de = X, entdo ela tem distorcao zero.

O terceiro momento central normalizado £8 é chamado de coeficiente de distor¢ao (skew-

X

ness).

Exercicios

37. (PEEBLES, 2001) Seja X uma varidvel aleatéria com a fungao densidade exponencial do

Exercicio 34. Determine a variancia de X.

38. (PEEBLES, 2001) Ainda para a variavel X do exercicio anterior,

(a) Mostre que us = X3 — 3X03% — X

(b) Calcule pg e o coeficiente de distorgao.

i . 2,mz _pmx |22 22 2 |, 3,mz _omz |z3 322 |, 6z 6
Dicas: [a?e™dx = ™" | L mz—i—mg},fxe dr =e [m e i B

39. (PEEBLES, 2001)Certo medidor é projetado para ler pequenas tensdes, porém comete

erros por causa de ruidos. Os erros sao representados de forma acurada por uma variavel
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aleatéria gaussiana com média nula e desvio padrao 1072V. Quando o nivel DC é de-
sconectado, descobre-se que a probabilidade da leitura do medidor ser positiva devido ao
ruido é 0,5. Quando a tensao DC é presente, a probabilidade torna-se 0,2514. Qual o
nivel DC?

2.4 Miltiplas Variaveis Aleatorias

Nesta secao, estende-se a teoria para incluir duas variaveis aleatérias na descricao de um

fenomeno. Como exemplo, pode-se pensar nas coordenadas de um ponto aleatério num plano.

2.4.1 Variaveis aleatorias vetoriais

Suponha que duas variaveis aleatérias X e Y sejam definidas num espago de amostras S em
que valores especificos de X e Y s@o denotados por z e y respectivamente. Entao, qualquer par
ordenado de numeros (x,y) pode ser convenientemente considerado como um ponto aleatério
no plano zy. O ponto pode ser tomado como o valor especifico de uma variavel aleatéria
vetorial ou um vetor aleatorio. A Figura 2.11 ilustra o mapeamento envolvido em ir de S para

o plano zy.

2.4.2 Distribuicao conjunta e suas propriedades

As probabilidades dos eventos

A={X <2} (2.42)

B={Y <y} (2.43)

ja foram definidas como fungoes de x e y respectivamente e chamadas de fungoes distribuicao

de probabilidades. Ou seja,
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Function X

Figura 2.11: Mapeamento do espago das amostras S para o plano zy (PEEBLES, 2001).

Fy(z) = P{X < 1} (2.44)

Fy(y) = P{Y < y}. (2.45)

E introduzido agora um novo conceito para incluir a probabilidade do evento conjunto {X <

Funcao distribuigao conjunta

Define-se a probabilidade do evento conjunto {X < z, Y <y}, que é uma fungdo dos nimeros
x e y como uma funcao distribuicao de probabilidades conjunta e a denota-se pelo simbolo
Fxy(x,y). Assim,

Fyy(z,y) =P{X <z, Y <y} (2.46)

Repare que P{X <z,Y <y} = P(ANB), em que o evento AN B foi definido em S.
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Exercicio

40. Assuma que o espago das amostras S tenha apenas trés elementos possiveis: (1,1), (2,1) e
(3,3). As probabilidades destes elementos sao P(1,1) = 0,2, P(2,1) = 0,3e P(3,3) = 0,5.

Encontre Fxy(z,y).

Resposta indicada na Figura 2.12.

FX, Y(x’y)

(@) X

Figura 2.12: Funcao distribui¢ao conjunta do Exercicio 40 (PEEBLES, 2001).

Propriedades da distribuicao conjunta

A partir da definicdo da Eq. (2.46), chega-se as seguintes propriedades cuja demonstragao é

deixada como exercicio ao leitor interessado.
L 0< Fxy(z,y) <1
2. FX,Y<_OO7 —OO) = 07 FX,Y(_OO7y) = 07 FX,Y(xa _OO) =0

3. FX7y<OO, OO) =1
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4. Fxy(w,00) = Fx(z), Fxy(c0,y) = Fy(y)
5. Fxy(z,y) é uma funcao nao-decrescente de = e y

6. Fxy(za,y2)+Fxy(xi,y1)— Fxy(z1,y2) — Fxy(z2,11) = P{x; < X <9,y1 <Y <y}

Funcgoes de distribuicao marginal

A Propriedade (4) anterior afirma que a fungao distribuigao de uma variavel aleatéria pode ser
obtida fazendo o valor da outra varidvel aleatéria ser infinito em Fx y(x,y). As funges Fx(x)

ou Fy(y) obtidas desta forma sao chamadas de fungoes de distribui¢cao marginal.

Exercicio

41. Encontre expressoes explicitas para as distribui¢oes marginais do Exercicio 40.

2.4.3 Densidade conjunta e suas propriedades

Da mesma forma como foi feito para as variaveis aleatorias isoladas, define-se a seguir a funcao
densidade conjunta.

Fungao densidade conjunta

Para duas variaveis aleatérias X e Y, a funcao densidade de probabilidade conjunta, denotada
por fxy(x,y) é definida como a segunda derivada da funcao distribuigdo conjunta onde quer

que ela exista. Ou seja,

321:X Y(%?J)
= VD I/ 24
fX,Y(l',Z/) 9oy ( 7)

Propriedades da densidade conjunta

A partir da definigdo da Eq. (2.47), chega-se as seguintes propriedades cuja demonstragao é

deixada como exercicio ao leitor interessado.

L fxy(z,y) >0

2. % 7 fxy (@, y)dedy = 1
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3. Fxy(z,y) = ["_ [° fxy (£1,&) d&1déy
4. Fx(x) = [T 7 fxy (&,&)d&dé e Fy(y) = 7 [0 fxy (€1, &) d&idés
5. P{r; < X <o,y <Y < 1o} = f Ixy(z,y)dxdy

6. fx(x)= [ fxy(z,y)dy, fv(y) = [T fxy(z,y)de

As Propriedades (1) e (2) podem ser usadas para testar se uma dada fun¢do pode ser uma

funcao densidade vélida.

Exercicio

42. Seja b uma constante positiva. Determine seu valor para que a func¢ao

be*cosy, 0<r<20<y<7
g(z,y) = (2.48)
0, caso contrario

seja uma func¢ao densidade de probabilidade valida.

Funcgao densidade marginal

As fungoes fx(x) e fy(y) da Propriedade (6) sao chamadas de funcdes densidade de probabili-
dade marginal ou apenas funcoes densidade marginal. Sao as fungoes densidades das variaveis

simples X e Y definidas como as derivadas das fungoes distribuicao marginais, ou seja,

de($)

fx(z) = o (2.49)
riy) = (2.50)

Exercicio

43. As tensoes X e Y foram medidas em volts em dois pontos diferentes de um circuito

elétrico. Encontre fx(z) e fy(y) se a fungado densidade de probabilidade conjunta dessas



2.4 Miiltiplas Variaveis Aleatérias 70

tensoes é dada por

Fxy(,y) = ul@)u(y)ze "W+, (2.51)

2.4.4 Densidade e distribuicao condicional

A funcao distribuicao condicional de uma varidvel aleatéria X, dado algum evento B com

probabilidade nao-nula é definida por (PEEBLES, 2001)

P({X <xnBj)

Fx(z|B)=P({X <z|B}) = 2.52
w(2|B) = P({X < 2|B}) B (252
A funcao densidade condicional correspondente é definida através da derivada
fu(o|B) = LEIB) (259
X = . .
X dx
Densidade e distribuicao condicional - condigao pontual
Pode-se mostrar (PEEBLES, 2001) que, para variaveis discretas, vale
N
fx ()Y =uy) = —— (r — ;). 2.54
Y =) =3 s e — ) (2:54)
Ja para o caso continuo,
Jxy @,y
fx @Y =y) = f(aly) = xy(T9) (2.55)
fr(y)

Exercicio

44. Encontre fy (y|r) para a fun¢do densidade definida no Exercicio 43.

2.4.5 Independéncia Estatistica

Dois eventos A e B foram definidos como independentes se (e somente se)

P(ANB) = P(A) - P(B). (2.56)
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Da mesma forma, define-se que duas variaveis aleatérias X e Y sao independentes se:

Fxy(z,y) = Fx(z) - Fy(y) (2.57)
ou, de forma equivalente,
fxy(zy) = fx(z)- fy(y) (2.58)

Usando a densidade e a distribuicao condicionais, mostra-se que se duas variaveis aleatérias

X e Y forem independentes, vale:

_fxy(@y)  fx(@)fy(y) .
e ="5w = Ay W (259
f(y\:c) _ fX,Y(xvy) _ fX(x)fY(y) _ fy<y)- (260)

fx(@)  fx(@)

Assim, as densidades deixam de ser condicionais e tornam-se iguais as marginais.

Exercicio
45. Verifique se as tensoes do Exercicio 43 sao independentes.

46. A densidade conjunta de duas variaveis aleatérias X e Y é

kcos? (Fay), —l<z<le —l<y<l

fxy(zy) = (2.61)
0, caso contrario
em que k = Hsiz(ﬂ') ~ 0,315 e o seno integral é definido por
Si(z) = / %@d@ (2.62)
0

Determine se X e Y sao independentes.
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2.5 Operacoes sobre multiplas variaveis aleatoérias

Nessa secao, estende-se o conceito de valor esperado para o caso de duas ou mais variaveis

aleatorias.

2.5.1 Valor esperado de uma funcao de variaveis aleatoérias

O valor esperado de uma funcao de uma variavel aleatéria foi definido na Secao 2.3 por

E[g(X)] = / " o) fx (2)de. (2.63)

o0

Quando mais de uma variavel aleatéria é envolvida, o valor esperado deve ser tomado em
relagdo a todas as varidveis envolvidas. Por exemplo, se g(X,Y") é uma funcao de duas varidveis

aleatérias X e Y, o valor esperado de g(.,.) é dado por

g=FE[g(X,)Y) = / / 9(z,y) fxv(x,y)dzdy. (2.64)
Para N variaveis aleatorias X;, Xs, ..., Xy e uma funcao dessas variaveis denotada por
g(X1,..., Xx), o valor esperado dessa funcao se torna:

§:E[g(X1,...,XN)]:/ / g(x1, .. on) fxy o xn (@1, .. an)dey . odey. (2.65)

Um resultado que segue diretamente da definicao acima é que o walor esperado de uma

soma ponderada de varidveis aleatorias

N
9(Xy,.... Xn) = Z%‘Xi (2.66)
i=1
¢ a soma ponderada de seus valores médios:

g=F

i aiXi] = i o, B[ X)] (2.67)
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Momentos conjuntos em torno da origem

Uma importante aplicacao do valor esperado é na definicao de momentos conjuntos em torno

da origem. Eles sao denotados por m,,; e sao definidos por
mo =BV = [ [y (e ey (2.68)

para o caso de duas variaveis aleatérias X e Y.

Claramente, m,g = E [X"] sdo os momentos m,, de X e mo; = E [Y*] sdo os momentos de
Y.

A soma n + k é chamada de ordem dos momentos. Assim, mgy, Moy € M sao todos
momentos de segunda ordem de X e Y.

Os momentos de primeira ordem mg; = E[Y] = Y e mjy = E[X] = X sdo os valores
esperados de X e Y respectivamente e sao as coordenadas do “centro de gravidade” da fungao
f X7Y($ ) ?J)-

O momento de segunda ordem my; = E[XY] é chamado de correlagao de X e Y. Ele é tao

importante que recebe um simbolo especial Rxy. Assim,

Ryy = mn = E[XY] = / / zy fxy(z,y)dzdy. (2.69)

Se a correlagao puder ser escrita na forma
Rxy = E[X]- E[Y], (2.70)

entao X e Y sao ditas nao-correlacionadas.

A independéncia estatistica de X e Y é suficiente para garantir que elas sao nao-correlacionadas.
Porém, o contrario nao ¢é verdade em geral. Ou seja, independéncia implica nao-correlacao,
mas nao-correlacao nao implica independéncia.

Se Rxy = 0 as variaveis X e Y sao ditas ortogonais. Resumindo:

o fxyv(z,y) = fx(z)- fy(y) = X e Y sao independentes
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e Rxy = E[X]- E]Y] = X e Y sao nao-correlacionadas
e Rxy =0 = X eY sao ortogonais

e X e Y sao independentes = X e Y sao nao-correlacionadas

Exercicio

47. Seja X uma varidvel aleatéria com valor médio X = E[X] = 3 e variancia 0% = 2 e uma

outra variavel Y dada por Y = —6X + 22. Pede-se:
(a) E[X7]
(b) Y
(¢) Rxy
(d) as varidveis sao correlacionadas?

(e) as varidveis sao ortogonais?

Momentos conjuntos centrais

Uma outra aplicagao importante da definicao de valores esperado é a definicao de momentos
centrais conjuntos. Para duas varidveis aleatérias X e Y, estes momentos denotados por fi,,

sao dados por:
pi = E[(x -X)" (v - 7)"] = / Z / Z (2 - %) (y - V) fay (ep)dedy (271

Os momentos centrais de segunda ordem

po = E (X -X)°] =% (2.72)
po =E (Y =)’ =} (2.73)
(2.74)

sao as variancias de X e Y.
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O momento conjunto de segunda ordem 11 é muito importante. E chamado de co-variancia

de X e Y é simbolizado por Cxy. Assim,
Cxy=pun=F [(X X / / T — y Y) fxy(x,y)dzdy. (2.75)
Expandindo-se o produto (X — 7) (Y — 7) esta integral se reduz a
Cxy = Rxy — XY = Rxy — E[X] - E[Y] (2.76)

Se X e Y forem independentes ou ndo-correlacionadas, entdo Ryy = E[X|-E[Y] e Cxy = 0.
Se X e Y forem ortogonais, entao Cxy = —F[X] - E[Y]. Claramente, Cxy = 0 se X ou Y
também tiverem média nula além de serem ortogonais.

O momento de segunda ordem normalizado

gt Cxv (2.77)

v/ H20 402 Ox0y

é conhecido como coeficiente de correlagio de X e Y. Pode-se mostrar (PEEBLES, 2001) que
—1<p<1L
Uma aplicacao direta das defini¢oes acima é que se X é uma soma ponderada de variaveis

;. N ~
aleatérias X;, X =) ", a;X;, entéo

N

EX]=) oX; (2.78)
=1
N

0% = ajo%,. (2.79)
=1

Exercicio

48. (PEEBLES, 2001) Num sistema de controle, sabe-se que uma tensao aleatéria X tem
média X = m; = —2V e momento de segunda ordem X2 =my =9V2 Se a tensio X é

amplificada por um amplificador que fornece como saida Y = —1,5X + 2, encontre 0%,
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Y, YZ, 0'52/ e ny.

2.5.2 Variaveis aleatdrias gaussianas conjuntas

Variaveis aleatérias gaussianas sao muito importantes porque aparecem praticamente em todas
as areas da Engenharia e das Ciéncias. Nesta secao o caso de duas variaveis aleatoérias conjuntas
gaussianas ¢ examinado.

Duas variaveis aleatérias X e Y sao sao ditas conjuntamente gaussianas se sua funcao

densidade conjunta é

B 1 1 (2-X)° 20(=-X)(y-Y)  (-Y)
fX,Y—2ﬂ_JXUY 1_p2€Xp{ 2(1 p2)[ crg( Ox0Oy + 0'32/ }
(2.80)
em que X = E[X], Y = E[Y], 0% = E[(X—Yf], 0 = E[(Y—?)f e

g v c
b= B[(X—X) (v 7)] - L.
A Figura 2.13 mostra um gréafico da fungao densidade gaussiana bidimensional. Seu méximo
ocorre em (X,Y).

Da Eq. (2.80), se p = 0, correspondendo a varidveis nao-correlacionadas, fxy(x,y) pode

ser reescrita como

fxy (@, y) = fx(v) - fr(y) (2.81)

em que fx(z) e fy(y) sao as densidades marginais de X e Y e dadas por

1 7(1*?2
Ix(@) = —o—pe *x (2.82)
X
1 7(9*?2
fry) = —¢ 2y (2.83)
Y

Assim, conclui-se que quaisquer varidveis aleatorias gaussianas nao-correlacionadas sao

independentes.

Exercicio

49. Sejam duas varidveis aleatérias gaussianas X e Y com médias X e Y, variancias 0% e
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Jx, v(x, )

Figura 2.13: Densidade gaussiana bidimensional (PEEBLES, 2001).
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0% e coeficiente de correlagao p. Determine o angulo 6 tal que as varidveis

A= Xcosf+Ysind (2.84)

B =—-Xsinf +Y cosf (2.85)

sejam independentes.

50. (PEEBLES, 2001) Suponha que a queda de neve anual (quantidade de neve acumulada em
metros) em dois hotéis de esqui alpinos vizinhos seja representada por varidveis aleatdrias
gaussianas conjuntas X e Y para as quais p = 0,82, ox = 1,0m, oy = 1,2m e Rxy =
81,476m?. Se a queda de neve média no primeiro hotel ¢ 10m, qual a taxa de queda

média no outro hotel?

2.6 Processos aleatodrios - caracteristicas temporais

2.6.1 Definicao matematica de um processo aleatorio

Um processo aleatorio ou estocdstico ¢ um espago de amostras em que cada elemento é associado
a uma funcao do tempo.

Da mesma forma que para uma variavel aleatoria, o resultado de um experimento é mapeado
em um numero, em um processo aleatorio cada resultado é associado a uma forma de onda,
ou seja, a uma fungao do tempo. A Figura 2.14 ilustra esta situacao.

Considere um experimento aleatério especificado pelos eventos s definidos num espaco de
amostras S e pelas probabilidades desses eventos. Suponha que se atribua a cada ponto s uma

funcao do tempo de acordo com a regra
X(t,s),-T<t<T (2.86)

em que 27" é o intervalo de observacao total.

Para um s; fixo, o grafico da funcao X (t, s;) pelo tempo ¢ é chamado realizacao ou fungao
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Figura 2.14: Um conjunto de fung¢oes amostras (HAYKIN, 2000).

amostra do processo aleatério. Para simplificar a notagao, denota-se essa funcao amostra por

Da Figura 2.14, nota-se que para um tempo fixo t; dentro do intervalo de observacao, o

conjunto de nimeros

{21 (t) 0 (1) -+ 2 (t0)} (2.88)

constituem uma wvaridvel aleatoria. Assim um processo aleatorio pode ser visto como um
conjunto indexado de variaveis aleatorias.
Por simplicidade de notagao, costuma-se suprimir o s e usar simplesmente X (¢) para rep-

resentar um processo aleatorio.
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2.6.2 Processos estacionarios

Um processo é dito estaciondrio se quando dividido em intervalos de tempo as varias segoes
do processo exibem essencialmente as mesmas propriedades estatisticas. Caso contrario ¢ dito
nao-estaciondrio.

Para ser mais preciso, considere o processo aleatério X (t) que se inicializou em ¢ = —oo.
Sejam X(t1), X(t2), ..., X(tx) as varidveis aleatérios obtidas pela observagdo do processo
aleatério X (t) nos instantes ti, to, ..., t; respectivamente. A funcdo distribuicdo conjunta
deste conjunto de varidveis ¢ Fix ) x(t2),.... X (t) (1, T2, - - -, Tp).

Suponha em seguida que desloque-se todos os tempos de observacao de 7, obtendo novas
variaveis X (t; + 7), X(t2 + 7), ..., X(tx + 7). A fungao distribuigdo conjunta deste novo
conjunto de varidveis é F'x(,4r) X (tat+7),.... X (tx+) (L1, T2, - - ., Tk).

O processo aleatorio X (t) é dito estaciondrio no sentido estrito ou estritamente estaciondrio

se

FX (4 47) X (tat7),0 X (1 7) (X1, T2, -, T) = Fx (), X(t2),.... X (1) (T1, T2, - - ., Tp) (2.89)

quaisquer que sejam T, k e os instantes de observagao tq, ..., t.

Situacoes de especial interesse:

1. Para k =1, tem-se

Fx(t)<l‘) = FX(t—i—k)(x) = Fx(l'), (290)

para todos t e 7. Ou seja, a funcao distribuicao de primeira ordem de um processo

estacionario independe do tempo.

2. Parak=2e1=—1,

Fx () x(t2) (1, 2) = Fx(0) x(t2—t1) (71, 72) (2.91)

para todo t; e to. Isto é, a funcao distribuicao de segunda ordem de um processo esta-
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cionario depende apenas da diferenca entre os tempos de observacao e nao dos particulares

instantes de observagao.

Exercicios

51. (HAYKIN, 2000) Considere um processo aleatério X (¢) definido por
X(t) = sin(2n f.t) (2.92)

no qual a freqiiéncia f. é uma variavel aleatéria uniformemente distribuida sobre um

intervalo [0, W]. Mostre que X (¢) é ndo-estaciondrio.

52. (HAYKIN, 2000) Considere o processo senoidal
X(t) = Acos(2m f.t) (2.93)
em que a freqiiéncia f. é constante e a amplitude A é uniformemente distribuida:

1, 0<a<1
fala) = (2.94)

0, caso contréario

Determine se este processo é ou nao estritamente estacionario.

2.6.3 Funcoes média, correlacao e co-variancia

Considere um processo aleatério X (t). Define-se a média do processo X (t) como o valor

esperado da variavel aleatoria obtida observando o processo num instante ¢, ou seja,

() = EXO) = [ s (@)de (2.05)

o

em que fx(x) é a funcdo densidade de probabilidade de primeira ordem do processo.
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Para um processo estritamente estaciondrio, fxu(x) é independente de t. Conseqiiente-

mente, a média de um processo estritamente estaciondrio é uma constante, ou seja,

alt) = pa (2.96)

para todo t.

Define-se a func¢ao de autocorrela¢ao de um processo X (t) como o valor esperado do produto
de duas varidveis aleatérias, X (t1) e X (t2), obtidas pela observagdo do processo X (t) nos
instantes t; e t, respectivamente.

Especificamente, escreve-se

Rux (1) = E[X (t2) X ()] = / / 112 fx e (@1 02) drydas. (2.97)

Para um processo estritamente estacionario, a func¢ao de autocorrelacao depende apenas
da diferenca entre os instantes to e ty. Assim, neste caso, definindo-se 7 = t, — t1, pode-se

reescrever a Eq. 2.97 como

Rxx(1)=E[X#t)X(t+71)]. (2.98)

Da mesma forma, a funcao de autocovariancia para um processo estritamente estacionério

¢é definida por

Cxx(m) = E[(X(t) — px) (X +7) — px)] = (2.99)

Cxx(7) = Rxx(7) — pix (2.100)

Um processo cuja média é constante e a funcao de autocorrelacao é funcao apenas de 7 é

chamado de estaciondrio em sentido amplo ou simplesmente estaciondrio.
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Propriedades da funcao de autocorrelagao
1. Rxx(0) = E[X?(t)]
2. Rxx(7) = Rx(—7) (simetria par)
3. |Rxx(7)| < Rxx(0)

Assim, vé-se que a funcao de autocorrelacao nao pode assumir um formato qualquer. A

Fjgurg 2 15 masgtra dnic exemnlong de R« (1)

Ry () Slowly fluctuating
rancdom process

Rapidly fluctuating
random process

0

Figura 2.15: Exemplos de fungoes de autocorrelagao (HAYKIN, 2000).

Exercicios

53. Demonstre a propriedade (3).

54. (HAYKIN, 2000) Considere um sinal senoidal com fase aleatéria, definida por

X(t) = Acos(2nfet + O) (2.101)

em que A e f. sao constantes e © é uma variavel aleatoria uniformemente distribuida
no intervalo [—m, 7). Determine a funcdo de autocorrelacao Rxx(7) deste processo esta-

clonario.

Funcgao de correlagao cruzada

Dados dois processos estaciondrios X (t) e Y (¢) com fungoes de autocorrelacio Rxx(7) e

Ryy (7), definem-se suas fungoes de correlagao cruzada como
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Ryy(r) = E[X()Y(t +7)] e (2.102)

Ryx(r) = E[Y ()X (t +7)]. (2.103)

As propriedades de correla¢ao de dois processos X (t) e Y(t) podem ser mostradas convenien-

temente na forma de matriz como

R(r) = . (2.104)

Observe que

Rxy (1) = Ryx(—T1) (2.105)

Exercicio

55. (HAYKIN, 2000)Considere um par de processos modulados em quadratura X (t) e X(t)

que sao relacionados a um processo X (t) como se segue:

Xi(t) = X(t) cos(2m fot + O) (2.106)

Xs(t) = X (t) sin(27w f.t + O) (2.107)

em que f. é uma freqiiéncia de portadora e a variavel aleatéria © é uniformemente
distribuida no intervalo [0,27]. Além disso, © ¢é independente de X(¢). Encontre a

correlagao cruzada entre X (t) e Xs(1).

2.6.4 Processos ergodicos

O valor esperado de um processo aleatério X (t) é calculado “através da média no conjunto”.
Por exemplo, a média de um processo aleatério X () em um instante fixo ¢; é o valor esperado

da variavel aleatéria X (t;) que descreve todos os valores das fungbes-amostras no instante
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Pode-se definir também médias temporais que sao tomadas “ao longo do processo”. Por
exemplo, a média temporal de uma fun¢ao-amostra x(t) definida no intervalo =7 <t < T é

definida por

1 (T) = % /_ (e (2.108)

Da mesma forma, a autocorrelagdo temporal de uma fungao-amostra z(t) é definida por

Ru(rT) = % / Z ot + T)e(t)dt. (2.100)

Um processo é dito ergodico em média se suas médias temporais e de conjunto coincidem

quando 7" — o0, ou seja

A g0 (T) = pix (2.110)
lim var [u,(7)] =0 (2.111)

T—o00

Um processo é dito ergodico em termos da autocorrelacdao se

Tlim R.(1,T) = Rx(1) (2.112)
Tlim var [R,(7,T)] =0 (2.113)

Vale ressaltar que uma condicao necessaria para a ergodicidade é a estacionariedade do

processo.

Exercicio

56. (HAYKIN, 2000)Um processo aleatério X (t) é definido por

X(t) = Acos(2r f.t) (2.114)
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em que A é uma varidvel aleatéria gaussiana com média nula e variancia o%. Este

processo aleatério é aplicado a um integrador ideal, produzindo a saida

Y(t) = /O t X(r)dr. (2.115)

(a) Determine a funcdo densidade de probabilidade da saida Y (¢) em um instante par-

ticular t.
(b) Determine se Y (t) é ou nao estaciondrio.
(¢) Determine se Y(t) é ou nao ergédico.

57. (HAYKIN, 2000)Sejam X e Y varidveis aleatérias com distribuigao gaussiana indepen-

dentes, cada uma com média nula e variancia unitaria. Defina o processo gaussiano
Z(t) = X cos(2mt) + Y sin(27t) (2.116)

(a) Determine a funcao densidade de probabilidade conjunta das varidveis aleatdrias

Z (t1) e Z (t2) obtidas da observagao de Z(t) nos instantes t; e ty respectivamente.
(b) O processo Z(t) é estacionario? Justifique.

58. (HAYKIN, 2000) Prove as duas seguintes propriedades da fungao de autocorrelagao

Rx x (1) de um processo aleatério X (t):
(a) Se X (t) contém um componente DC igual a A, entdo Rxx(7) conterd uma compo-
nente constante igual a A2
(b) Se X(t) contém uma componente senoidal, entdo Rxx(7) conterd uma componente

senoidal de mesma freqiiéncia.

59. (HAYKIN, 2000) A onda quadrada z(t) da Figura 2.16 de amplitude constante A, periodo

Ty e atraso t4 representa uma fungao-amostra de um processo aleatério X (t). O atraso é
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aleatorio, descrito pela funcao densidade de probabilidades

1 1 1
fr(ta) = 7> —32lo <ta < 570
d
0, casocontrario

(2.117)

x(f)

C

|l e— Ty ———

Figura 2.16: Fungao-amostra do processo do Exercicio 59(HAYKIN, 2000).
(a) Determine a func¢ao densidade de probabilidade da varidvel aleatéria X (t) obtida
da observagao do processo aleatério X (t) no instante ty.
(b) Determine a média e a fungao de autocorrelagao usando média de conjunto
(c¢) Determine a média e a funcao de autocorrelagdo usando média temporal

(d) Estabelega se o processo X (t) é estaciondrio ou nao. Ele é ergddico?

60. (LATHI, 1998a) Dado o processo aleatério X (t) = k em que k é uma varidvel aleatéria
uniformemente distribuida no intervalo (—1,1). Pede-se:
(a) Esboce fungoes-amostras deste processo.
(b) Determine E[X (¢)]
(¢) Determine Rxx(t1,t2)
(d) Este processo é estacionario?
(e) Este processo é ergddico?

(f) Se o processo for estacionario, qual sua poténcia Py, ou seja, seu valor médio

quadrético £ [X (t)?]
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61. (LATHI, 1998a) Mostre que para um processo estaciondrio x(t) e sem componentes
periédicas

lim Rx(r) = X? (2.118)

T—00

62. (PEEBLES, 2001) Um processo estacionério e ergddico X () sem componentes periédicas

tem funcao de autocorrelacao

RX)((T) =25+ (2119)

1+ 672

Determine sua variancia o%.

2.7 Processos aleatdrios - caracteristicas espectrais

Para sinais deterministicos, ja vimos como fazer a representacao no dominio da freqiiéncia
através da transformada de Fourier. Como fazer o mesmo para sinais aleatérios? Essa questao

¢ discutida a seguir.

2.7.1 A densidade espectral de poténcia e suas propriedades

As propriedades espectrais de um sinal deterministico x(t) estao contidas em sua transformada
de Fourier X (w) dada por
X(w) = / z(t)e 7 dt. (2.120)

—00

Conhecida X (w), pode-se recuperar z(t) usando a transformada de Fourier inversa

x(t) = % /OO X(w)edw. (2.121)

Assim, X (w) forma uma descri¢cdo completa de z(t) e vice-versa.

A aplicagao da Eq. (2.120) a um processo aleatdrio encontra problemas porque X (w) pode
nao existir para algumas das fungoes amostras.

Para uma boa representacao dos processos estocasticos no dominio da freqiiéncia é necessério

o conceito de densidade espectral de poténcia (PSD - Power Spectral Density).
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A densidade espectral de poténcia

Considere um sinal z(t) definido para —oco < t < 0o e seja

z(t), -T<t<T
or(t) = . (2.122)

0, caso contrario

Usando esta notagao, a energia do sinal x7(.), E(T') é dada por (ver Eq. (1.3), pdgina 7):

E(T) = /T o3(t)dt = /T 2% (t)dt. (2.123)

=T =T

O Teorema de Parseval (LATHI, 1998a) permite calcular E(7") também por

E(T) = % /_Oo X() 2 do. (2.124)

A poténcia média do sinal z(t) é, portanto, dada por (ver Eq. (1.4), pagina 7):

1t 1
Pox = i 5 [ (0 = Jim 5B >

11 [

Pyy = lim — — X 2 dw. 2.125
XX TI—IEOQT%T _Oo| T(W)| dw ( )

Quando considera-se um processo estocéstico X (t), o célculo da poténcia deve ser realizado

sobre E[X(t)?] e E [|XT(w)|2}. Assim,

1 T
Pyx = lim / E[X?(t)] dt ou (2.126)

— 00 _T

1 [ E | Xr(w)[]
- lim —— g, 2.12
PXX 27T . Tl_,oo 2T da) ( 7)

Define-se entao a densidade espectral de poténcia (PSD) de um processo aleatério por

(2.128)
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Desta forma,

1 oo
PXX = —/ Sxx(u))dw. (2129)

—00

Exercicio

63. (PEEBLES, 2001) Considere o processo aleatério
X(t) = Acos (wot + ©) (2.130)

em que A e wy sao constantes reais e © é uma variavel aleatéria uniformemente distribuida

™

no intervalo (0, 5). Encontre a poténcia média Pyx usando a Eq. (2.126).

Propriedades da densidade espectral de poténcia
1. Sxx(w)>0
2. Sxx(—w) = Sxx(w), para X(t) real
3. Sxx(w) é real

4. %ffOOOSXX(w)dw - PXX

2.7.2 Relagao entre PSD e funcao de autocorrelagao

Pode-se mostrar (PEEBLES, 2001) que a funcao de autocorrelacdo Rxx(7) e a PSD Sxx(w)

de um processo X (t) estaciondrio formam um par transformado de Fourier. Ou seja,

SXX(U)) = / RXX(T)eijWTdT (2131)
1 [~ .
Rxx(T) = %/ SX)(<W)6JWTCZW (2132)

ou

SX)((W) = g[RXX@')] (& RX)((T) = 8:_1 [SX)((W)] . (2133)
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Assim, a representacao espectral conveniente para um processo estocastico, sua PSD, é a
transformada de Fourier de sua funcao de autocorrelagao (Rxx (7)) que é uma fungao deter-

ministica.

Exercicios

64. (PEEBLES, 2001) Encontre a PSD para um processo cuja fungao de autocorrelagao é

2
Rxx(r) = % cos(woT). (2.134)

65. (PEEBLES, 2001) Assuma que um processo estaciondrio X (¢) tem fungao de autocor-

relagao

- A (1-5), —r<e<T

Rxx(r (2.135)

0, caso contrario

Encontre a PSD deste processo.

2.7.3 Densidade espectral de poténcia cruzada e suas propriedades

Considere um processo aleatério real W (t) dado pela soma de dois processos estacionérios X ()
e Y(t):
W(t)=X(t)+Y(t). (2.136)

A funcao de autocorrelagao de W (t) é

Rww (7) = EW@HW(t +7)] =
= E{XO)+ YOI Xt +7)+Y({+7)]} =

:RX)((T)+ny(T)+Ryx(T)+Ryy<T). (2137)

Calculando a transformada de Fourier dos dois lados da expressao acima, obtém-se

Sww(u)) = SX)((W) + Syy(UJ) + S{ny(T)} + S{Ry}((T)} (2138)
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Estes dois termos finais serao definidos pela densidade espectral cruzada a seguir.

A densidade espectral de poténcia cruzada

A poténcia cruzada de dois sinais x(t) e y(t) é definida por

Py = lim — / T eyt (2.139)

T—oo 2T — oo

Define-se a densidade espectral de poténcia cruzada entre dois processos X(t) e Y (t),

Sxy(w) e Syx(w) como

EX7(@)Yr(w)]

Sxy(w) = lim 5T (2.140)
Syx(w) = lim E[Y;(g)TXT(w)] (2.141)
Com esta definicao,
Pyy = % / " S (w)dw e (2.142)
Pyx = % /_Z Sy x (w)dw. (2.143)

A poténcia cruzada total Pxy + Py x pode ser interpretada como a poténcia adicional que
dois processos sao capazes de gerar além da poténcia individual deles pelo fato deles nao serem
ortogonais (Rxy (1) # 0).

Propriedades da densidade de poténcia cruzada

Algumas propriedades da densidade espectral de poténcia sao citadas a seguir. As demonstra-

¢oes podem ser encontradas, por exemplo, em (PEEBLES, 2001).

L. Sxy(w) = Syx(—w) = Sy x(w)

2. Re[Sxy(w)] e Re[Syx(w)] sdo fungoes pares de w



2.7 Processos aleatérios - caracteristicas espectrais 93

3. Im [Sxy(w)] e Im [Sy x(w)] sdo fungoes impares de w
4. Sxy(w) =0e Syx(w) =0se X(t) e Y(t) sdo ortogonais

5. Se X (t) e Y(t) sdo nao-correlacionadas e tém médias constantes X e Y

Sxy(w) = Syx(w) = 21 XYé(w) (2.144)
6.
Sxy(w) = /_ N Rxy (r)e7“Tdr (2.145)
Svx(e) = [ i Ryx(r)e"dr (2.146)
ou seja Sxy (w) = & [Rxy (7)) e Syx(w) = § [Ryx(7)]-
Exercicios

66. (PEEBLES, 2001) Suponha que seja dado o espectro de poténcia cruzado definido por

a+jby, W<w<W

SXy(w) = (2147)
0, caso contrario
em que W > 0, a e b s@o constantes reais. Encontre Rxy (7).
67. (PEEBLES, 2001) Repita o Problema 66 para
Sxy = 5 (2.148)
T (a+jw)? '

2.7.4 Definicoes sobre ruidos

Em muitos problemas praticos é ttil caracterizar o ruido por meio de sua PSD. A seguir,

define-se duas formas de ruido com base no seu espectro de poténcias.
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Ruido branco e colorido

Uma funcao-amostra n(t) de um processo aleatério estacionario N(t) é chamado de ruido

branco se a PSD de N(t) é constante em todas as freqiiéncias. Assim, define-se

Snn(w) = % (2.149)

para o ruido branco, em que N; é uma constante real e positiva.
Aplicando a transformada de Fourier inversa a Eq. (2.149), a funcao de autocorrelacao de
N(t) é dada por
Ryn(T) = %5@). (2.150)

As duas fungoes acima sao ilustradas na Figura 2.17.

Ryy(7) o )
Ny L
No/2 Ny/2
Ll = 0
0 T
(@ : w

(6)

Figura 2.17: (a) funcao de autocorrelacao e (b) densidade espectral de poténcia de um ruido
branco (PEEBLES, 2001).

O nome ruido branco vem da analogia com a luz branca que contém todas as freqiiéncias
de luz visivel em seu espectro.

E impossivel gerar um ruido branco, o que pode ser concluido pelo fato de sua poténcia ser
infinita:

1 0o
PNN = %/ SNN(w)dw = OQ. (2151)



2.7 Processos aleatérios - caracteristicas espectrais 95

No entanto, varios ruidos do mundo real podem ser bem modelados como ruidos brancos.
O ruido térmico gerado pela agitagao dos elétrons em qualquer condutor elétrico tem um
espectro de poténcia que é constante até freqiiéncias muito altas (~ 1000GHz) antes de decair
(PEEBLES, 2001). Desta forma, o ruido térmico tem um espectro aproximadamente plano em
todas as freqiiéncias usadas em sistemas de radio, microondas e ondas micrométricas.

Um processo que tem um espectro de poténcia constante e nao-nulo sobre uma faixa de
freqiiéncia finita e zero fora desta é chamado de ruido branco com banda limitada. A Figura

2.18(a) mostra a densidade espectral de um ruido dessa forma que é passa-baixas.

Fn(w)

C
N

'-l||‘
3

=[x
sy

®)

Figura 2.18: (a) densidade espectral de poténcia e (b) funcao de autocorrelagao de um ruido
branco passa-baixas (PEEBLES, 2001).

Neste caso,
L W<w<W
SNN(CU) = (2152)
0, casocontrario.

A transformada inversa da Eq. (2.152) fornece a fungao de autocorrelagdo mostrada na

Figura 2.18(b):
sin(Wr)

RNN<T> =P Wr

(2.153)
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A constante P é a poténcia do ruido.

Um ruido branco de banda limitada também pode ser passa-faixa como mostrado na Figura

Fan(@)
P
R 4 N &
—wy 0 (s @
—uy- ¥ —wg+ 2 w-% w+ %
@
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b
N\
/
/N
/ \
I 1
I/
/ \\
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= F‘Q_y ' V/)‘I\U U’T{‘M ; Q_y/r\ z
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\ I
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NL/
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Figura 2.19: (a) densidade espectral de poténcia e (b) fungao de autocorrelagao de um ruido
branco passa-faixa. (PEEBLES, 2001).

A PSD e a funcao de autocorrelacao deste processo sao

Prowo— Y <l <w +%
Sww(w)=4 W2 wl<wot (2.154)
0, casocontrario.
sin (WZ
Ryn(T) = P# cos (woT) (2.155)
W3
(2.156)

em que wy e W sao constantes e P é a poténcia do ruido.
Novamente, em analogia ao que ocorre com a luz colorida que possui apenas uma parte do
espectro de freqiiéncias da luz visivel, define-se como ruido colorido qualquer ruido que nao

seja branco.
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Exercicio

68. Um processo ruido colorido estacionério N (t) tem fun¢ao de autocorrelagao

Ryn(1) = Pe73I, (2.157)

Determine sua PSD Syy(w).

2.8 Sistemas lineares com entradas aleatorias

Até agora neste capitulo, um sinal aleatério foi descrito como uma funcao-amostra de um
processo estocastico. Mostrou-se que métodos no dominio do tempo, baseado em funcgoes de
correlacao e métodos no dominio da freqiiéncia baseados em PSDs constituem formas poderosas
de definir o comportamento de sinais aleatorios. E necessério agora descrever como esses sinais

interagem com os sistemas LIT que foram estudados na Secao 1.3.2 da pagina 25.

2.8.1 Rapida revisao de sistemas LIT

Nessa secao, revisita-se e extende-se alguns conceitos tratados nas Secoes 1.3.2 da pagina 25.

Um sistema LIT genérico é mostrado na Figura 2.20.

Entradax (t) Saiday (1)

Sistema LIT >

h(t)
How>

Figura 2.20: Representacao de um sistema LIT com entrada x(t), saida y(t), resposta impulsiva
h(t) e resposta em freqiiéncia H(w).
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Sistemas lineares e invariantes no tempo (LIT)

Vimos na Secao 2.20 que um sistema LIT é totalmente caracterizado por sua resposta impulsiva

h(t). Dada uma entrada x(t), a saida do sistema é calculada pela integral de convolugao

y(t) = /_ TRVt — P)dr = (t) % h(t) (2.158)

Funcgao de transferéncia de sistemas LIT’s

Calculando a transformada de Fourier de y(¢) na Eq. (2.158) pode-se chegar a uma relagao

entre Y (w), X(w) e H(w), as transformadas de y(t), z(t) e h(t), respectivamente.

Y(w) = /OO y(t)e vtdt = /Oo Um z(T)h(t — T)dT} e It dt =

= /_i x(T) {/_Z h(t —C;o)e_j:;”)dt} e T dr =
= /O; z(7)H (w)e “Tdr = H(w)X (w) (2.159)

A fungado H(w) é chamada de fun¢ao de transferéncia do sistema. Repare que H(w) é a
razao entre a transformada de Fourier da saida Y (w) e a transformada de Fourier da entrada
X (w):

Y(w)=Hw)X(w) = HWw) =——. (2.160)

Sistemas ideais

Trés sistemas LIT definidos pela sua resposta em freqiiéncia tém especial importancia: os filtros

passa-baizras, passa-faira e passa-altas ideais. A resposta destes sistemas é mostrada na Figura

2.21.

2.8.2 Resposta de sistemas LIT a sinais aleatdorios

Estudaremos agora as caracteristicas da resposta de um sistema LIT quando a entrada é uma

fungao-amostra de um processo estocastico X ().
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|H(w)| or 6(w)
1

| H(w)|

~W DHH"“‘E;'&: 5

(a) Hﬂfw)

|H{w)| or 6(w)

- [H)

URTN 5
5) T 6(w)

|H(w)| or 8(a)

T |H(w)|

(©) T 8(w)

Figura 2.21: Funcoes de transferéncia de sistemas ideais: (a) sistema passa-baixas; (b) passa-
altas e (c) passa-faixa (PEEBLES, 2001).
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Média e valor médio quadratico da resposta do sistema

Pode-se aplicar a Eq. (2.158) diretamente para calcular o valor médio da resposta do sistema.

Assumindo-se X (t) estacionario, tem-se

EY(t)=E [ [ e - T>dT] _

o0

_ / W) E[X(— 7)] dr — X/ h(r)dr = Y. (2.161)
Esta expressao indica que o valor médio de Y'(¢) é igual ao valor médio de X (¢) multiplicado

pela drea sob a resposta impulsiva desde que X () seja estacionério.

Para obter o valor médio quadratico de Y (¢), calcula-se

E [YQ(t)} =F |:/Oo h(Tl)X(t—Tl)dTl /Oo h(TQ)X<t—TQ)dTQ =
_ /_Oo /_oo E[X (t=7) X (¢ = )] h (1) b (72) drida. (2.162)
Mas, E[X (t —7) X (t —7)] = Rxx (1 —72) e
E[Y?] = / ) / " Ryx (m — m) b (n) b () dryd (2.163)

Exercicio

69. (PEEBLES, 2001) Encontre E [Y?] para um sistema com resposta impulsiva h(t) tendo

como entrada X (¢) um ruido branco com fun¢do de autocorrelacio Ry x(7) = 224(7).

Funcgao de autocorrelagao da resposta

Para X(t) estaciondrio, pode-se mostrar de forma semelhante ao que foi feito para o valor

médio e a média quadratica que

Ryy(T) = RX)((T) * h(—T) * h(T) (2164)
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A demonstracao pode ser encontrada, por exemplo, em (PEEBLES, 2001).

Funcao de correlacao cruzada entre entrada e saida

Da mesma forma, pode-se mostrar que a fun¢do de correlacdo cruzada entre X (t) e Y'(t) é

dada por

Rxy(T) = Rxx(T) *h(T) e (2.165)
Ryx(T) :RX)((T)*h(—T). (2166)
Da Eq.(2.164) conclui-se que
Ryy (1) = Rxy (1) * h(—7) ou (2.167)
Ryy(T) = Ryx(T) * h(T) (2168)

Exercicio

70. Continuando o Exercicio 69, encontre Rxy (1) e Ry x (7).

Caracteristicas espectrais da resposta do sistema

Aplicando-se a transformada de Fourier as Equagoes (2.164), (2.165) e (2.166) e usando as

propriedades da convolugao (ver Figura 1.25, pagina 25), chega-se as seguintes relagoes:

Syy(a)) = SXX(w)H*(w)H(w) = Syy(bd) = Sxx<w) |H(w)]2 (2169)
Sxy<u)) = Sxx(u))H(UJ) (2170)
Syx((x)) = SXX(w)H(—w) (2171)

(2.172)
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Além disso, a poténcia do sinal de saida Pyy é

1 00
Pyy = %/ SX)((CU) |H(w)]2 dw. (2173)

Exercicio

71. (PEEBLES, 2001) O ruido branco com densidade de poténcia &2 = 6 (1076)W/Hz ¢
aplicado a um filtro passa-baixas ideal (ganho = 1) com largura de banda W (rad/s).

Encontre W de forma que a poténcia média do ruido na saida seja 15 watts.

72. (PEEBLES, 2001) Um processo estacionario X (t) com valor médio 5 e densidade espectral

3
1+ (%)
¢é aplicado a uma rede que tem resposta impulsiva
h(t) = 4e~ (2.175)

(a) Encontre H(w) para esta rede

(b) Calcule Y e a densidade espectral de poténcia da safda Y ()



Capitulo 3

Transmissao de pulsos em banda base

Neste capitulo, trata-se da transmissao de sinais digitais em banda base, ou seja, sem levar em

conta a necessidade de modulacao.

3.1 Introducao

A transmissao de sinais digitais em banda base requer um canal com uma largura de banda
suficientemente grande para acomodar o conteido em freqiiéncias essenciais do sinal de dados.
Tipicamente, no entanto, o canal é dispersivo, o que significa que sua resposta em freqiiéncia
desvia-se da de um filtro passa-baixas ideal.

O resultado da transmissao de dados sobre um canal assim é que cada pulso recebido é
afetado de alguma forma pelos pulsos adjacentes, dando origem a forma comum de interferéncia
conhecida como interferéncia intersimbdlica (ISI - Intersymbolic Interference).

A ISI é uma das maiores causas de erro na recuperacao do sinal transmitido no receptor.
Para corrigi-la, é necesséario controlar o formato do pulso ao longo do sistema como um todo.
Assim, boa parte deste capitulo dedica-se a formatacdo de pulsos.

Uma outra fonte de erros na transmissao em banda base que também sera estudada aqui é
o ruido no canal.

O capitulo comeca com a descrigao de um resultado fundamental da teoria de comunicagao

que lida com a deteccdo de um pulso de forma de onda conhecida quando este esta imerso em

103
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ruido branco aditivo. O dispositivo de deteccao de tal pulso envolve o uso de um filtro LIT
conhecido como filtro casado, que é assim chamado porque sua resposta impulsiva é casada

com o pulso que deseja-se detectar.

3.2 Filtro casado

Um problema basico que aparece freqiientemente no estudo de sistemas de comunicagao é o de
deteccao de um pulso transmitido por um canal que é corrompido por ruido.

Considere o modelo de receptor mostrado na Figura 3.1, envolvendo um filtro LIT de
resposta impulsiva h(t). A entrada do filtro z(¢) consiste num pulso ¢(t) corrompido por ruido
aditivo w(t), ou seja,

z(t) =g(t) +w(t), 0<t<T (3.1)

em que 7' é um intervalo de observagao arbitrario. O sinal w(t) é uma fungao-amostra de um

processo ruido branco de média nula e densidade espectral de poténcia %

, Linear time-
Signal 0| invariant fitter of | Y8 T
g impulse response

hs) Sample at

time¢ =T
White noise |
w{f}

Figura 3.1: Receptor de um sistema de comunicagoes digitais (HAYKIN, 2000).

A funcéo do receptor é detectar o pulso g(t) de maneira 6tima, dado o sinal recebido z(t).

Como o filtro é linear, a saida resultante y(¢) pode ser expressa como

y(t) = go(t) + n(t) (3.2)

em que ¢,(t) e n(t) sao produzidos pelas componentes de sinal e ruido na entrada x(t), respec-

tivamente.
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Uma maneira simples de descrever o objetivo de que a componente de sinal na saida g,(t)
seja consideravelmente maior do que a componente de ruido na saida n(t) é impor que a
poténcia instantanea do sinal de saida g¢,(t), medida no instante ¢ = T seja a maior possivel
comparada & poténcia média do ruido de saida n(t). Esta condigao é equivalente a maximizar

a relacao pico de sinal-ruido definida por

_ Jg(D)P

E (1) (3:3)

Ui

em que |g,(T)|* é a poténcia instantanea do sinal de saida, E é o operador esperanca e E [n2(t)]
é a poténcia média da componente de ruido na saida do filtro. Deseja-se especificar h(t) de
forma que 7 seja maximizada.

Seja G(w) a transformada de Fourier do sinal conhecido g(t) e H(w) a resposta em freqiiéncia
do filtro. Entao a transformada de Fourier de g,(t) é H(w)G(w) e g,(t) é a transformada inversa

deste produto

Go(t) = % /_OO H(w)G(w)e™ dw. (3.4)
Assim,
0D == [ HE@GwW | (3.5)

A densidade espectral de poténcia Syy(w) do ruido de saida n(t) é igual a densidade
espectral de poténcia do ruido de entrada w(t) vezes o quadrado do médulo da resposta em
freqiténcia |H (w)|* (veja Eq. (2.169)). Como w(t) é branco com PSD constante 2o segue que

No

2 IH@). (36)

SNN<U}) =
A poténcia média do ruido de saida n(t) é, portanto, (ver Eq. (2.129))

E[n(1)] = - /OOSNN(w)dw No /oo H ()] du. (3.7)

T o e T U e

Substituindo entao as Equagdes (3.5) e (3.7) em (3.3), pode-se reescrever a expressao para
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7 como
2
% ffooo H(w)G(w)eTdw

T H (@) dw

n= (3.8)

O problema aqui é, para um dado G(w), encontrar H(w) que torne n maximo. Para isso,
pode-se utilizar o teorema de Schwarz (HAYKIN, 2000) que afirma que para duas fungoes ¢; ()

e ¢o(x) vale

< R NCCRE (39)

\ | et

sendo que a igualdade vale somente se

¢1(x) = k() (3.10)

em que k é uma constante arbitraria.

Aplicando-se a Eq. (3.9) ao numerador da Eq. (3.8),

o [ e < b [Cinota et e
Substituindo a Eq. (3.11) na Eq. (3.8), pode-se escrever que
1< gy |G =
n < NLOW /_O; 1G(w)]* dw. (3.12)
Assim, conclui-se que
Hopt = ﬁ /_ Z G (W) dw (3.13)

e 0 Hy,pi(w) que leva a este maximo pode ser obtido da Eq. (3.10):

Hoyp(w) = kG*(w)e 7T, (3.14)
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Calculando a transformada de Fourier inversa desta tltima relagao,

Popt (t) ﬁ/ G*(w)e Ty, (3.15)

:27T

Como G*(w) = G(—w) (lembre-se que |G(w)| é par e ZG(w) é fmpar para sinais reais),
pode-se reescrever a Eq. (3.15) como

k[ '
o) = 5 [ Glew)e T 0 =

:% .
k [e.e]

:% N

Gw)e* TV dy
=kg(T — 1) (3.16)
A Eq. (3.16) mostra que a resposta impulsiva do filtro étimo, exceto pelo fator de escala k

é uma versao espelhada e atrasada do sinal de entrada g(t), isto é, ela é “casada” com o sinal

de entrada. Um filtro LIT definido desta forma é chamado de filtro casado.

3.2.1 Propriedades dos filtros casados

Vimos que um filtro que esté casado com um pulso g(t) de duragao T' é caracterizado por uma

resposta impulsiva que é uma versao espelhada e atrasada de g(t), ou seja,
hopi(£) = kg(T = ). (3.17)

No dominio da frequéncia, o filtro casado é caracterizado por uma resposta em freqiiéncia

que, exceto por um fator de atraso, é o complexo conjugado da transformada de Fourier de

9(t),
Hopi(w) = kG*(w)e T, (3.18)

No instante t = T, a Eq. (3.13) mostra que

1 & 2 E
e = 5= | JG@P do= B, = 5 (3.19)
N ;
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em que E, é a energia do pulso g(t) e usamos o Teorema de Parseval (Eq. (2.124)).
Assim, a relacao pico de sinal-ruido de um filtro casado depende apenas da razao entre a
energia do sinal e a densidade espectral do ruido branco na entrada do filtro. A forma do pulso

g(t), neste problema, nao é relevante. Apenas sua energia.

Exercicios

1. Para o pulso ¢(t) da Figura 3.2, pede-se:

2

Energy = AT

0 T

Figura 3.2: Pulso retangular (HAYKIN, 2000).

(a) determine a resposta impulsiva do filtro casado a este pulso

(b) obtenha o sinal g,(¢) na saida do filtro e seu valor no instante de pico. Comente os

resultados obtidos.
2. (HAYKIN, 2000) Considere o sinal s(t) mostrado na Figura 3.3.

(a) Determine a resposta impulsiva de um filtro casado a este sinal e esboce-o.
(b) Faga um grafico da saida do filtro casado.
(¢) Qual o valor de pico da saida?

3. (HAYKIN, 2000) A Figura 3.4 mostra um par de pulsos ortogonais® entre si no intervalo
[0,77.

Dois sinais z1(t) e z2(t) sdo ortogonais no intervalo [0, 7] se fOT x1(t)z2(t)dt = 0.
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s{5)
A
2
T
!
ar 7
2
Al L
2
Figura 3.3: Pulso s(t) (HAYKIN, 2000).
SIU) Sg(t}
4 al
7 2
T 3T
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—5 I ’ 0 T !
2 2
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Figura 3.4: Par de pulsos ortogonais (HAYKIN, 2000).
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(a) Determine o filtro casado para cada um dos pulsos s;(t) e s3(t) considerados indi-

vidualmente.

(b) Considere o par de filtros em paralelo da Figura 3.5. Determine as saidas “output

1”7 e “output 2”7 no instante T" quando

i. o sinal s1(¢) é aplicado ao sistema

ii. o sinal s5(t) é aplicado ao sistema

Filter

matched 16— Qutput 1
54{8)

¥

INpUt e

Filter
- 3 Matched 10 |z Output 2
52(’)

Figura 3.5: Banco de filtros casados (HAYKIN, 2000).

(¢) Comente seus resultados.

3.3 Taxa de erro devido ao ruido

Num sistema de comunicac¢do bindrio, sao utilizados dois pulsos p(t) e ¢(t) de duragao T,
para transmitir a informacdo. Quando se deseja transmitir um 1, envia-se p(t) e quando
deseja-se enviar um 0, transmite-se ¢(t). Considera-se aqui que este pulso é corrompido por
ruido branco gaussiano aditivo (AWGN - Additive White Gaussian Noise) w(t) de média nula
durante a transmissao.

A estrutura de recepc¢ao 6tima considerada é mostrada na Figura 3.6.

- | Threshold |
—— ) >0 device - P
r(1) r(Tp) Decision: m=0 if 1(Tp)<a,

m=1 if 1(Tp)>a,

Figura 3.6: Estrutura de receptor bindrio considerada (LATHI, 1998a).
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O sinal recebido passa através de um filtro H(w) e a saida r(t) é amostrada no instante
Ty,. A decisao sobre qual foi o simbolo transmitido (0 ou 1) é feita comparando-se r (7}) a
um limiar 6timo ag. Se r(T}) < ag, considera-se que um 0 foi transmitido; caso contrério,
considera-se que um 1 foi transmitido.

Sejam p,(t) € ¢,(t) a resposta de H(w) as entradas p(t) e ¢(t) respectivamente. Da Eq.

(3.4), segue que

Po(Ty) = % /_Oo P(w)H(w)e*Trdw e (3.20)
0o(Ty) = % /_ " QW) H ()T, (3.21)

Como w(t) ¢ AWGN de média nula, segue que o3, a variancia ou poténcia do ruido na
saida do filtro ¢é (vide Eq. (3.7)

1 [ Ny

5 |H(w)]? dw. (3.22)

— 00

Se o valor do ruido na saida do filtro no instante 7; é n, entao o valor amostrado no instante
Ty é r(Ty) = qo(Ty) +n ou r(Ty) = po(Tp) + n, dependendo se mensagem transmitida foi m = 0

ou m = 1. Assim, as PDF’s condicionais da saida amostrada r(T}), r, sao?

fRim (r|0) L (3.23)
m (r|0) = e 2 e .
B oV 2T
| cbonem)]
Trim (r]1) = e 2 (3.24)

oV 21T

Essas duas PDF’s sao mostradas na Figura 3.7.
Se ag € o limiar 6timo de deteccao, entao a decisao é m =0ser < agem =1 ser > ag.
A probabilidade de erro condicional P (¢|m = 0) é a probabilidade de tomar a decisao

errada quando m = 0. Ela é dada pela drea Ay sob fgpm, (r|0) de ap a co. Da mesma forma,

_(z-ax)?
2Lembre-se que a PDF de uma varidvel aleatéria gaussiana é fx(z) = —=—e X , Eq. (2.14).

\/ 27ra'§{
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Prim |
P01 pirl D)

a, | y —

| 1
90(T3) Po(T3)

Figura 3.7: Funcoes densidade de probabilidade fgy,, (r|0) e frpm, (r|1) (LATHI, 1998a).

P(elm =1) é a area A; sob fgj;, (r|1) de —oco a ag e
1
P, = P ) P(m;) == (Ag+ A 2
e Z (€|mz) (mz) 2( 0+ 1)7 (3 5)

assumindo-se simbolos eqiiiprovéveis, ou seja, P(m =0) = P(m =1) = 0,5.
Da Figura 3.7 pode-se ver que a soma Ayg+A; das areas sombreadas ¢ minimizada escolhendo-

se ap na interseccao das PDF’s. Assim,

~ po(Th) + qo(Ts)

e o correspondente P, é
P, = P(¢|0) = P(e]1) 1# / i JT_QO(Tb)Pd
e = g — £ = (& 20'727, T =
OnV 2T Jay

) FO — (Tb)} _0 [po (1) — 4o (Tb)}

On 20,

~a(2) s

5 _ Do (Tb> — lo (Tb) (328)

On

em que definimos
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e Q(z) =1— F(z) é a distribui¢ao gaussiana complementar (veja Se¢ao 2.2.4 na péagina 52).

Substituindo as Eqs.(3.20 - 3.22) na Eq. (3.28), obtém-se

o [EI P - Qe 2 .
} 5 H@) de | |

Esta equagdo tem a mesma forma da Eq. (3.8), trocando-se G(w) por P(w) — Q(w). Dal,

conclui-se que

o= s | 1P - Q)P (330

N()T(' — o

e o filtro 6timo é dado por (escolhendo-se k convenientemente)

H(w) = [P(~w) = Q(-w)] e 7T (3.31)

h(t) = p(T, —t) — q(T}, — ¢). (3.32)

Usando Parseval na Eq. (3.30),

2 [T E +E, —2E
s = 4, / (1) — qlt))” dt = =2 == (3.33)
0 0 7

em que E, e E, sao as energias de p(t) e ¢(t), respectivamente e

Ly = /0 bp(t)Q(t)dt- (3.34)

Até aqui, usou-se a notacao P, para denotar probabilidade de erro. No caso binario, esta
probabilidade de erro é a probabilidade de erro de bit ou taza de erro de bit (BER - Bit Error

Rate) e serd denotada por P, (ao invés de P.). Assim, das Eqs. (3.33) e (3.27),

_ Brmaz _ Ep + Eq — 2qu
Pb—Q( 5 )—Q(\/ NG ) (3.35)

O limiar de decisao 6timo é obtido substituindo-se as Eqgs. (3.20), (3.21) e (3.31) na Eq.

(3.26). Obtém-se
a ==~ (E,—E,). (3.36)
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3.3.1 Receptores binarios 6timos equivalentes

Para o receptor 6timo da Figura 3.6,
H(w) = P(~w)e 7™ — Q(—w)e ™. (3.37)

Este filtro pode ser realizado como uma combinacdo paralela de dois filtros casados a p(t) e

q(t), respectivamente, como mostrado na Figura 3.8(a).

pTp~1

+
~ Ko_s_| Threshold
- r(Ty)y | deviee Decision: p(t) if ©(Ty) <a,
Ty~ 1) gtr) if Ty >a,
AT T
.\ _
pTy=1) b>o 5

Comparator

_{E‘i Decision: select larger
— 2
)
(T, —1) >0
(b)

=T,

g
P(Ty—1) o Mo

Comparator
Decision: select larger

~

Q-1 o Mo

(c)

Figura 3.8: Realizagoes possiveis do receptor bindrio 6timo (LATHI, 1998a).

Uma outra forma equivalente é mostrada na Figura 3.8(b). Como o limiar de decisao é

E,—E, . B, E . . .
b5—*, subtrai-se = e 3! respectivamente das saidas dos filtros casados. Isto equivale a mudar

. < . . B, E
o limiar para 0. No caso em que E, = E;, nao ha necessidade de se subtrair = ¢ 5' e o

receptor simplifica-se para o da Figura 3.8(c).
Observacao: a fim de facilitar a comparacao da BER para diversos sistemas, costuma-se
calcular P, em funcao da energia média por bit e da densidade espectral de poténcia do ruido

No.
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Exercicios

4. Uma sinalizac¢do é dita polar quando um 1 é transmitido pelo pulso p(f) e um 0 pelo
pulso ¢(t) = —p(t). Considere que a energia de p(t) é E,. Pede-se:
(a) Determine a energia média por bit Ej, para este sistema.

(b) Determine a BER deste sistema num canal AWGN com PSD M21 Expresse seu

resultado em termos de ﬁ—g

(c¢) Determine o limiar de decisao 6timo e desenhe um diagrama de blocos do receptor

6timo para este sistema.

(d) Considerando a aproximagao

1 .2
Qz) ~ e 7, (3.38)
V2T

faca um grafico de P, por % para este sistema.
5. Repita o Exercicio 4 para uma sinalizagao on-off, em que ¢(t) = 0. Compare os resultados.

6. (LATHI, 1998a) Digitos bindrios sao transmitidos usando um pulso p(¢) para 0 e 3p(t)
para 1. A energia de p(t) é E, e sua duragao é T,. Estes pulsos sdo transmitidos por
um canal AWGN em que o ruido tem média nula e densidade espectral de poténcia

No/2. Deseja-se projetar um receptor 6timo utilizando filtros casados para este sistema.

Pede-se:
(a) desenhe um diagrama de blocos deste receptor indicando o limiar de decisao e a
resposta impulsiva dos filtros utilizados

(b) Determine a probabilidade de erro de detecgao em fungao de E,/Ny sendo Ej a

energia média por bit.
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