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Torção de uma Barra Prismática

Torção Uniforme ou de Saint Venant;

Aplicação do método semi-inverso.
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Barra submetida a momentos de torção auto equilibrados nas seções de 
extremidade:

𝑴𝒕 = 𝑀𝑡𝒆𝒙 em x = L

𝑴𝒕 = −𝑀𝑡𝒆𝒙 em x = 0
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Figura 1. Barra prismática genérica.



Método Semi-Inverso
Hipótese sobre o campo de deslocamentos motivada por 
observações experimentais: 

• Seções giram como corpo rígido no seu próprio plano;

• Seções empenam.
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Campo de Deslocamentos (Hipótese):

Com:

𝜃′ =
𝑑𝜃

𝑑𝑥
= constante

𝜃(𝑥) = 𝜃′𝑥 assumindo 𝜃 0 = 0

Onde:

- 𝜃′ - Taxa de rotação;

- 𝑢 𝑦, 𝑧 - Empenamento na seção transversal;

- 𝜓(𝑦, 𝑧) - Função de empenamento.
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𝑢 = 𝜃′𝜓 𝑦, 𝑧 ,

𝑣 = −𝜃′𝑥𝑧 ;

𝑤 = 𝜃′𝑥𝑦 ;



O campo de deformação:

𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0 , 𝜀𝑦𝑦 =

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0 , 𝜀𝑥𝑥 =

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0

𝛾𝑥𝑦 =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 𝜃′

𝜕𝜓

𝜕𝑦
− 𝜃′𝑧 = 𝜃′

𝜕𝜓

𝜕𝑦
− 𝑧 ,

𝛾𝑥𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
= 𝜃′

𝜕𝜓

𝜕𝑧
+ 𝜃′𝑦 = 𝜃′

𝜕𝜓

𝜕𝑧
+ 𝑦 ,

γ𝑦𝑧 =
𝜕𝑣

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑦
= −𝜃′𝑥 + 𝜃′𝑥 = 0,
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Considerando o material homogêneo e isótropo:

τ𝑥𝑥 =
𝐸 (1 − υ)

(1+ υ)(1 −2 υ)
𝜀𝑥𝑥 +

υ

1−υ
(𝜀𝑦𝑦 + 𝜀𝑧𝑧) ,

τ𝑦𝑦 =
𝐸 (1 − υ)

(1+ υ)(1 −2 υ)
𝜀𝑦𝑦 +

υ

1−υ
(𝜀𝑥𝑥 + 𝜀𝑧𝑧) ,

τ𝑧𝑧 =
𝐸 (1 − υ)

(1+ υ)(1 −2 υ)
𝜀𝑧𝑧 +

υ

1−υ
(𝜀𝑥𝑥 + 𝜀𝑦𝑦) ,

Que leva a: 

τ𝑥𝑥 = τ𝑦𝑦 = τ𝑧𝑧 = 0
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Para as tensões de cisalhamento:

τ𝑥𝑦 = 𝐺γ𝑥𝑦 = 𝐺𝜃
′
𝜕𝜓

𝜕𝑦
− 𝑧

τ𝑥𝑧 = 𝐺γ𝑥𝑧 = 𝐺𝜃
′
𝜕𝜓

𝜕𝑧
+ 𝑦

τ𝑦𝑧 = 𝐺γ𝑦𝑧 = 0
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Considere as equações de equilíbrio:

𝜕τ𝑥𝑥

𝜕𝑥
+ 
𝜕τ𝑥𝑦

𝜕𝑦
+ 
𝜕τ𝑥𝑧

𝜕𝑧
= 0

𝜕τ𝑥𝑦

𝜕𝑥
+ 
𝜕τ𝑦𝑦

𝜕𝑦
+ 
𝜕τ𝑦𝑧

𝜕𝑧
= 0

𝜕τ𝑥𝑧

𝜕𝑥
+ 
𝜕τ𝑦𝑧

𝜕𝑦
+ 
𝜕τ𝑧𝑧

𝜕𝑧
= 0

Que leva a:

𝜕2ψ

𝜕𝑦2
+
𝜕2ψ

𝜕𝑧2
= 0
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Condições de Contorno
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Figura 2. Seção transversal genérica.

𝑛𝑦 = 𝑠𝑒𝑛(α), 𝑛𝑧 = cos α

𝑑𝑠 cos α = 𝑑𝑦, 𝑑𝑠 sen α = −𝑑𝑧

𝐓𝐧 =

0 τ𝑥𝑦 τ𝑥𝑧
τ𝑥𝑦 0 0

τ𝑥𝑧 0 0

0
𝑛𝑦
𝑛𝑧

=
0
0
0

ou                τ𝑥𝑦𝑛𝑦 + τ𝑥𝑧𝑛𝑧 = 0



Substituindo 𝑛𝑦 e 𝑛𝑧 na equação anterior:

τ𝑥𝑦
𝑑𝑧

𝑑𝑠
− τ𝑥𝑧

𝑑𝑦

𝑑𝑠
= 0 ,

Substituindo τ𝑥𝑦 e τ𝑥𝑧:

𝐺𝜃′
𝜕𝜓

𝜕𝑧
+ 𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑠
− 𝐺𝜃′

𝜕𝜓

𝜕𝑦
− 𝑧

𝑑𝑧

𝑑𝑠
= 0

𝜕𝜓

𝜕𝑧
+ 𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑠
−
𝜕𝜓

𝜕𝑦
− 𝑧

𝑑𝑧

𝑑𝑠
= 0
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𝜓 𝑦, 𝑧 tal que:

𝜕2𝜓

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝜓

𝜕𝑧2
= 0 no domínio da seção

𝜕𝜓

𝜕𝑧
+ 𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑠
−
𝜕𝜓

𝜕𝑦
− 𝑧

𝑑𝑧

𝑑𝑠
= 0 no contorno



Como por equilíbrio:

𝜕τ𝑥𝑦

𝜕𝑦
= −

𝜕τ𝑥𝑧
𝜕𝑧

Pode-se definir:

𝜕φ

𝜕𝑧
= τ𝑥𝑦 e 

𝜕φ

𝜕𝑦
= −τ𝑥𝑧

Que implica satisfazer a equação de equilíbrio acima.
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Pode-se escrever:

𝜕φ

𝜕𝑧
= 𝐺𝜃′

𝜕𝜓

𝜕𝑦
− 𝑧

𝜕φ

𝜕𝑦
= −𝐺𝜃′

𝜕𝜓

𝜕𝑧
+ 𝑦

E obter-se:

𝜕2φ

𝜕𝑦2
+
𝜕2φ

𝜕𝑧2
= −2𝐺𝜃′
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Escrevendo as condições de contorno em termos de φ :

𝜕φ

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑠
+
𝜕φ

𝜕𝑧

𝑑𝑧

𝑑𝑠
= 0

E resulta em φ constante no contorno.

Pode-se tomar φ =0 no contorno.
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φ 𝑦, 𝑧 tal que:

 

𝜕2φ

𝜕𝑦2
+
𝜕2φ

𝜕𝑧2
= −2𝐺𝜃′no domínio da seção

φ = 0 no contorno



Tendo-se determinado φ -> obter-se 𝜓 utilizando-se:

𝜕φ

𝜕𝑧
= 𝐺𝜃′

𝜕𝜓

𝜕𝑦
− 𝑧

𝜕φ

𝜕𝑦
= −𝐺𝜃′

𝜕𝜓

𝜕𝑧
+ 𝑦
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Considere:

𝒇𝑺 = 𝑻𝒆𝒙 em x = L

𝑓𝑥
𝑆

𝑓𝑦
𝑆

𝑓𝑧
𝑆

=

0 τ𝑥𝑦 τ𝑥𝑧
τ𝑥𝑦 0 0

τ𝑥𝑧 0 0

1
0
0
=

0
τ𝑥𝑦
τ𝑥𝑧
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Figura 3. Componentes da tensão em x=L.



Pode-se calcular os esforços solicitantes na seção x = L;

É imediato:

𝑁 =  𝐴 τ𝑥𝑥𝑑𝐴 = 0, 𝑀𝑦 =  𝐴 τ𝑥𝑥𝑧𝑑𝐴 = 0,𝑀𝑧=  𝐴 −τ𝑥𝑥𝑦𝑑𝐴 = 0

Por integração de τ𝑥𝑦 e τ𝑥𝑧 escritas em termos de φ, mostra-se 
que:

𝑉𝑦 =  𝐴 τ𝑥𝑦𝑑𝐴 = 0, 𝑉𝑧 =  𝐴 τ𝑥𝑧𝑑𝐴 = 0
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Finalmente:

𝑀𝑡 =  
𝐴

(τ𝑥𝑧𝑦 − τ𝑥𝑦𝑧) 𝑑𝐴

Que resulta em:

𝑀𝑡 = 2 
𝐴

φ 𝑑𝐴

E: 

𝑀𝑡 = 𝐺𝜃
′ 
𝐴

𝜕𝜓

𝜕𝑧
+ 𝑦 𝑦 −

𝜕𝜓

𝜕𝑦
− 𝑧 𝑧 𝑑𝐴 = 𝐺𝜃′ 

𝐴

𝜕𝜓

𝜕𝑧
𝑦 −

𝜕𝜓

𝜕𝑦
𝑧 + 𝑦2 + 𝑧2 𝑑𝐴
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O que permite definir:

𝐼𝑡 =  
𝐴

𝜕𝜓

𝜕𝑧
𝑦 −

𝜕𝜓

𝜕𝑦
𝑧 + 𝑦2 + 𝑧2 𝑑𝐴

Onde:
- 𝐼𝑡 - Momento de inércia à torção.

E portanto:

𝑀𝑡
𝐺𝐼𝑡

= 𝜃′

Deduções análogas podem ser feitas para x = 0.
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Exemplo - Barra de Seção Elíptica 

Barra de seção elíptica submetida a momentos auto 
equilibrados.

𝑴𝒕 = 𝑀𝑡𝒆𝒙 em x = L e

−𝑴𝒕 para x = 0
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Figura 4. Definições para a seção elíptica.



Considere a função:

φ = 𝐶
𝑦2

𝑎2
+
𝑧2

𝑏2
− 1

com 𝐶 sendo uma constante real.

Satisfaz φ = 0 no contorno e 
𝜕2φ

𝜕𝑦2
+
𝜕2φ

𝜕𝑧2
= −2𝐺𝜃′ no domínio da seção quando:

𝐶 = −
𝑎2𝑏2𝐺𝜃′

𝑎2 + 𝑏2

Portanto:

φ = −
𝑎2𝑏2𝐺𝜃′

𝑎2 + 𝑏2
𝑦2

𝑎2
+
𝑧2

𝑏2
− 1
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E resulta em:

𝜕𝜓

𝜕𝑦
− 𝑧 = −

2𝑎2

𝑎2+ 𝑏2
𝑧, 

𝜕𝜓

𝜕𝑧
+ 𝑦 =

2𝑏2

𝑎2+ 𝑏2
𝑦

E por integração de 𝜓 :

𝜓 = 𝑦𝑧 −
2𝑎2

𝑎2 + 𝑏2
𝑧𝑦 + 𝑓 𝑧

𝜓 = −𝑦𝑧 +
2𝑏2

𝑎2 + 𝑏2
𝑧𝑦 + 𝑓 𝑦
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Resultando:

𝜓 =
𝑏2 − 𝑎2

𝑎2 + 𝑏2
𝑧𝑦 + 𝐾

onde 𝐾 é uma constante real.

Admitindo-se 𝑢 = 0 para y = 𝑧 = 0, tem-se:

𝜓(𝑦, 𝑧) =
𝑏2 − 𝑎2

𝑎2 + 𝑏2
𝑧𝑦
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Usando:

𝐼𝑡 =  
𝐴

𝜕𝜓

𝜕𝑧
𝑦 −

𝜕𝜓

𝜕𝑦
𝑧 + 𝑦2 + 𝑧2 𝑑𝐴

Chega-se a:

𝐼𝑡 =
π𝑎3𝑏3

𝑎2 + 𝑏2

E pode-se calcular:

𝜃′ = 
𝑀𝑡

𝐺𝐼𝑡
=
𝑀𝑡

𝐺

𝑎2+ 𝑏2

π𝑎3𝑏3
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Os deslocamentos são dados por:

𝑢 = 𝜃′𝜓 𝑦, 𝑧 =
𝑀𝑡
𝐺

𝑏2 − 𝑎2

π𝑎3𝑏3
𝑦𝑧

𝑣 = −𝜃′𝑥𝑧 = −
𝑀𝑡
𝐺

𝑏2 + 𝑎2

π𝑎3𝑏3
𝑥𝑧

𝑤 = 𝜃′𝑥𝑦 =
𝑀𝑡
𝐺

𝑏2 + 𝑎2

π𝑎3𝑏3
𝑥𝑦

E as tensões:

τ𝑥𝑦 =
−2𝑀𝑡𝑎

2

𝜋𝑎3𝑏3
𝑧

τ𝑥𝑧 =
2𝑀𝑡𝑏

2

𝜋𝑎3𝑏3
𝑦
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Graficamente:
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Figura 5 e 6. Tensões e linhas de isodeslocamento.



Analogia de Membrana

Vale a equação:

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
= −

𝑝

𝑇

E por construção 𝑢 = 0 em seu contorno.
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Pode-se definir:

φ = 𝑐 𝑢(𝑦, 𝑧) com 𝑐 =
2𝐺𝜃′𝑇

𝑝

Que satisfaz:

𝜕2φ

𝜕𝑦2
+
𝜕2φ

𝜕𝑧2
= −2𝐺𝜃′

Mostra-se que 𝝆 = 𝑡𝑠𝒔 como na figura ao lado.
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Figura 7 e 8. Curva genérica com φ constante e distribuição típica de 
tensões de cisalhamento.



Exemplo

Obter o momento de inércia à torção para uma seção retangular 
delgada.
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Figura 9 e 10. Seção retangular delgada e sua membrana associada 
deformada.



A menos das regiões próximas ao lado menor:

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0

O que simplifica a equação:

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
= −

𝑝

𝑇
para

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
= −

𝑝

𝑇

Que por integração, resulta:

𝑢 =
𝑝

8𝑇
(𝑡2 − 4𝑧2)
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Utilizando:

φ = 𝑐 𝑢(𝑦, 𝑧) com 𝑐 =
2𝐺𝜃′𝑇

𝑝

Obtém-se:

φ =
𝐺𝜃′

4
(𝑡2 − 4𝑧2)
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Para o cálculo das tensões:

𝜕φ

𝜕𝑧
= τ𝑥𝑦 e 

𝜕φ

𝜕𝑦
= −τ𝑥𝑧

Obtém-se:

τ𝑥𝑧 = 0, τ𝑥𝑦= −2𝐺𝜃
′𝑧
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Para o cálculo do momento à torção:

𝑀𝑡 = 2 𝐴 φ 𝑑𝐴

𝑀𝑡

𝐺𝐼𝑡
= 𝜃′

Obtém-se:

𝐼𝑡 =
𝑏𝑡3

3


