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Algoritmos de Ordenacao

* Algoritmos de ordena

* Insertion Sort (Ord

cao que ja conhecemos:?

enacao por Insercao)

*Selection Sort (Ord

enacao por Selecao)

* Bubble Sort (Ordenacao pelo metodo da Bolha)

* MergeSort (Ordenacao por intercalacao)

C IS

SISTEMAS DE « = EACH



Algoritmos de Ordenacao

* Algoritmos de ordena

* Insertion Sort (Ord

cao que ja conhecemos:?

enacao por Insercao)

*Selection Sort (Ord

enacao por Selecao)

* Bubble Sort (Ordenacao pelo metodo da Bolha)

* MergeSort (Ordenacao por intercalacao)

*Hoje: QuickSort (Ordenacao rapida)
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Algoritmo de ordenacao interna mais rapido para varias
situacoes.

Autor: C.A.R.Hoare, em 1960 (estudante visitante na
Universidade de Moscou).

Ideia basica:

dividir o problema de ordenar um conjunto com n itens
em dois problemas menores;

problemas menores sao ordenados independentemente;

resultados combinados para produzir solucao do
problema maior.
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QuickSort

Novamente temos um problema de dividir-e-conquistar:
Ideia basica:

Dividir: dividir o problema de ordenar um conjunto com
n itens em dois problemas menores;

Conquistar: problemas menores sao ordenados
independentemente;

Combinar: resultados combinados para produzir solucao
do problema maior.
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Parte mais delicada do método - procedimento Particao:
particionar o arranjo em dois subarranjos;

ordenar cada subarranjo escolhendo arbitrariamente um
item x chamado pivo;

Ao final, o vetor A deve estar particionado em duas
partes:

Esquerda: itens menores ou iguais a x

Direita: itens maiores ou iguais a X.
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QuickSort

Parte mais delicada do método - procedimento Particao:
Ha varios algoritmos para este procedimento;
Alguns sao melhores que outros;

Veremos duas sugestoes:

algoritmo sugerido por Ziviani;

algoritmo sugerido por Cormen et al.
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QuickSort
* Algoritmo Ziviani:
Particao(A[],p,r)
X <« 1tem do vetor escolhido arbitrariamente
1« p
J «r
enquanto 1 < J
engquanto A[1] < x 1
enquanto A[]J] > X ]
se 1 <= ]
trocar A[1] com A[]]
1++; J--;
fim enquanto

1+ 1;
J - 1;
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QuickSort

* Algoritmo:
* ao final, o vetor A[p..q] esta particionado de tal forma que:

*itens em A[p], A[p+1], ..., Alj] sao menores ou iguais a x.

*itens em Ali], Ali+1], ..., Alq] sao maiores ou iguais a
X.
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QuickSort

Algoritmo Cormen:

Particao(A[], p, r)
X < Alr]
1« p -1
para jJ « p até r-1 faca
if A[J] <x

1« 1+ 1

trocar A[1] « A[]]
fim para
trocar A[i+1] < A[r]
retorna 1 + 1
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QuickSort

* Algoritmo Cormen:
Particao(A[], p, r)
X « A[r]
1« p -1

para J « p até r-1 faca

if A[J] < x
1«1+ 1
trocar A[1] « A[]]

fim para
trocal| \A[1+1] ~ A[r]
retor L + 1

Define 4 dreas no
arranjo!

—
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QuickSort

I

* Algoritmo Cormen:

Particao(A[], p, r)
X < Alr]
1« p -1
para J « p até r-1 faca
if A[J] <x
1« 1+ 1
trocar A[1] <« A[]]
fim para
tro [1+1] < A[r]

L1

Para qualquer indice de arranjo
k:

l. sep<k<ientdio A[k] < x

2. sei+tl <k< j-1,entao A[k] > x _
3. se k=r, entao A[k]= x
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QuickSort

* Algoritmo Cormen:

Particao(A[], p, r)
X < Alr]
1« p -1
para J « p até r-1 faca
if A[J] <x

1« 1+ 1

trocar A[1] « A[]]
fim para

Mhl] - A[r]

Para qualquer indice de arranjo
k:
l. sep<k<ientdio A[k] < x

Quarta area: elementos ainda

Nnan ~laccifBraAAc

2. sei+tl <k< j-1,entao A[k] > x _
3. se k=r, entao A[k]= x
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QuickSort

* Algoritmo Cormen:

Particao(A[],
X < Alr]
1« p -1
para jJ « p até r-1 faca
if A[J] < x

1«1+ 1

trocar A[1] « A[]]
fim para
trocar A[1+1] « A[r]
retorna 1 + 1
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Quais sao as operacoes
que devemos considerar
para analisar a

complexidade deste
algnrifmn?
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QuickSort

* Algoritmo Cormen:

Particao(A[],

p, r)
X — A[r] e ————

1« p -1 Justamente o laco!
para J « p até r-1 faca | & T
if A[A7 < Qual é a complexidade
. [J]. h deste trecho?
1« 1+ 1

trocar A[1] « A[]]
fim para

trocar A[1+1] « A[r]
retorna 1 + 1
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QuickSort

* Algoritmo Cormen:
Particao(A[],

p, r) \
X « A[r]
1« p -1
para J « p até r-1 faca
1t A[J] <x O(n), onden=r-p + 1
1«1+ 1
trocar A[1] <« A[]]
fim para

trocar A[i+1l] ~ A[r]
retorna 1 + 1

Complexidade:

-
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QuickSort

* Agora que ja vimos o algoritmo do método gque faz a particao,
podemos definir o algoritmo completo do QuickSort:

quickSort (A,p,r)

se p<r

q < particao(A,p,r)
quickSort(A, p, g-1)

quickSort(A, gq+1, r)
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QuickSort

Analisando a complexidade do QuickSort

’ . ) quickSort (A,p,r)
E um algoritmo recursivo.

se p<r

A . g <« particao(A,p,r)
Portanto, devemos usar recorrencia. quickSort(A, p, q-1)
quickSort(A, g+1, r)

Temos que definir T(n):

problema: no caso do QuickSort, o tempo de execucao depende do
particionamento:

particionamento balanceado:
complexidade assintotica # MergeSort (bem rapido!);
nao balanceado:

complexidade assintotica # Insertion Sort (bem lento!).
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QuickSort

* Analisando o particionamento do QuickSort

. quickSort (A,p,r)
* Pior caso?

sep<r
g <« particao(A,p,r)
quickSort(A, p, q-1)
quickSort(A, g+1, r)
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QuickSort

* Analisando o particionamento do QuickSort
* Pior caso?

° quando o particionamento gera
um subproblema com n-1
elementos e outro com 0 elementos;

* Por que?

apva
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QuickSort

* Analisando o particionamento do QuickSort

. quickSort (A,p,r)
* Pior caso?

se p<r
q <« particao(A,p,r)

° quando o particionamento gera quickSort(A, p, q-1)

uickSort(A, g+1, r)
um subproblema com n-1 k
elementos e outro com 0 elementos;

* Por que? Porque o elemento restante € justamente o pivo!
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QuickSort

Analisando o particionamento do QuickSort

Pior caso?

quando o particionamento gera

quickSort (A,p,r)

sep<r
q <« particao(A,p,r)
quickSort(A, p, g-1)
quickSort(A, g+1, r)

um subproblema com n-1
elementos e outro com 0 elementos;

Por que? Porque o elemento restante

é justamente 0 pivo!

Se este particionamento nao balanceado ocorrer em cada
chamada recursiva, qual € a complexidade assintotica neste

caso”?

| | C@-} SISTEMAS DE
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QuickSort

Analisando o particionamento do QuickSort

Pior caso?

quando o particionamento gera
um subproblema com n-1

quickSort (A,p,r)

se p<r
q <« particao(A,p,r)
quickSort(A, p, g-1)
quickSort(A, g+1, r)

elementos e outro com 0 elementos;

Por que? Porque o elemento restante € justamente o pivo!

Se este particionamento nao balanceado ocorrer em cada chamada
recursiva, qual € a complexidade assintotica neste caso?

procedimento de particao = O(n)

chamada recursiva a um arranjo de tamanho 0: T(0)=0(1).
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QuickSort

Analisando o particionamento do QuickSort

quickSort (A,p,r
Pior caso? sep<r
g <« particao(A,p,r)
Se este particionamento nao quickSort(A, p, q-1)
quickSort(A, g+1,r)

balanceado ocorrer em cada chamada
recursiva, qual é a complexidade assintotica neste caso?

procedimento de particao = O(n)

chamada recursiva a um arranjo de tamanho 0: T(0)=0(1).

T(n)=T(n-1)+T(0)+0(n)=T(n—1)+0(n)=T(n—1)+n

I SISTEMAS DE & EACH %
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QuickSort

Analisando o particionamento do QuickSort

. 5 quickSort (A,p,r)
Pior caso: sep<r
. L. q <« particao(A,p,r)
procedimento de particao = O(n) quickSort(A, p, q-1)
quickSort(A, g+1, r)

chamada recursiva a um arranjo
de tamanho 0: T(0)=0(1).

T(n)=T(n-1)+T(0)+0(n)=T(n—1)+0(n)=T(n—1)+n
se somarmos 0s custos envolvidos em cada recursao, teremos uma
série aritmética;
podemos calcular a complexidade expandindo a equacao de
reCcoITéncia...
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QuickSort

* Analisando o particionamento do QuickSort
* Pior caso?

T(n)=T(n—1)+n

T(n)=T(n-2)+n—1+n

T(n)=T(n-3)+n—2+n—1+n

T(n):T(n—k)+nk—l§::i

T(”):T(n—k)mk_k(’;;l)

onden—k=0=n=k

R\ SISTEMAS DE # 2 EACH %



QuickSort

Analisando o particionamento do QuickSort

Pior caso?
T(n)=T(n—1)+n
T'in)=T n—2)+n—1+n 2
T(n)=T(n-3)+n—2+n—1+n  T(n)=0(1)+n"=2

) 2
-1 —p T(n):0(1)+§” n+n

T(n)=T(n—k)+nk—§;i

T(”):T(n—k)mk_k(’;;l)

onden—k=0=n=k
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QuickSort

Analisando o particionamento do QuickSort

. 5 quickSort (A,p,r)
Pior caso: se p <r
. L. g <« particao(A,p,r)
procedimento de particao = O(n) quickSort(A, p, q-1)
gquickSort(A, g+1, r)

chamada recursiva a um arranjo
de tamanho 0: T(0)=0(1).

T(n)=T(n-1)+T(0)+0(n)=T(n-1)+0(n)
se somarmos os custos envolvidos em cada recursao, teremos uma
série aritmética;

podemos calcular a complexidade expandindo a equacao de
reCcoITéncia...

T(n)eo(n’)
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Analisando o particionamento do QuickSort

. 5 quickSort (A,p,r)
Pior caso: sep<r
. L. g <« particao(A,p,r)
procedimento de particao = O(n) quickSort(A, p, q-1)
gquickSort(A, g+1, r)

chamada recursiva a um arranjo
de tamanho 0: T(0)=0(1).

T(n)=T(n-1)+T(0)+0(n)=T(n-1)+0(n)

Se somarmos 0s custos envolvidos em cada recursdo, teremos uma
serie aritmética — podemos calcular a complexidade por
substituicao...

T(n)%O(nZ)

Semelhante ao tempo da ordenacao por insercao!
Quando o arranjo esta ordenado, a ordenacao por insercao
é executada no tempo O(n) e aqui continua sendo
executada em O(n?).




QuickSort

* Analisando o particionamento do QuickSort

* Melhor caso?

quickSort (A,p,r)

se p<r
g <« particao(A,p,r)
quickSort(A, p, q-1)
quickSort(A, g+1, r)

— SISTEMASDE . 2+ EACH
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QuickSort

* Analisando o particionamento do QuickSort

quickSort (A,p,r)
* Melhor caso?

sep<r
L. q <« particao(A,p,r)
¢ quando 0 part1c1onamento gera quickSort(A, p, g-1)

dois subproblemas, cada um com quickSort(A, g+1, r)
tamanho nao maior que n/2: um com tamanho
[n/Z‘ e outro com tamanho (H/Z)—l

* Qual é a recorréncia neste caso?

IIJC'} SISTEMAS DE — ,v. EACH
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QuickSort

* Analisando o particionamento do QuickSort

* Melhor caso?

° quando o particionamento gera

quickSort (A,p,r)

sep<r
g <« particao(A,p,r)
quickSort(A, p, g-1)
gquickSort(A, g+1, r)

dois subproblemas, cada um com

tamanho nao maior que n/2: um com tamanho

[n/Z‘ e outro com tamanho (n/Z)

* Qual é a recorréncia neste caso?

T(n)<2T(n/2)+0O(n)

| | C'p-ﬁ SISTEMAS DE
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QuickSort

* Analisando o particionamento do QuickSort

* Melhor caso?

° quando o particionamento gera
dois subproblemas, cada um com
tamanho nao maior que n/2: um com tamanho
[n/Z‘ e outro com tamanho (n/Z)—l

* Qual é a recorréencia neste caso?

T(n)<2T(n/2)+0(n)

nlog,,a

nlog”a_),algumeo = T(n)

'::}T(n)

)

f(n)=0

f(n)=01n lgn)
(n)=@[n"*"|,algume0 = T(n)=6/f(n)
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QuickSort

Analisando o particionamento do QuickSort

Melhor caso?

quando o particionamento gera

dois subproblemas, cada um com

tamanho nao maior que n/2: um com tamanho
[n/Z‘ e outro com tamanho (n/Z)—l

Qual é a recorrencia neste caso?

T(n)<2T(n/2)+0(n)
Aplicando caso 2 do Teorema Mestre:
I ( n) =0 ( nlg n ) f/(n):O(nlogba_),algumEO = T(n)=0\n"* A
f(n)=6 n*% = T(n)=6 nlogbalgn)

nlogba+

(n)=Q ,algum €0 = T(”):@(f(”))
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QuickSort

Analisando o particionamento do QuickSort

Particionamento balanceado

caso meédio do QuickSort € muito mais proximo do melhor caso do

que do pior caso;
Consideremos, por exemplo, que sempre a particao gere uma
divisao proporcional em cada recursao. Exemplo: particao 9 para

1.

A equacado de recorrencia seria:

T(n)<T(9n/10)+T(n/10)+cn

I SISTEMAS DE Y EACH %
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QuickSort

* Analisando o particionamento do QuickSort

* Particionamento balanceado

* A equacao de recorrencia seria:

T(n)<T(9n/10)+T(n/10)+cn
* Expandindo-se esta equacao chegariamos também a:

T(n)=0(nlgn)

(ver arvore de recursao pagina 122 do Cormen
et al.)
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QuickSort

* Analisando o particionamento do QuickSort

* Intuicao para caso medio:

* Nao podemos garantir a condicao anterior (divisao sempre
balanceada), mas...

[T\ SISTEMAS DE . 2+ EACH
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QuickSort

* Analisando o particionamento do QuickSort

* Intuicao para caso medio:

* Nao podemos garantir a condicao anterior (divisao sempre
balanceada), mas...

* podemos considerar que algumas particoes sao boas e outras sao
ruins, distribuidas aleatoriamente na arvore de recursao;
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QuickSort

Analisando o particionamento do QuickSort

Intuicao para caso medio:

Nao podemos garantir a condicao anterior (divisao sempre
balanceada), mas...

podemos considerar que algumas particoes sao boas e outras sao

ruins, distribuidas aleatoriamente na arvore de recursao;

Supondo uma particao ruim seguida sempre de uma boa:
1. Parti¢do ruim (pior caso): T(() ) +T ( n _1)

n—1 T n—1
2 2

2. Particao boa (melhor caso): |-

n. Total:

T(0)+T n__l n__l

2 2
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QuickSort

* Analisando o particionamento do QuickSort

* Intuicao para caso medio:
* Supondo uma particao ruim seguida sempre de uma boa:
1. Particio ruim (pior caso):  T(0]+T(n—1)

2. Particao boa (melhor caso): T n-1 +T( n—1

2 2

n. Total: T(0)+T n-1

Assim, o custo da particao ruim é absorvido pela particao boa!!!

IIJC'} SISTEMAS DE — ,v. EACH
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QuickSort

Analisando o particionamento do QuickSort

Intuicao para caso medio:
Supondo uma particao ruim seguida sempre de uma boa:

1. Particio ruim (pior caso):  T(0]+T(n—1)
n-1|,(n-1

2. Particao boa (melhor caso): T > >

+T

n—1

n—1

n. Total: T(0)+T >

+T

Assim, o custo da particao ruim é absorvido pela particao boa!!!

Portanto, o tempo de execucao do QuickSort quando os niveis se
alternam entre particdes boas e ruins é semelhante ao custo para
particoes boas sozinhas:

T(n) = O(n log n), mas com uma constante maior.
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QuickSort

int particao(int vetor[], int 1ini, int fim)
{

int pivo, i, j, temp;

pivo = vetor[fim],;

1 =1ni; j = fim - 1;

while (1 <= j)

{
if (vetor[i] <= pivo) i++;
else
if (vetor[j] > pivo) j--;
else
{
temp = vetor[1i];
vetor[1] = vetor[]j];
vetor[j] = temp;
1++,
J--
h
3
vetor[fim] = vetor[1i];
vetor[i] = pivo;
return 1,

h »
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QuickSort

void quickSort(int vetor[], int 1ini, int fim)

{
if (ini < fim)
{
int q = particao(vetor, 1ini, fim),
quickSort(vetor, ini, q - 1);
quickSort(vetor, q + 1, fim);
}
}

apva
g
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Nao podemos prever a ordem dos elementos do arranjo
de entrada.

E, portanto, nao podemos garantir a aproximacao da
execucao do algoritmo no caso médio considerando
somente o0 arranjo de entrada.

Entao, como fazer para aproximar a execucdo do
algoritmo ao caso médio? Onde podemos mexer?

:n'n
AVaRY
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!E: | SISTEMAS DE w EACH
=== INFORMACAOQ =~

44



QuickSort

Podemos escolher o pivo aleatoriamente, em vez de fixar
uma regra (no nosso algoritmo anterior, escolhemos sempre
o ultimo elemento).

Particao(A[], p, r)
X < A[r]
1< p-1
para j < p até r-1 faca
if A[J] <x

1« 1+1

trocar A[1] < A[]]
fim para
trocar A[i+1] « A[r]
retorna i + 1

R\ SISTEMAS DE E EACH %
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QuickSort

*Implementacao com escolha aleatoria do pivo:

int particaoAleatoria(int[] A, int ini, int fim)

{

int 1, temp;

// Escolhe um numero aleatorio entre ini e fim

1= fim - ini + 1; // tamanho
1 = random() % 1i;
1 += 1ini;

// Troca de posicao A[1i] e A[fim]
temp = A[fim];

A[fim] = A[i];

A[1] = temp;

return particao(A, ini, fim);

apva
AV Y
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QuickSort

Implementacao com escolha aleatoria do pivo:

volid quickSortAleatorio(int[] vetor, int 1ini, int fim)
{
if (ini < fim)
{
int q = particaoAleatoria(vetor, 1ini, fim);
quickSortAleatorio(vetor, 1ini, q - 1);
quickSortAleatorio(vetor, q + 1, fim),

¥
}

N SISTEMAS DE = EACH %7
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QuickSort

Vimos que a complexidade assintotica do QuickSort no
melhor caso é igual a complexidade do MergeSort.

Por que, entao, o QuickSort e considerado melhor?
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QuickSort

Vimos que a complexidade assintotica do QuickSort no
melhor caso é igual a complexidade do MergeSort.

Por que, entao, o QuickSort é considerado melhor?

Porque executa a ordenacao sem usar arranjo auxiliar.

!E: | SISTEMAS DE & EACH 4
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Resumindo:

Ordenacao sem usar arranjo auxiliar;

Usa quantidade de memoria constante, alem do tamanho
do proprio arranjo:

Complexidade do pior caso: O(n?)

Complexidade do melhor caso: O(n log n)

Complexidade do caso medio: O(n log n)
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