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Frase do dia

A vida é uma luta inteira em que cada passo é contestado. Logo, é
uma alma covarde aquela que, assim que as nuvens negras se
condensam ou apenas se mostram no horizonte, abate-se, perde o
animo e pde-se a lamentar.

Arthur Schopenhauer?

2Filésofo alem3o (1788 — 1860).
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Prélogo

@ Toda LR pode ser descrita por uma Expressao Regular, ER
@ ER é um formalismo denotacional
@ ER explica como gerar palavras da LR

o ER é ideal para comunicacdo homem x mdquina
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Objetivos

@ Introduzir expressdes regulares (ER) como uma linguagem formal
@ Mostrar a equivaléncia entre ER e AF

o Caracterizar as limitacoes de AF
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Defini¢do de ER

Expressoes regulares

@ Toda linguagem regular pode ser descrita por uma expressao
denonimada expressao regular
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Definigdo de ER

Expressoes regulares

@ Toda linguagem regular pode ser descrita por uma expressao
denonimada expressao regular

@ ER sdo muito usadas em utilitarios dos sistemas operacionais
Unix-like e em linguagens de programacao
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Definigdo de ER

Expressoes regulares

@ Toda linguagem regular pode ser descrita por uma expressao
denonimada expressao regular

@ ER sdo muito usadas em utilitarios dos sistemas operacionais
Unix-like e em linguagens de programacao

@ Uma ER é definida a partir de conjuntos e as operacoes de
concatenacdo, unido e da operacao estrela

@ O valor de uma expressao regular é uma linguagem

E.E.S. Ruiz (USP) LFA 6/ 38



Definigdo de ER

Exemplos

e ER; = (aUb)a*
e ER; = Ly, uma linguagem t.q. w comegam com ‘a’, ou
comegam com ‘b’, seguidas por um ndmero qualquer (n > 0) de

a.
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+ Exemplos de ER

@ X2 *, para X um alfabeto qualquer

o Ea linguagem constituida de todas as cadeias de caracteres
sobre X
e Sendo X ={a,b},x* = (aUb)* +¢
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+ Exemplos de ER

@ X2 *, para X um alfabeto qualquer
o Ea linguagem constituida de todas as cadeias de caracteres
sobre X
e Sendo X ={a,b},x* = (aUb)* +¢
e 21
o EaER que representa a linguagem na qual todas as cadeias
sobre ¥ que terminam com o caracter ‘1’

Vejamos qual € a definicao de uma ER. ..
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Definicao de ER

Sejam R; e R, duas linguagens. Sejam também as ER r; e r; que
denotam as linguagens R; e R».
Dizemos que r é uma expressdo regular (ER) se r for:

Q@ a,Va e X, ou seja, a linguagem que contém exclusivamente a
palavra constituida pelo simbolo a;

©Q ¢, ou seja, a cadeia vazia;

© I, ou seja, a linguagem vazia. E, indutivamente, considerando
r e rp, expressoes regulares, temos:

Q@ r=(nUnr), aunido, também denotada por r; + r;

@ r = (non), aconcatenagdo, também denotada por rir,;

O r =(ry), a operacio estrela, ou concatenagdo sucessiva.

Veja os detalhes a seguir:
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Definigdo de ER

Em detalhes a dltima parte

Dizemos que R é uma expressdo regular (ER) se R for:

@ Sejam r; e r, ER que denotam as linguagens R; e R,
respectivamente

@ (r + r2), a unido, é uma ER e denota a linguagem (Ry U Ry);

@ (nr), a concatenagdo, é uma ER e denotada a linguagem
R1R2 = {UV | uc Rl, AS Rz};

© (r{), a operagdo estrela, ou concatenagdo sucessiva, denota a
linguagem R;.
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Definigdo de ER

Convencao

Quando omitimos os parénteses nas ER, respeitamos as convencdes
de precedéncia de operadores. Vejam as conven¢des na Tabela
abaixo.

| Precedéncia | Operagdo |

1 Estrela
2 Concatenaciao
3 Unido

Tabela : Convencdes de precedéncia de operadores nas ER.
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Exemplos de ER

Veja alguns exemplos de ER relacionados as linguagens geradas por
estas expressdes. Considere ¥ = {a, b}.

| ER, (R) | Linguagem gerada, L(R) |
aa Somente a palavra aa
ba* Palavras que comecam com ‘b’ e
sao seguidas por zero ou mais ‘a’s

a*ba* Palavras que contém um dnico ‘b’

> *bY* | Palavras que tem, pelo menos, um simbolo ‘b’
> *abaY* | Palavras que contém a subcadeia ‘aba’
b*(ab™)* | Palavras em que todo ‘a’ é seguido por
pelo menos um ‘b’
(XX)* | Palavras de comprimento par
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+ Exemplos de ER

Na Tabela abaixo mostramos outros exemplos de ER relacionando
com as linguagens geradas por estas expressoes. Aqui também

Y ={a,b}.

| Expressdo Regular, (R) | Linguagem gerada, L(R) |

ab + ba L(R) = {ab, ba}
(a+ b)* Todas as palavras sobre
(a+ b)*aa(a+ b)* Todas as palavras que contém
a subcadeia ‘aa’
(a+ b)*(aa+ bb) Todas as palavras que terminam
com ‘aa’ ou ‘bb’
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Exemplos de ER

Vamos relembrar concatenacdo de conjuntos

@ Sejam os conjuntos A e B
e AB=AoB=1{ablac A bc B}
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Exemplos de ER

Vamos relembrar concatenacdo de conjuntos

@ Sejam os conjuntos A e B
e AB=AoB={ablac A be B}

® mas...
e Se B =@, Bb. Assim Fab tal que a € A, b € B, assim
0o Ao =0

Ou seja, a concatenacao do & é sempre &.
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Exemplos de ER

Outros exemplos de ER

Na Tabela abaixo mostramos outros exemplos de ER relacionando
com as linguagens geradas por estas expressoes. Aqui também
considere o alfabeto ¥ = {a, b}.

| ER, (R) | Linguagem gerada, L(R) |

(aUe)b* ={w|w=ab*Ub"}
(aUe€)(bUe) | ={e, a,b,ab}
b*o =
o* = {¢}, (ou seja, juntar qualquer nimero
de cadeias, pode ser pode ser juntar 0 cadeias,
0 que gera a cadeia vazia)
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Exemplos de ER

Ainda. . . unidao e concatenacao

Se tomarmos R como uma ER, devemos saber que:

e RU Y = R, ou seja, adicionar a linguagem vazia a qualquer R
nao modifica R; e
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Exemplos de ER

Ainda. . . unidao e concatenacao

Se tomarmos R como uma ER, devemos saber que:
e RU Y = R, ou seja, adicionar a linguagem vazia a qualquer R
ndo modifica R; e
@ Roe =R, ou seja, a concatenagdo de uma expressao regular
com uma cadeia vazia € a prépria expressao regular.
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Exemplos de ER

Fique atento também para o seguinte:

e (R Ue¢) pode ser diferente de R.
Por exemplo, se em ¥ = {a, b} e R = a, temos que L(R) = {a}
mas L(RU¢) = {a,€}; e, como sabemos
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Exemplos de ER

Fique atento também para o seguinte:

e (R Ue¢) pode ser diferente de R.
Por exemplo, se em ¥ = {a, b} e R = a, temos que L(R) = {a}
mas L(RU¢) = {a,€}; e, como sabemos

@ Ro @ = g, para qualquer expressao regular.
Ou seja, a concatenagao de uma expressao regular com uma
linguagem vazia gera uma linguagem vazia.
Relembre a definicao da operacao de concatenacao.
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Teorema entre ER e L(R)

Teorema

Se R é uma expressdo regular entdo a linguagem gerada por R, L(R),
€ uma linguagem regular
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Equivaléncia ER-AF

Teorema

Uma linguagem é regular se e somente se alguma expressao regular a
descreve
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Equivaléncia entre ER e AF

Equivaléncia ER-AF

Teorema

Uma linguagem é regular se e somente se alguma expressao regular a
descreve

Lema

Se uma linguagem é descrita por uma expressao regular, entdo ela é
regular
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Equivaléncia entre ER e AF

Exemplos: 1

A figura abaixo representando um autdmato é equivalente a ER a.

a
start —>‘—>
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Equivaléncia entre ER e AF

Exemplos: 2

A figura abaixo representando um automato é equivalente a ER ab.

start —( 9o 2 /ql\ € @ b @
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Equivaléncia entre ER e AF

Exemplos: 3

A figura abaixo representando um automato € equivalente a ER
(abU a)*.

€
start —> e
€
()
€
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Limitacdes dos AF

Limitacoes dos AF

e L ={a"b" | n> 0}, por mais que possa se assemelhar a uma
linguagem regular, L nao é regular
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Limitagdes dos AF

Limitacoes dos AF

e L ={a"b" | n> 0}, por mais que possa se assemelhar a uma
linguagem regular, L nao é regular

@ O nimero de simbolos a e b em L é ilimitado e igual
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Limitagdes dos AF

Limitacoes dos AF

e L ={a"b" | n> 0}, por mais que possa se assemelhar a uma
linguagem regular, L nao é regular

@ O nimero de simbolos a e b em L é ilimitado e igual

@ Um autdmato deveria computar a quantidade ilimitada n para os
dois simbolos, o que é impossivel para um automato finito

O Lema do Bombeamento para Linguagens Regulares é um método
para provar como linguagens como L; nao sdo regulares. Vejamos. . .
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Lema do Bombeamento

Conceito do Lema do Bombeamento

@ Usado para demonstrar que um conjunto nao é aceito por uma
mdquina de estado finito

@ Que o conjunto existe fora do espaco dos AF
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Lema do Bombeamento

Conceito do Lema do Bombeamento

@ Usado para demonstrar que um conjunto nao é aceito por uma
mdquina de estado finito

@ Que o conjunto existe fora do espaco dos AF
@ Os conjuntos dentro dos limites dos AF tém certas propriedades

@ Se o conjunto n3o tem estas propriedades n3o pode ser
origindrio de um AF
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Lema do Bombeamento

Uso do Lema do Bombeamento

O uso do lema ocorre de forma “contrdria” (reversa) ao que o lema
diz:
Lema d propriedade do conjunto regular — propriedades do
bombeamento

Demo 7 propriedade do bombeamento — # propriedade do
conjunto regular
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Lema do Bombeamento

Lema do Bombeamento

Lema do Bombeamento

Se L é uma linguagem regular, entdo existe um numero p, chamado
comprimento do bombeamento, tal que, se para qualquer palavra

w € L, com |w| > p, entdo w pode ser dividida em trés subcadeias,
w = xyz, satisfazendo as seguintes condicdes:

Q [xy| <p;
Qly[>1e
Q@ w=xylze L, Vi>0.

y

Provado em 1959 por Dana Scott e Michael Rabin, ambos receberam
o ACM Turing Award em 1976. Ambos foram orientados por Alonzo
Church.
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Lema do Bombeamento

Explicando o lema

@ Se uma linguagem L é regular, entdo ela aceita um AFD com p
estados

@ Se o AFD reconhece w, t.q |w| > p, é porque o AFD assume
um estado mais de uma vez, ou seja, tem um ciclo num estado g

y
. X ( ) z
start —
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Lema do Bombeamento

Lema do bombeamento: releitura

Este lema diz que todas as cadeias de uma linguagem podem ser
‘bombeadas’ se elas sao longas quanto p, ou seja, qualquer uma
destas cadeias de comprimento p tem uma parte que pode ser
repetida um nimero qualquer de vezes, sendo que a cadeia resultante
ainda permanece na mesma linguagem.

Lema do Bombeamento
Se L é uma linguagem regular, entdo existe um nimero p, chamado
comprimento do bombeamento, tal que, se para qualquer palavra
w € L, com |w| > p, entdo w pode ser dividida em trés subcadeias,
w = xyz, satisfazendo as seguintes condi¢des:

Q [xy| <p;

Qlyl=1e

Q@ w=xyizc L, Vi>0.
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Lema do Bombeamento

Ainda sobre o Lema

Sabemos que y' é a repetic3o, por concatenacdo de y, i vezes. Se
i=0,y" = y% = ¢. Note também que |y| é o comprimento da cadeia
y e que, ly| > 1, ou seja, y # €. Repare que, pela primeira condi¢do,
o comprimento da concatenacao xy deve ser, no maximo, p, ou seja,
xy| < p.

Lema do Bombeamento

Se L é uma linguagem regular, entdo existe um nimero p, chamado
comprimento do bombeamento, tal que, se para qualquer palavra
w € L, com |w| > p, entdo w pode ser dividida em trés subcadeias,
w = xyz, satisfazendo as seguintes condicdes:

Q [xy[<p;

Qly>1e

Q@ w=xylze L, Vi>0.
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Lema do Bombeamento

Para que serve o Lema?

Como usar?

Por exemplo, podemos usar este lema para provar a ndo-regularidade
de uma linguagem.
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Exemplo 1

Seja a linguagem L; = {ab"c | n > 0}.
Elabore um AFD que reconheca L,
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Exemplo 1

Seja a linguagem L; = {ab"c | n > 0}.
Elabore um AFD que reconheca L,

b
. a 8 c
start — e
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Exemplo 1

Seja a linguagem L; = {ab"c | n > 0}.
Elabore um AFD que reconheca L,

b
. a 8 C
start — e

Vamos imaginar, por absurdo, que L; n3o é uma linguagem regular.
Assim, ndo seria possivel aplicar o Lema do Bombeamento.
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Aplicando o Lema

Vamos tomar os seguintes exemplos:

@ Seja w = abc. Temos assim |w| = 3. Rescrevendo w como
w = xy'z € L1,Vi > 0 de modo que |xy| <3 e |y| > 1 podemos
escolher x = a,y = b,z = c. Deste modo, todas as cadeias
abaixo pertencem a L;. Em outras palavras:

Xz = ac
w = xyyz = abbc € L,
xyyyz = abbbc

Portanto L; é uma LR.
Repare que no primeiro caso w = xz = xy'z, para i =0
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QOutra maneira de ver:

@ Seja agora w = abbbc, ou seja, |w| = 5. Podemos reescrever w
como w = xy'z € Ly,Vi > 0 de modo que |xy| <5e |y| > 1.
Aqui podemos fazer trés escolhas de subdivisdao da cadeia s:

(_a _b bbc. Tal como (a)(b)*(bbc),
N~
X y z
W a bb, bc, . Tal como (a)(bb)*(bc), todas € L.
X y z
ab, b _c Tal como (ab)(b)*(c¢),
\ X y z
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No entanto. ..

Nem todas as divisOes possiveis de cadeias w produzem cadeias € L;.
Vejam estas possibilidades abaixo:

Nestes casos w = xy'z ¢ L;.

7

o

bb

z

{

€ a
N~

X

€

o

y
ab
=~
y
b

~~

~—

X

€ abb
~—
\ Xx y

(9]

bc .

N<g N<

Entretanto, existem divisdes possiveis de L; de modo a satisfazer o

Lema do Bombeamento.
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Exemplo 2

Seja a linguagem L, = {ww | w € {a, b}*}.
Prove que L, ndo é uma LR.
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Exemplo 2

Seja a linguagem L, = {ww | w € {a, b}*}.

Prove que L, ndo é uma LR.

Vamos tentar “bombear” L,.

Seja w = a"b, entdo ww = a"ba"b € L,. Assim, |w| > 2n.
Precisamos fatorar w para encontrar |xy| < 2n.

ww =xyz=_a _a° a'ba"b
\/\/W—/
X y z

tal que: r + s+t = n, ou seja, conseguimos |xy| < n.
Vamos continuar. ..
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Exemplo 2: continuagao

Tomemos um expoente para xy'z, i=2:

xy’z = a"a**a'ba"b
= a"a*a’atha"b

St S nb

= a'a°a’ a°ba

an
= a"a’ba"b
=a""h a"b
—~— =

P1 p2

Como p; # po ndo é uma palavra repetida, portanto & L, e ndo é
uma LR usando esta “fatoracdo”.
Talvez outras fatoragdes possa levar a outra conclusao.
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Para fazer em casa!

Apliquem o Lema do Bombeamento para estes casos:

e L, ={a"b"|n>0}
o L3 ={w | w tem nimero igual de a e b}
o Ly={ab|i>j}
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Caros,

Ainda voltaremos a este tema de bombeamento num outro encontro! |

E.E.S. Ruiz (USP) LFA



	Definição de ER
	Exemplos de ER
	Equivalência entre ER e AF
	Limitações dos AF
	Lema do Bombeamento
	Exemplos

