Capitulo 4

Nocoes da teoria da plasticidade

4.1 Introducao

No ambito da Resiténcia dos Materiais e da Teoria da Elasticidade, a resolu¢ao do pro-
blema estrutural impoe sempre os conceitos de elasticidade e linearidade, na definicao do
comportamento reolégico dos materiais de que sao constituidas as estruturas.

Um material é dito de comportamento eldstico se, quando sob acao de uma solicitacao
externa, as deformacoes se processam de forma imediata e ainda, ao se retirar a solicitacao,
este volta & sua configuracao inicial, ou seja as deformacoes sao reversiveis.

Um material é dito de comportamento linear, quando existir proporcionalidade entre
tensoes e deformacoes, ou seja as suas relacoes constitutivas sao expressas pela lei de Hooke
quando se tratar de estados de tensao simples e pela lei de Hooke generalizada quando se
tratar de estados de tensao triaxiais.

Em resumo, no estudo dos problemas estruturais no &mbito da Resisténcia dos Materi-
ais e da Teoria da Elasticidade consideram-se as estruturas constituidas de materiais com
comportamento reoldgico definido por resposta eldstica e linear.

O conceito de nao linearidade fisica estd associado aos materiais para os quais nao existe
proporcionalidade entre tensao e deformagao e, portanto, nao é valida a lei de Hooke nas
duas formas anteriormente citadas.

O conceito de plasticidade esta associado aos materiais para os quais a resposta deixa de
ser eldstica, ou seja, embora as deformacoes continuem processando-se de forma imediata, ao
se retirar a solicitacao estes nao voltam as configuragoes iniciais, permanecendo deformados
(deformagao residual). Tais deformagdes irreversiveis sao as chamadas deformagoes plésticas.

Para exemplificar serao analisados alguns diagramas que representam as relagoes entre
tensoes o e deformagoes € obtidos em ensaios de tragao e compressao simples para distintos
materiais.

A Figura 4.1a mostra um material de comportamento eldstico e linear também definido
como um material elasto-fragil. Neste caso as deformacoes entre A e A’ se processam de
forma reversivel e respeitando proporcionalidade com as tensoes, ou seja

o= FEe¢

com
E = tga.

Observar que este material é fragil, pois ao se atingirem os pontos A e A’ o material se
desagrega ficando definidas nestes pontos as tensoes de ruptura a tragao (o,;) € & compressao

(Ore) -
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Figura 4.1: Fig. a) Material eldstico linear (elasto—fragil). Fig. b) Material eldstico nao-
linear fragil.

A Figura 4.1b mostra um material de comportamento eldstico e nao-linear fragil, onde
as deformacoes sao reversiveis, porém nao proporcionais as tensoes.
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Figura 4.2: Diagrama tensao—deformacao de materiais dicteis

Analisando o diagrama tensao—deformacao da Figura 4.2 pode-se observar que:

e 1o trecho OA o comportamento do material é eldstico e linear

e no trecho AB o comportamento do material é eldstico, porém nao-linear.

A tensao associada ao ponto A que limita a resposta linear é dita tensao limite de
proporcionalidade (o).

A tensdo associada ao ponto B é dita tensao limite de elasticidade (o.), pois atingida
esta tensao, as deformagoes deixam de se processar de forma irreversivel. Assim, se no ensaio
de tracao deste material, ao se atingir o ponto C, retirar-se integralmente a solicitagao, a
descarga se fard pela linha C'D, aproximadamente paralela a O A, tal que da deformacao total
€ somente a parcela ¢ é reversivel. A parcela P é irreversivel e caracteriza a deformagao
pléstica (permanente). E interessante observar que ao se ultrapassar o limite de elasticidade
oe, a descarga se faz de forma linear, mantendo a mesma relacao entre tensao e deformacao
que se tem quando do carregamento inicial e ainda, se se retomar o processo de carregamento,
este se fard elasticamente sobre a reta C'D.
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Note-se também que ao se atingir a tensao o, as deformacoes crescem rapidamente sem
que ocorram variacoes de tensao e, portanto, definindo um trecho reto praticamente paralelo
ao eixo dos € que é dito patamar de escoamento e que é préoprio dos materiais diicteis.
Para estes materiais a tensao limite de elasticidade o, é também denominada tensao de
escoamento.

A continuidade do ensaio leva a um aumento de tensao no final do patamar que se deve
a contracao da secao transversal e que ocorre pouco antes de se atingir a ruptura.

Os agos laminados a quente (CA50-A) apresentam diagramas tensao—deformacao do tipo
indicado na Figura 4.2.

J& os agos encruados por laminacdo a frio (CA50-B), apresentam diagrama tensao—
deformacgao como o indicado na Figura 4.3.
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Figura 4.3: Diagrama tensao—deformagao do aco CA 50-B.

Notar que estes agos nao apresentam patamar de escoamento. O seu limite de elasticidade
¢é convencional e se caracteriza pela tensao o. para qual estd associada uma deformacao
pléstica (permanente) ¢ = 0,2° /.

No estudo que aqui se apresenta acerca das nocoes da Teoria da Plasticidade, serao
considerados materiais cujo diagrama tensao—deformacao estd indicado na Figura 4.4 e que
sao definidos como elasto—plastico ideais.

~

Figura 4.4: Diagrama tensao—deformacao de material elasto—pléstico ideal.

4.2 Generalidades

Neste item serao abordados alguns aspectos relativos ao conceito de seguranga das es-
truturas e a sua interdependéncia com as condicoes de resposta dos materiais, ou seja a
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resposta em regime eldstico—linear e a resposta em regime elasto—pldstico; adotar-se-a aqui,
como modelo reolégico aquele correspondente ao material elasto—pléstico ideal.

O conceito de seguranca de uma estrutura que, a principio é puramente qualitativo, estd
ligado & capacidade de que esta apresenta de suportar, durante toda a vida titil, as diversas
acoes para as quais ela foi projetada, mantendo as condigoes funcionais a que se destina.

Obviamente, para que se possa quantificar esta seguranca é necessério que:

e se conheca a resposta da estrutura para as acoes consideradas, determinando-se os
esforgos internos, as deformacoes e os deslocamentos, os quais estao associados a um
dado comportamento reoldgico.

e se estabelecam determinados critérios de comparacao com as respostas encontradas de
tal forma que se possa medir a sua seguranca. Tais critérios de comparacao podem ser
de dois tipos:

a) critérios de resisténcia onde sao definidas condi¢oes que permitem medir a segu-
ranca quanto a capacidade que a estrutura tem de resistir as acoes para as quais
foi projetada.

b) critérios de funcionalidade e durabilidade das estruturas que permitem estabelecer
as condicoes adequadas para a sua utilizacao.

A forma cléssica de avaliacao da seguranca das estruturas em relacao a sua capacidade
resistente é feita pelo método das tensoes admissiveis onde a medida da seguranca é obtida
através do coeficiente de seguranca interno <, e adotando-se, em geral, como critério de
resisténcia para as estruturas reticuladas, o Critério da Méxima Tensao Normal.

Desta forma, a medida da seguranca, tendo em conta o Método das Tensoes Admissiveis
e na hipétese de se considerar um material de comportamento elasto—plastico ideal (Figura
4.4), pode ser expressa pela desigualdade

—o0<o<o0

onde o ¢é a tensao normal em qualquer ponto da estrutura, devida ao carregamento externo,
o= ‘;— é a tensao admissivel, 7, > 1 é o coeficiente de seguranca interno e o, a tensao de
escoamento na tragao ou compressao.

A adocao do M.T.A. na avaliacao das estruturas implica que em nenhum ponto da
estrutura se possa ter tensoes em moédulo superiores a tensao admissivel; o coeficiente de
seguranca v; mede o quanto a tensao admissivel se afasta da tensao limite de escoamento.
Fica claro também que, na avaliacao da seguranca em termos das tensoes admissiveis, para
materiais com comportamento elasto—plastico ideal, basta ter-se a resposta da estrutura (o)
em regime eldstico linear.

Como ilustragao tome-se o exemplo 1.
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Exemplo 1 Adotando-se o M.T.A., determinar para as estruturas mostradas nas Figuras
4.5a e 4.5b, o coeficiente de seguranca interno 7, na hipétese de o material ter comporta-
mento elasto—plastico ideal com tensao de escoamento na tracao e na compressao

oe = 10000 N/cm?.

10em i P=20000 N 6em
‘ 2m 2m ‘

10cm 20cm

secao transversal ~
secao transversal

i P=800000N 0
GC%
€
) 44 % b)
Figura 4.5: Exemplos.
Solucgao:

No caso da viga submetida & carga axial, a sua solucao em termos de esforgos solicitantes
¢ dada por forca normal constante ao longo da barra e igual a N = 800000 /N. Portanto em
todos os pontos da barra a tensao normal é

N 800000
A 100

= 8000 N/cm?.

0 = Omsx —

+ ®

i P =800000 N 800000

Figura 4.6: Viga — Carga axial.

Impondo-se a condi¢ao de seguranca pelo M. T.A. e adotando-se como critério de resistén-
cia o critério da Méxima Tensao Normal tem-se

O mix < o
onde
_ O, 10000
o = — —
Yi Vi
isto é 10000
8000 < .
Vi
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Figura 4.7: Viga. Flexao.

De onde se conclui que v; = 1,25 é o coeficiente de seguranca interno da estrutura da Figura
4.5a.

No caso da viga sobre dois apoios, a sua solu¢ao em termos de esforgos solicitantes é
indicada na Figura 4.7, onde

P¢ 20000 x 400
Mgy = —=—"—
4 4

Mpsx = 2000000 N.cm

V= g = 10000 N.

o'=— Mmax
WV

> M max

Figura 4.8:

Assim, as tensGes normais méximas ocorrem na secao de M4, € nas fibras superior e
inferior e sao dadas por:

/ _ Mméx
O-méx - W/

M
Jméx - W//

onde W' = W = 2 — XG0 _ 400 B ¢ Myyge = 2000000 N.cm.
Desta forma tem-se
ol = —0 = 5000 N/cm?.
Impondo-se a condi¢ao de seguranca pelo M. T.A. e adotando-se como critério de resistén-
cia o Critério da Maxima Tensao Normal tem-se:
na fibra inferior ol . = 45000 <7 =

max

!/

na fibra superior Orae = —0000< —0=— =7 < 2,0

max




ou seja o coeficiente de seguranca interno da estrutura da Figura 4.5b é

Notar que a adogao do Critério da Méaxima Tensao Normal para as estruturas submetidas
a esforcos de flexao acompanhados de forca cortante, nao exige a avaliacao das tensoes de
cisalhamento decorrentes desta iltima.

Tome-se agora para anédlise o exemplo 2.

Exemplo 2 Para as mesmas estruturas da Figura 4.5 determinar o valor da carga P = P
para a qual ocorre no ponto mais solicitado da estrutura tensao normal igual a tensao de
escoamento (|omsx| = 0¢), ou seja, determinar o valor de P; para que a estrutura entre em
regime plastico.

Solucao:

Figura 4.9:

Para a estrutura a) tem-se
N = Ny = P = cte

e, portanto,

Omax = — = — N/cm

constante para todo os pontos da estrutura.
Desta forma a condicao imposta para determinacao de Py fica
Py

Omix = — = 0= 10000 N/cem?

Pr = 1000000 N

Para a estrutura b) tem-se (Figura 4.10) na se¢do do meio do vao

P x 400
Mopsx = ><TN.cm

Mysx = 100P N.cm.

As tensoes normais méximas em moédulo nas fibras extremas ocorrem na secao do meio
do vao e sao:

Mpax ~ 100P
na fibra inferior ol . = W = a0 = 0,25P N/cm?
— Minax 100P
na fibra superior O = W a0 —0,25P N/cm?.
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Figura 4.10:

Desta forma a condicao imposta para determinacao de P fica

o' = 0,25P; = o, = 10000 kgf/cm? . Py = 40000 N

o = —0,25P; = —o, = —10000 kgf/cm? . P; = 40000 N.

max

Assim a carga P; = 40000 N define o final de comportamento da estrutura em regime
elastico e, portanto, o inicio do regime plastico. Nesta caso as tensoes normais na se¢ao do
meio do vao se distribuem conforme indicado na Figura 4.11.

6'= - 6. = — 1000N/cm? N

— tensao na fibra inferior
G.—
j ]\/Imax €
— 10,
c"=06. =1000N/cm? N\

Figura 4.11: Tensoes no meio do vao.

Posto isso, define-se como Primeiro Limite de uma estrutura submetida a uma carga
unica P, como sendo o valor da carga P = P; que causa o inicio de escoamento da estrutura,
ou seja, ¢ o valor da carga que provoca o aparecimento, no ponto mais solicitado da estrutura,
de uma tensao normal igual & tensao de escoamento o..

Assim, no exemplo 2 tem-se para as estruturas a) e b), o Primeiro Limite de cada uma
delas dado, respectivamente, por P; = 1000000 N e P; = 40000 N.

P,
P, |

—> D5 ‘

Mimax

°

Figura 4.12:

Imagine-se que a estrutura esteja submetida a um conjunto de cargas fixas, conforme
indicado na Figura 4.12. Define-se como Primeiro Limite da estrutura submetida a um
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conjunto de carregamento fixo, ao multiplicador ; deste carregamento para o qual na secao
mais solicitada se atinja uma tensao oy = 0.

Pode-se agora imaginar estabelecer-se uma medida de seguranca em relacao ao Primeiro
Limite da estrutura, definindo-se assim um coeficiente de seguranca externo dado por:

Py ]
Ve = F >

ou, o que é o mesmo, avaliando-se o multiplicador ;.

Tal coeficiente de seguranca estabelece, portanto, como medida de seguranca, a distancia
entre a carga de Primeiro Limite da estrutura e a carga de utilizagao.

Analisando-se o exemplo 2 e determinando-se o coeficiente de segurancga externo para as
estruturas a) e b) tem-se

P 1000000
estrutura a) Yo = FI = 200000 1,25
P 4
estrutura b) Ve = FI = % = 2,00.

E importante observar que a medida de seguranca avaliada em termos do M.T.A. a
partir da determinacao do coeficiente de seguranca interno v, (exemplo 1) e aquela feita em
relagao ao coeficiente de seguranca externo 7, obtido em relacao ao Primeiro Limite das
estruturas, (exemplo 2), conduz a valores de v, = .. Isto se deve obviamente ao fato de que
as respostas das estruturas em ambos os exemplos mantiveram a proporcionalidade entre
tensdo e deformagdo (resposta linear) e, portanto, enquanto for vélido o comportamento
eldstico linear, os coeficientes de seguranca interno e externo sao iguais.

E de extrema importancia avaliar-se agora o que ocorre com as estruturas a) e b) do
exemplo anterior, quando, atingido o valor da carga de Primeiro Limite P;, se continue a
aumentar o carregamento, portanto introduzindo-se acréscimos de carga AP em relacao a
Pr.

Para a estrutura a) pode-se observar que ao se atingir a carga P; = 1000000 N de Primeiro
Limite, todos os pontos da estrutura atingem o escoamento e, portanto, a estrutura perde
a capacidade de absorver qualquer acréscimo de carga além de Pj, atingindo assim a ruina.
Neste caso a carga P; para a qual a estrutura entra em regime pléstico é igual a carga que
leva a estrutura a rufna por plastificacao de todas as secoes.

Para a estrutura b), ao atingir-se a carga P, a estrutura continua a ter capacidade
portante, ou seja, continua a ter capacidade de absorver acréscimos de carga além de Pr;
porém a resposta da estrutura ja nao se processa mais em regime eldstico linear em todos
os seus pontos. Assim, as fibras extremas da secao do meio do vao, atingiram os patamares
de escoamento & tracao e a compressao e, portanto, para qualquer acréscimo de carga acima
de P, nestas fibras a tensao ¢ mantida em 4o, e nelas se processam somente acréscimos de
deformagoes.

Analisando-se o que ocorre na se¢ao do meio do vao em termos de distribuicao de tensoes
normais para valores de P > Pj, nota-se que os outros pontos desta secao continuam a se
deformar em regime pléstico linear até atingirem o patamar de escoamento e a partir dai se
deformam plasticamente (Figura 4.13).

A continuar-se a carregar a viga, ocorrerd na secao do meio do vao a plastificacao de
toda a secao, ou seja, toda a secao atinge a tensao de escoamento e, portanto, esta secao
perde a capacidade de absorver acréscimos de esforgos (Figura 4.14) criando-se af uma rétula
pléstica.

Em outras palavras, ao atingir-se a plastificacao de uma se¢ao transversal de uma es-
trutura, por efeito de flexao, é como se se esgotasse a capacidade desta secao de absorver
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A B — tensdes/deformagdes em AA' (plastico)
A - o f—
. €
B + tensoes em A'B' (elastico)
B — o,

A °="% — tensdes/deformacoes em AA'
G - —

A -

B' . €

B — 10,

w_
G =0 \
PRSI SR DR S, o b s A

Figura 4.14: Plastificacao da secao transversal em BB’

acréscimos de momento fletor além daquele que equilibra a distribuicao de tensoes da se¢ao
plastificada. Este momento é chamado de momento de plastificacao da secao transversal.
A denominacao de rétula plastica dada as segoOes transversais plastificadas por flexao estd
ligada & sua perda de capacidade de absorcao de momento fletor, acima do momento de
plastificacao, para quaisquer acréscimos de carga superiores aquela que provoca a referida
plastificacao.

Desta forma, para a estrutura b) do exemplo, existe uma carga P;; > P; para a qual
a secao do meio do vao plastifica-se, criando-se, portanto, neste ponto uma rétula plastica,
onde o momento de plastificagao é M;y; assim, para a carga Py os esforcos de flexao na viga
estao indicados na Figura 4.15. Obviamente a viga simples isostdtica, com a ocorréncia da
rétula na secao do meio do vao, se transforma em um mecanismo, ou seja, se transforma em
um sistema hipostéatico, caracterizando sua ruina.

rétula plastica

Figura 4.15:

Posto isso, define-se como Segundo Limite de uma estrutura, submetida a uma carga
unica P, como sendo o valor da carga P = Pj; que leva a estrutura inicial, a torna-se parcial
ou totalmente hipostética, devido a plastificacao de algumas secoes.
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Assim no exemplo 2, para a estrutura correspondente & barra solicitada axialmente, a
carga que define o seu Segundo Limite, coincide com a carga de Primeiro Limite e, portanto,
tem-se

Prr = 1000000 N

Para a estrutura b) do mesmo exemplo, que corresponde & viga simplesmente apoiada,
o valor da carga que define o Segundo Limite da estrutura, como se verd adiante, pode ser
calculado!, obtendo-se:
P = 60000 N

Define-se como Segundo Limite de uma estrutura submetida a um conjunto de carrega-
mento fixo, ao multiplicador v;; deste carregamento, para o qual a estrutura inicial torna-se
parcial ou totalmente hipostatica, devido a plastificacao de algumas secoes.

E importante salientar que os conceitos mais modernos de seguranca das estruturas
estao associados ao Método dos Estados Limites. Assim uma das medidas de seguranca das
estruturas pode ser feita a partir do Estado Limite Ultimo de Colapso da estrutura o qual
corresponde ao esgotamento da capacidade portante da estrutura por transformacao desta
em estrutura parcial ou totalmente hipostética devido a plastificagao de algumas secoes. Isto
significa que a seguranca ao Estado Limite Ultimo de Colapso é imposta em relacdo a um
afastamento ao seu Segundo Limite, ou seja, determinando-se um coeficiente de seguranca

externo v, tal que:

Pry
=—>1,0
Te=p 5

ou, o que é mesmo, avaliando-se o multiplicador ;.

Assim a medida da seguranca em relacao ao Segundo Limite ou, o que é o mesmo, em
relacio ao Estado Limite Ultimo de Colapso da Estrutura, avaliada para as estruturas a) e
b) do exemplo 2 fica:

Py 100000
estrutura a = — = =1,25
NE P~ 80000
P 6000
estrutura b = — =——=23,00.
) P 2000
IPara secdo retangular o momento de plastificaciio My é
hh bh?
M[] = FZ~C:Jeb§§:JeT
(20)
My = 10000 x 6 x 1= 6000000 N.cm
My = PfT’E — 6000000 — L1400
Prr = 60000 N
b
et s,
h/2 B2 |
h CE > My
h/2 +
Fz
Ge
Figura 4.16:
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Nota-se que para a estrutura a) a medida da seguranca em relagdo ao Primeiro Limite e
ao Segundo Limite nao mudou, pois para esta estrutura P; = Pj;; porém para a estrutura
b) a medida de seguranga em rela¢ao ao Segundo Limite (ou seja, em relagao ao seu colapso)
é v, = 3,0, enquanto em relagao ao M.T.A. é v, = 2,0.

Isto indica que a imposi¢ao da seguranca em relacao ao seu Segundo Limite pode levar a
estruturas mais econdmicas; ressalte-se ainda que as diferencas entre as medidas de seguranca
em relagao ao Segundo Limite e ao Primeiro Limite tendem a ser maiores quanto maior for
o grau de hiperestaticidade das estruturas.

Fica claro aqui que a consideragao da seguranca das estruturas em relagao ao seu Estado
Limite de Colapso, exige que se determine o Segundo Limite desta. Tal avaliacao sé pode
ser feita, obviamente, saindo-se do regime eldstico linear e adotando-se um comportamento
elasto—pldstico na andlise da estrutura. Aqui reside a importancia dos estudos das barras
em regime elasto—plastico ideal que se apresentard a seguir. Serao abordados em seguida
os métodos de célculo para determinacao das cargas de Segundo Limite ou dos multipli-
cadores destas cargas, tendo em conta materiais de comportamento elasto—plédstico ideal em
estruturas de barras submetidas a esforcos axiais e de flexao.

Em resumo, pode-se dizer que a medida da seguranca feita com base no M.T.A. pela
determinacao do coeficiente de seguranga interno ; ou, o que é o mesmo para estruturas em
regime eldstico linear, pela determinagao do coeficiente de seguranca externo vy, definido em
relagao ao Primeiro Limite tem como critica principal a distancia grande que pode introduzir
entre a situagao de utilizagao e aquela que corresponderia a ruina da estrutura. Esta distancia
pode ser tanto maior quanto maior for o grau de hiperestaticidade da estrutura, podendo
conduzir a estruturas mais seguras porém anti-econdmicas?.

A medida da seguranca feita a partir da determinacao do coeficiente de seguranca externo
v, avaliado em relagao ao Segundo Limite da estrutura é, portanto, mais satisfatéria podendo
assim, mesmo com restricoes maiores, conduzir a estruturas mais seguras e mais econdmicas,
exigindo porém a determinacao das respostas estruturais fora do regime eldstico linear. Daf
a importincia, como ja se citou, da consideragao da plasticidade no comportamento das
estruturas.

4.3 Critérios de resisténcia

Nos exemplos até aqui apresentados consideraram-se estruturas de barra com compor-
tamento elasto—pldstico ideal e adotou-se como critério de resisténcia o da Maxima Tensao
Normal também chamado de Critério de Rankine.

De forma geral pode-se dizer que os critérios de resisténcia definem condicoes tais que
para dado material e dado estado de tensao este se encontra em regime eldstico linear ou
regime plastico. Desta forma definem-se as chamadas funcoes de plastificacao ¢ tais que,
aplicadas a um dado estado de tensao em um ponto da estrutura, apresentam a seguinte
caracteristica:

¢»({c}) < 0  oestado de tensao ¢ eldstico

¢»({c}) = 0  oestado de tensao é plastico

¢»({c}) > 0  oestado de tensao é impossivel.

2Segundo o prof. Décio de Zagottis em seu “Introducio a Seguranca no Projeto Estrutural”: “A utilizacio
do Método das Tensoes Admissiveis, hoje, é inadmissivel”.
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4.3.1 Critério da Maxima Tensao Normal

Exemplificando, o Critério da Maxima Tensao Normal ou Critério de Rankine estabelece
que um material entra em regime plastico quando a tensao normal se iguala & tensao de
escoamento a tracao o, ou & compressao ... Desta maneira a funcao de plastificacao
associada a este critério de resisténcia pode ser escrita:

¢ = 01— 0«

¢2 = O¢ — 03
onde 07 € a tensao principal de tracao e o3 é a tensao principal de compressao.

A representagao do Critério de Rankine no plano (o, 7) do Circulo de Mohr fica carac-

terizada por duas linhas paralelas ao eixo dos 7 e passando por o, e 0. tais que (Figura
4.17):

e circulo A: regime eldstico
e circulo B: regime plastico com encruamento por tracao
e circulo C: regime plédstico com encruamento por compressao

e circulo D: estado de tensao impossivel.
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Figura 4.17: Critério de Rankine.

Existem vérios critérios de resisténcia que procuram identificar, para distintos materiais
e levando em conta os estados miltiplos de tensao que se instalam nas estruturas, se tais
materiais estao em regime eldstico ou pldstico. A seguir se descrevem alguns critérios de
resisténcia mais usuais.

4.3.2 Critério da Maior Tensao de Cisalhamento
(Critério de Tresca)

Este critério impoe a condicao de que a maior tensao de cisalhamento nao deve ultrapassar
a metade da tensao limite de tracao do material obtida em ensaio de tracao simples.
Assim, a funcao de plastificagao associada ao Critério de Tresca se escreve
Ot
¢ = Tméx — &

2

ou, ainda,
01— 03 O¢

2 2
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eldstico elastico
plastico \, T - _ plastico Tmax= 5

7 AN

Figura 4.18: Critério de Tresca.

POiS, Tmax = #5572 € 01 € 03 8ao as tensoes principais extremas.
A representagao deste critério no plano (o, 7) do circulo de Mohr fica (Figura 4.18).
Este critério é em geral utilizado para materiais dicteis com resiténcias iguais a tracao
€ 4 compressao.

4.3.3 Critério de Mohr—Coulomb

Este critério estabelece que a tensao de cisalhamento nao deve ultrapassar o valor

c—otgyp

onde o é atensao normal atuante, ¢ é a coesao do material, ¢ é o dngulo de atrito interno
do material.
Assim, a funcao de plastificacao associada a este critério fica

p=17—R

onde
R =c— otgp.

A representagao deste critério no plano (o, 7) do circulo de Mohr fica (Figura 4.19).

AN /_/c—ctgq):O

e —Pp :[[; o

e +0tgp =0

T

c/tgp L

Figura 4.19: Critério de Mohr-Coulomb.

Este critério ¢ muito empregado para materiais pulverulentos e é também conhecido
como Critério do Atrito Interno.
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4.4 Estudo das tensoes nas estruturas reticuladas com
comportamento elasto—plastico ideal.

Neste item se abordara o estudo das tensoes nas estruturas reticuladas constituidas de ma-
teriais de comportamento elasto—pléstico ideal cujo diagrama tensao—deformacao encontra-se
indicado na Figura 4.20.

Figura 4.20: Material elasto-pléstico ideal.

Inicialmente serao estudadas as estruturas submetidas a solicitacoes axiais e em seguida
as estruturas submetidas a flexao.

Nos dois casos serao avaliados, para alguns exemplos, os valores das cargas de Primeiro
e Segundo Limites destas estruturas, a partir da aplicagao de carregamentos crescentes que
acompanham a resposta elasto—pldstica. Ainda nestes exemplos serao avaliadas as respostas
da estrutura durante o descarregamento total desta, a partir da carga de Segundo Limite, ou
seja, a partir da sua situagao no instante da ruina, calculando-se af os valores das deformacoes
plésticas (permanentes) que se instalam nesta estruturas sob carga “zero”.

4.4.1 Solicitagao axial

Exemplo 1 Considere-se uma viga engastada, constituida de material homogéneo de com-
portamento elasto—plastico ideal, submetida a um esforco externo axial P, conforme mostra
a Figura 4.21.

| P

Figura 4.21: Viga engastada de material homogéneo. Solicitagao axial.

Solucgao:

Trata-se evidentemente de uma estrutura isostdtica cuja solucao é dada por N = P
constante ao longo da barra.

Desta forma tem-se:



onde A é a drea da secao transversal da barra e o é a tensao normal constante em todos os
pontos da barra.
Tendo em conta a definicao de Primeiro Limite tem-se
Py

o=— =0,

A
ou seja
P[ = UeA

onde o, é a tensao limite de elasticidade.

Porém, como a tensao normal é constante em todos os pontos da barra, a carga P
faz com que a estrutura atinja a ruina (Segundo Limite) por plastificagdo de todas as suas
secoes. Desta forma tem-se

P I = P T — 0 eA

onde Py é a carga de Segundo Limite.

Assim, para a estrutura isostética deste exemplo as cargas de Primeiro e Segundo Limites
sao coincidentes; portanto medir a seguranca em relacao ao Primeiro ou ao Segundo limite
¢ indiferente.

Na iminéncia de atingir-se a carga P; = P todos os pontos estao com tensao igual
a tensao o, e, portanto, coincidentes com o ponto A do diagrama tensao—deformacao. Se
descarregarmos agora integralmente a estrutura, ela volta pela reta AQ, nao resultando,
assim, deformacgoes permanentes.

Exemplo 2 Considere-se uma viga engastada constituida de dois materiais distintos de
comportamento elasto—plastico ideal submetida a um esfor¢co externo axial P, conforme
mostrado na Figura 4.22. Deseja-se estudar ciclos de carga e descarga em situacoes envol-
vendo deformacoes pldsticas.

c c
material 1
A A
R G —— Ceof =
material 2
€ €
O (@]
i B —— 7 Cet B —— 7%
P
° secio material 1 matetial 2
transversal

Figura 4.22: Viga engastada com dois materiais distintos. Solicitacao axial.

Sejam A, F; e A, Es, respectivamente, a drea e o médulo de elasticidade dos materiais
1e2; 0. € 0. sa0 as tensoes limite de elasticidade dos materiais 1 e 2, iguais a tracao e a
CcOMpressao.

Solucao:

A solucao do problema em termos da determinacao das tensOes normais o, e 0s nos
materiais 1 e 2, recai em um problema hiperestatico cuja solu¢ao em regime eldstico linear
é obtida por:

equilibrio : P =01A; +05A, (4.1)

compatibilidade : €1 = €.
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A equagao de compatibilidade (4.2) em regime eldstico linear fica:

01 02
— = —. 4.3
B 5 (4.3)
De (4.1) e (4.3) decorre:
E; P
' A B+ AEy A+ 224, 44
Es P
oy, = P = 4.5
2 A B+ Aoy Ay + g—;fh (4:5)
solucao esta que ¢ vilida enquanto
01 < Oet 02 S Oea.
Adotando-se para este exemplo:
Al = A2 = A= 100m2
E1 - 2E2 = E
Ol = 30e = 0, = 30000 N/cm?
tem-se como solucao eldstica
2P
= — 4.
17 34 (4.6)
P
= —. 4.
72 7 34 (4.7)
— O
@
o P
l 2535
o 2P
173A

Figura 4.23: Solugao eldstica. Distribuicao de tensoes.

O Primeiro Limite da estrutura corresponde a carga P; que provoca o aparecimento, no
ponto mais solicitado da barra, de uma tensao normal igual a tensao de escoamento o..
Para o material 1 esta condigao fica:

2P

O1= 37 =0a= 30000 N/cm?
ou
Pr = 450000 N. (4.8)
Para o material 2 esta condigao fica:
I 10000 N/cm?
09 — 3A = O — cm

188



ou

P; = 300000 N. (4.9)

Desta forma, observando-se os valores de (4.8) e (4.9), pode-se concluir que
P; = 300000 N, corresponde ao escoamento do material 2 e, portanto, para esta carga tem-se

) 2P 2 x 300000
material 1 oy = -

34 3x10
o1 = 20000 N/cm? < o, = 30000 N/cm?
, P 300000
material 2 02 = T3 10 10000 N/cm? = 0.

Assim, o material 1 ainda estd em regime eldstico linear, enquanto o material 2 entrou
em regime elasto—pldstico (Figura 4.24).

(e} c /_/@
G,,=30000
01 =20000[ ~ /A, 6.,= 6,=10000| A Q@
|
|

€
O . 20000 — O _ 20000 _ JL Gy = G2, =10000

1 E, 1 €5 E, ey
material 1 material 2 o1 i)ooo
Pr=300000

Figura 4.24: Carga de Primeiro Limite, tensoes e deformagoes.

As deformagoes ¢ e €5 ficam:

_ o1 20000

T B R

oY Oy Oe2 _ 10000 x 2 _ 20000
2 B, B B B

Obviamente €; = €5 em funcao da condi¢ao de compatibilidade de deformacao imposta
aos dois materiais. Portanto, a deformacao dos dois materiais quando se atinge o Primeiro
Limite é:

20000
E,

Se agora, a partir desta situagao, se quiser aumentar o carregamento com valores de
acréscimo de carga AP a partir de P;, deve-se notar que

Ef — &1 = &9 =

e o material 1 ainda tem capacidade de absorver acréscimos de carregamento, pois ainda
se encontra em regime eldstico linear (o1 < 0¢1)

e 0 material 2 atingiu o patamar de escoamento (02 = 0.2) e, portanto, perde a ca-
pacidade de absorver acréscimos de carga; logo, para estes acréscimos de carga ele se
deforma sem acréscimos de tensao acompanhando a deformacao do material 1, man-
tendo a compatibilidade.
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Assim, o modelo estrutural para determinagao de acréscimos de tensao, para os acrésci-
mos de carga AP acima de Py, corresponde a barra sé6 constituida do material 1, respondendo
elasticamente, e com o material 2 acompanhando a deformacao do material 1.

Desta forma os acréscimos de tensao Ao e Aoy para um acréscimo de carga AP acima
de P ficam:

AP AP
Aoy = =
AO’Q =0

e, portanto, as tensoes finais para o carregamento P = P; + AP sao:

o1 = 20000+% (N/em?)

oy = 10000 N/cm?.

E facil observar que deve existir um valor do acréscimo de carga AP acima de P; para o
qual o material 1 atinge o escoamento. Ao atingir-se este ponto ambos os materiais estarao
escoados e, portanto, a barra atingird a ruina (Segundo Limite) por plastificagdo de todas
as suas secoes. A imposicao desta condicao permite escrever

AP
o1 = 20000+ — = 01 = 30000 N/em?

AP = 100000 N.
Assim, a carga Pj; de Segundo Limite fica
P =P+ AP

ou seja,
P = 300000 + 100000 = 400000 N.

O acréscimo de deformacao eldstica que o material 1 sofre devido ao acréscimo de carga
AP é:

AEl = ﬂ: ap
E1 AEl

Ae, = 100000 _ 10000‘
10 x E1 E1

Obviamente, devido & compatibilidade, o acréscimo de deformagao no material 2 é
Aey = Agy = %100 e, portanto, a deformacao final da barra fica

20000 10000
_l’_

f— A f—
Err = €5 + Agy 2 2

ou
30000

Ey
A Figura 4.25 mostra as tensoes e deformacoes nos materiais 1 e 2 quando se atinge a
carga P;; do Segundo Limite.
Imagine-se agora que, atingida a carga de Segundo Limite, se proceda a um descarrega-
mento total da barra, ou seja, que se aplique uma variacao de carga AP tal que:

€11 =

P=P;+AP=0.
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[ /_’@

G.1= 6;=30000

6.,= 6,=10000] At Au o e

| |

| |

€ L L €
Oy =0C.h=
o‘ sus”: O‘ e SH:30Eﬂ 2= G2 =10000
Ag;=Ag, 1
material 1 material 2 C1= Gi30000

Pu=400000

Figura 4.25: Carga de Segundo Limite. Tensoes e deformagoes.

Desta forma tem-se, lembrando que P;; = 400000 N:
AP = —400000 N.

Ao aplicar-se esta variacao de carga AP, nota-se (Figura 4.26) que o material 1 res-
ponderd elasticamente durante a descarga voltando pela reta A;;O do diagrama tensao—
deformacao; o material 2, que ja se encontra plastificado, durante a descarga respondera
também elasticamente, voltando a partir do ponto A;;, por uma reta paralela a OA;j.

c c —®
_ _ AII
6,=6,,=30000————
A | A Ay
20000~ —— -/ } 6,=0,=10000~~ =7 A epe
| 7
10000 /
L ¥ _ 10000
3/ | . o/ TR o2 =- 757
1) v
12%)0 ey = 30}200 _ 10000 J'\ en= 30}200 o, = . 10000
1 ! 3 A"\ 10000 ! 3
3E, ‘
material 1 material 2 P=0

Figura 4.26: Descarga total a partir de Segundo Limite. Tensoes e deformagoes.

Portanto, como durante a descarga, ambos os materiais respondem elasticamente a apli-
cacao de AP = —400000 N, as variacoes de tensao Aoy e Aoy, respectivamente, nos mate-
riais 1 e 2 obedecem a solucao eldstica (equagoes (4.6) e (4.7)). Assim tem-se:

2AP AP

Aoy = —— Aoy = —

T34 ¢ 7T 3

e, numericamente,
2 x 400000 80000
A e — = — 2
71 3% 10 g V/em
400000 40000
Aoy = — =— N/em?.
3 x 10 3
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Desta forma as tensoes finais nos materiais 1 e 2, apds a descarga total, ficam:

material 1 01 = 0o + Aoy

o1 = 30000 — 80200 = 10gOON/cm2
material 2 Oy = O+ Aoy

oy = 10000 — 40000 10000 Jem?.

3 3

Notar que:

e o material 1, apds a descarga, continua tracionado;

e o material 2, apds a descarga, passou a estar comprimido, porém com uma tensao oy
em médulo menor que a tensao de escoamento a compressao, o que confirma a hipétese
feita de descarga com resposta eldstica;

e a resultante das tensoes na segao transversal é nula, obedecendo obviamente a equagao
de equilibrio (P = 0); as tensoes instaladas nos materiais 1 e 2 sdo tensoes residuais.

A variagao de deformagao eldstica que ocorre nos materiais 1 e 2 durante a descarga pode

ser calculada por:

Ao Aoy 80000
"B, 3K

ou

A, _ Doz 40000 x2 80000
T E, 3B, 3K

mostrando, obviamente, que Ae; = Aey (compatibilidade).
Assim, a deformacao final nos materiais 1 e 2, apds a descarga total fica:

30000 80000

= A =
€1 err + Aeq 7, SE,
S 10000 _ .
1 = 35, — &2.

A Figura 4.26 mostra as tensoes e deformacoes correspondentes a situacao de descarga
total (ponto A').

Pode-se imaginar que, atingida a carga P;; de Segundo Limite, se proceda a descarrega-
mento da barra que leve a se atingir o Primeiro Limite por compressao, ou seja, aplique-se
uma variacao de carga AP sobre P;; de tal forma a se atingir, ou no material 1 ou no
material 2, uma tensao igual a tensao de escoamento por compressao.

Como a descarga se faz elasticamente, as variacoes de tensao Aoy, e Aoy devidas a
variagao de carga AP ficam:

AO’1:2A—P AO’QZ%.

As tensoes finais nos materiais 1 e 2, apés a descarga podem ser escritas:

material 1 01 = 0o+ Aoy
2AP
= 30000 + ——
g1 + 3A
material 2 09 = O+ Aoy
AP
— 1 =
09 0000 + 32
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A condigao de se atingir, nos materiais 1 e 2, uma tensao igual & tensao de escoamento
por compressao, pode ser expressa pelas igualdades:

2AP

material 1 o1 = 30000+ =1 = —0¢ = —30000 N/cm?
AP = —-900000 N (4.10)
. AP 2
material 2 oy = 10000 + ey —0e = —10000 N/em
AP = —600000 N. (4.11)

Observando-se os valores de (4.10) e (4.11) conclui-se que AP = —600000 N corresponde
a variagao de carga que leva ao escoamento por compressao do material 2; assim as variacoes
de tensao Ao, e Ao, tomam os valores:

2 x.600000

_ _ _ 2

Ao, = A 40000 N/cm
600000

Aoy, = — S — 20000 N/em?.

As tensoes finais ao se atingir o Primeiro Limite por compressao ficam:

01 = 0e + Aoy = —10000 N/em? > —0,1 = —30000 N/cm?
0y = Oeg+ Aoy = —10000 N/cm? = —0

mostrando que o material 2 plastificou por compressao e o que o material 1 ainda se encontra
em regime eldstico.

A variacao de deformacao eldstica que se processa nos materiais 1 e 2 devida & variacao
de carga AP pode ser calculada por:

Ao, Dor 40000
""" B B

ou

Ao 2 x 20000 40000
Ey Ey Ey
Assim, a deformacao final nos materiais 1 e 2 na situagao de Primeiro Limite por com-
pressao fica:

= AEl.

30000 40000
Ey Ey

er=¢c+Ag; =

ou
~ 10000

E,

Er =

igual nos materiais 1 e 2.
A carga de Primeiro Limite por compressao fica, portanto,

P; =P+ AP
ou seja,

Pr = 400000 — 600000
Pr = —200000 N.

A Figura 4.27 mostra as tensoes e deformacgoes correspondentes & situagao de Primeiro
Limite por compressao (ponto By).
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‘ ‘ e ‘ Lo T
&, =-30000 / g, =-30000
| B/ | 10000 Eq | Fa
‘ | 6, =-10000
| — V- 6,=-10000
B, '

Py;=-200000 N

material 1 material 2

Figura 4.27: Carga de Primeiro Limite na compressao. Tensoes e deformagoes.

Se, a partir desta situacao, se quiser aumentar a compressao com variagoes de carga
AP a partir da carga P; de Primeiro Limite a compressao, deve-se notar que o material 1
ainda tem capacidade de resposta para receber acréscimos de tensao de compressao, pois
ainda estd em regime eldstico linear (07 > —0o.1) enquanto o material 2 atingiu o patamar de
escoamento por compressao (05 = —0.9) €, portanto, deforma-se sem acréscimo de tensdo,
acompanhando a deformacao do material 1.

Desta forma as variagoes de tensao Aoy e Aos para valores de AP acima de P; ficam:

AP
AO'l = 7 e AO'Q =0
e, portanto, as tensoes finais para o carregamento P = P; + AP sao:
AP
o1 = —10000+—— (N/em?)
oy = —10000 N/cm?.

Pode-se agora determinar qual o valor da variacao de carga AP acima de P; para o qual
o material 1 atinge o escoamento, fazendo, portanto, com que se chegue a uma condigao de
Segundo Limite na compressao por plastificagao total da barra. A imposicao desta condigao
permite escrever:

AP
01 = 10000 + —= = —0e = —30000 N/cm?

AP = —200000 N.

Assim, a carga Pj; de Segundo Limite na compressao fica:

Pir= P+ AP
ou seja,
P = —200000 — 200000
ou P[] = —400000 N.

O acréscimo de deformacao eldstica que os materiais 1 e 2 sofrem devido a AP é:

A _AO'l_AP_
TR T AR
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ou
200000 20000

AFE; £y
Portanto, a deformacao final na barra nesta situagao é:

10000~ 20000

A€1 = — = AEEQ.

e = e+ Ae=— 7, 7,
I ~ 30000
I = B

A Figura 4.28 mostra as tensoes e deformacoes nos materiais 1 e 2 quando se atinge a
carga Pr; de Segundo Limite na compressao (ponto Byy).

(o3 (o3
Gel L AH @
\ St — il
| 27 Q@
Gy=-Gp = -10000
~10000 \ ¢, =- 10000 3 ‘
E ‘ - E, / ‘ \ N /.
I [ € T T € RENNNNNE
/
\ B/ | 10000 | | -
\ | 1= -Gy = 30000
| [
‘ ‘B <= 0=-10000 '
11 1
— — — — %
By Py =-400000 N

Figura 4.28: Carga de Segundo Limite na compressao Tensao e deformacao.

Para fechar o ciclo de carregamento é interessante analisar a descarga total a partir do
Segundo Limite & compressao.
Como Pr; = —400000 N entao a variacao de carga AP para a descarga total serd

AP = 4400000 N.

As variagoes de tensao Aoy e Aoy decorrentes da aplicagao de AP obedecem a solugao
eldstica (equagdes (4.6) e (4.7)) e, portanto, ficam:

2AP AP
AR R ¥ |
ou, numericamente,
2 x 400000 80000
A = = N/em?
71 3% 10 g NMem
400000 40000
Aoy = = N/cm?.
A T N
As tensoes finais apds a descarga total se escrevem:
material 1 01 = —0 + Aoy
1
o1 = —30000 + @ = —@ /em?
material 2 Oy = —0e+ Aoy
4 1
oy = —10000 + @ = +$ Jem?.
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A variacao de deformacao eldstica nos dois materiais durante a descarga é

AO’l AO'Q
Aeg; = Agg = — = —=
&1 £9 E1 E2
o 80000
Ae; = Aey = .
&1 €9 3E1
Portanto, a deformacao final fica
g1 = 82:€][+A81
f ~ 30000 n 80000
LR R 3E,
ou
I ~ 10000
T

A Figura 4.29 mostra as tensoes e deformagoes nos materiais 1 e 2 correspondentes a
situagao de descarga total (ponto B').

0
Ay
| @@
B"—_M € € 2 3

Figura 4.29: Descarga a partir do Segundo Limite na compressao, tensoes e deformagoes.
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A Figura 4.30 mostra a representacao da variacao da carga P durante todo o processo
de carga, descarga e nova carga realizado na barra, em relacao as deformagoes associadas ao
carregamento. E importante observar que:

e trecho 0 — 1: variacao de P linear — resposta eldstica da barra com dois materiais;
e trecho 1 — 2: variacao de P linear — resposta eldstica do material 1;
e trecho 2 — 3: variacao de P linear — resposta eldstica da barra com dois materiais;
e trecho 3 — 4: variacao de P linear — resposta eldstica do material 1;
e trecho 4 — 5: variacao de P linear — resposta elédstica da barra com dois materiais.
PN)
; 2
4x100 40— — — — —
. 2°limite
1°limite 5
. tracio ‘ tragao
3x100 - — — — - ‘
5 5 \
2 x107 — ‘ ‘
1 x10° | |
10* | |
— | I
3x10" 2x10 ot 10 2x10" 3x10’
Eq Eq 3E, Eq By Eq
| -1 x10°
| 5
L~ —1-2x10°
| 1°limite
compressao
‘ p
| -3 x10°
2°limite
compressiogZ | ~4 x10°

Figura 4.30: Diagrama P = P (¢).

Notar ainda que no fim do ciclo de carregamento até a descarga total ficam instalados
nos dois materiais tensoes residuais auto-equilibradas com deformacoes permanentes corre-

_ _ 10000
spondentes a € = 35, -

Exemplo 3 Considere-se a mesma viga engastada constituida de dois materiais distintos
de comportamento elasto—pldstico ideal submetida a um esforco externo P.

Sejam: A; = 3A a drea da segao transversal do material 1; A; = A a drea da secao
transversal do material 2; o.; = 30, a tensao de escoamento a tracao e a compressao do
material 1 e 0.0 = 0. a tensao de escoamento a tracao e & compressao do material 2.

Considere-se que F; = Fy = E é o médulo de elasticidade dos materiais 1 e 2. Seguindo a
mesma sistematica detalhada no exemplo 2, determinar as cargas P; e Pjy, respectivamente,
de Primeiro e Segundo Limite & tracao e proceder & descarga total, avaliando em cada etapa
a deformacao da barra.

Solucgao:

e Solugao eldstica linear
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Das expressoes (4.4) e (4.5) e tendo-se em conta que Ay =3A, Ay =AeFE, =E,=F
vem

P
— 0y = — 4.12
01 =02 AA ( )
e Determinacao do Primeiro Limite & tracao
Condigoes para determinacao de Py
terial 1 _ b =3
materia oy = 1A = Ocl = 90,
P, 7 = 120 eA
P
material 2 oy = ﬁ = Op = O,
P, I = 4o eA.

Portanto a carga de Primeiro Limite ¢ P; = 40.A que corresponde & plastificacao do

material 2.
As tensoes nos materiais 1 e 2 e a deformagao, quando se aplica Py, ficam

P[ 40'eA
o = — = =0, < 01 = 30,
4A 4A
o - P] - 40'6A o —0
2 — A — Ue — Ue2
4A 4A
01 02 Oe¢
T TR TR E
1 2
(e} (e}
Gc1:30c7777
‘ 652:05777 AI
\
ol | |
! \
1 | c \ c
_G 3% S
STE E E

Figura 4.31: Carga de Primeiro Limite. Tensoes e deformagoes.

e Determinagao do Segundo Limite a tragao

Para um acréscimo de carga AP acima de P; tém-se
AUQ =0

isto é, o material 2 atingiu o escoamento e

AP

AO’1:3—A

e, portanto, as tensoes ficam

material 1 o1 = 0.+ Aoy
AP

34

01 = 0O¢+

material 2 Oy = O,.
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A condigao de Segundo Limite serd obtida quando o, atingir a tensao de escoamento do
material 1, ou seja,

01 = 001 = 30,

ou ainda
B n AP 3
01 = O0Oe¢ 3A = J0¢
AP = 60.A.
Assim, a carga de Segundo Limite fica
Prp= P+ AP

ou
P][ = 406A+606A
P][ == 100’614.
O acréscimo de tensao no material 1 é, portanto,

A _£_60€A
917347 34

ou Aoy = 20, 0 que leva a um acréscimo de deformagao para os dois materiais de

AO’l
Agl = T = Agg
20,
AEl = Agg =
E
e a uma deformagao final
Ao,
Err = E + A€1
ou
30,
Err — E .
c c
Oc1 :30(3 - AH

‘ 6.,=0, N JTXH

A | | -

Oc - | ‘ ‘ / ‘

| ‘ 7
\ \
! € €

€ _% e _& ol _Ee & 376&

| E n— E 1— E n— E

matetial 1 material 2

Figura 4.32: Carga de Segundo Limite. Tensoes e deformagoes.
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e Descarga total

Esta condicao impoe que se dé uma variacao de carga AP = —Pj; a partir de P, ou
seja, descarregando totalmente a barra.

A descarga se processa elasticamente de tal forma que as variacoes de tensao nos dois
materiais sdo dadas pela solucao eldstica do problema (4.12), ou seja:

AP
Aoy = Aoy = —.
1T 20T
Assim, para a descarga total correspondente a AP = —P;; = —100.A tem-se:
5

Aoy = Aoy = —5(7@

o que leva as tensoes finais nos materiais 1 e 2 tais que

. ) O
material 1 o1 = 30.— 506 - 5}
) 5 3
material 2 Oy = O — 506 = —50'6 > —0, = —0,.

Nota-se que a descarga nao pode processar-se totalmente em regime eldstico, pois, como
se deduz das tensoes acima, o material 2 vai plastificar antes por compressao. Desta forma
a descarga deve ser feita por etapas, ou seja,

- etapa 1: plastificacao do material 2 por compressao

Nesta etapa a resposta dos dois materiais é eldstica e, portanto,

AP
Aoy = Aoy = —
01 () 4A
A condicgao de plastificacao do material 2 se escreve
02 = O0¢ +A0-2 = =01 = —0O¢
AP
AO'Q = H = —20'6 AP = —80'614.
A variacao de tensao no material 1 para AP = —80.A fica
AP —80.A
1T AT A 7
e, portanto, a tensao final o é
o, = 30.— 20,
01 = Oe¢.
A variagao da deformacao fica
Aoy 20,
A — A = —_— = —
&1 €9 E E

e a deformacao no final desta etapa é dada por

. _5_305 20,

' 2T F E
Oe

g1 = 5225.

A Figura 4.33 indica as tensoes e deformacao no final desta etapa (ponto By).
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Ge1 :306

‘ L An
|
B, | | -
% | | £
/
1 | ¢ | ! e
o, I o,
E R
material 1 L J/ 4 material 2
6.,=c, Bi
Figura 4.33: Descarga 1° etapa — Primeiro Limite por compressao
- etapa 2: complementacao da descarga
Na primeira etapa a descarga corresponde a uma valor de AP = —80.A. A carga
correspondente & descarga total é de AP = —100.A. Portanto, nesta etapa se aplica
AP = —20.A com resposta eldstica s6 do material 1, ou seja
AP AP 20,
Aq 3A
AO’ 2 =

3
= 0.

A variacao de deformacao que ocorre nesta etapa é

AO’l 20'e
T eeT Ty 3
As tensoes finais ficam:
20, O,
o1 T Ty Ty
09 — —0¢
e a deformacao final

o, 20, O,
€1 =& = — — = .
E 3FE 3F
Notar que as tensoes residuais finais sao auto-equilibradas, ou seja,

R=0,A 4+ 0934y = 26 % 34—, A=0

A Figura 4.34 mostra as tensoes e deformagao no final da descarga (ponto B’).
A representagao de P = P (¢) estd indicada na Figura 4.35.
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. Ag
‘ Oe2=Cc— — — I?H
ol B } | L
3 B } | ‘ P l
L ‘ ‘
. o ’ %% )
3E E B Y
material 1 ‘ ‘ / material 2
L
B' B
Figura 4.34: Descarga final.
P
A 2°limite
100 Aflm — — — — — — tragdo
2
\
86, A ‘
60.A |
1°limite ‘
tracao ‘
ZGCA' 4651\  — 1 ‘
1°limit
26.A T 3 comgxr]elsiio |
descarga total - |
\ L
. G, 20, 30,
E E E

Figura 4.35: Diagrama P = P (¢).

Exemplo 4 Considere-se a treliga isostatica indicada na Figura 4.36. Sejam A a drea da
secao transversal das barras, o, e F/, respectivamente, a tensao de escoamento e o médulo de
elasticidade do material de que sao constituidas as barras. Determinar as cargas de Primeiro
e Segundo Limites da estrutura.

Solugao:

e Solucao eldstica linear

— equilibrio do n6é A
Nisena = Nosena .. Ny = No = N
P

P=2Ncosa.. Ny = Ny = ——
2 cos o
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@ M

e "

Figura 4.36: Trelica isostdtica. Determinacao de P; e Fy;.

— tensoes nas barras

N
(0} = O = —
1 2= 7
P
o1 = 03=
! >7 2Acosa
e Determinacao do Primeiro Limite a tracao
P
0] = Oy=———— =0,
! >7 24cosa

Py = 20.Acosa.

Porém a carga P; faz com que se atinja o escoamento em todos os pontos da estrutura,
fazendo, portanto, com que se atinja a sua ruina. Desta forma para a trelica isostdtica
tem-se

Prr = Pr=20.Acos .

Exemplo 5 Considere-se a trelica hiperestatica indicada na Figura 4.37a. As barras sao
constituidas de um mesmo material elasto—plastico ideal com mdédulo de elasticidade E e
tensao de escoamento & tragao e & compressao igual em médulo a o.. Determinar as cargas
Pr e Pr; de Primeiro e Segundo Limites e proceder & descarga total.

Az, b2
barra (2) N N2 N
3 T 1 @)

\ ©) / M\ B )

A
Aly 7N ALY
/ | \
A Qo
\é//
iP Alp
a) b) 0

Figura 4.37: Trelica hiperestdtica. Determinacao de P; e Pyj.

Solucgao:
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e Solucao eldstica linear
As equagoes de equilibrio (Figura 4.37b) se escrevem:
leenﬁ = Ngsenﬁ Nl = N3

P = 2N, cos 3+ N,. (4.13)
A equagao de compatibilidade de deslocamentos (Figura 4.37c) fica:

Aly = Alycos . (4.14)
Porém N.o Nt
ERPASTS _ Naky
Agl = EAl (§ Agg = EA2

e ainda f, = {1 cos 5.
Desta forma a equagao (4.14) fica

Nily  Noly

EA,  EA, 7

A

- Ny = =L Ny cos? 8. (4.15)
Ay

Portanto de (4.13) e (4.15) tem-se
P A P cos?
1425t cos® B A, T +2c08’f
P

N, (4.17)

- 1+2’2—;00835'

Adotando-se: A; = 445 e = 60° (cosf =0,5) a solugao eldstica linear da trelica
hiperestética se reduz a (equagoes (4.16) e (4.17)):

P
Ny = Ny = 5 (4.18)
e ainda
. ngl . ng
Al = EA, ~ 1EA (4.19)
 Notly Pl
Aly = EA,  3EA, (4.20)
com
Aly = 27l (4.21)
As tensoes normais nas barras 1 e 2 ficam:
Ny P P
1 = o - 4.22
barra o1 , A A, ( )
Ny P
barra 2 oy = 1, o4, (4.23)

e Determinagao do Primeiro Limite a tragao
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— condicao de escoamento da barra 1

P
0-1:8_/;:0-6"'PI:80-6A2

— condicao de escoamento da barra 2

Py

Oy =—— =0... Pr=20.A,.
2 2/42 e I e412
Desta forma, a carga de Primeiro Limite é P; = 20.A5 que leva ao escoamento da barra
2.
Assim, para P; = 20.A, tem-se:
Nl = N2 = O'eAg
e
205/12 Oe
oy = =—<o0
' 84, 4 °°
09 — Og.

E ainda de (4.20) vem:
. QUeAQEQ . 0'662

Aly = =
T 2FA, E
que corresponde ao deslocamento vertical do ponto A na condicao de Primeiro Limite, ou
seja,

ol
Aly = E2.

A Figura 4.38 mostra as forgas normais e tensoes nas barras 1 e 2, bem como o desloca-
mento vertical do ponto A, na situacao de Primeiro Limite.

N2=6.A; (02=06,)
Ny =0.A3 T

(e}
. N:GEA oy =S
@=% N o ST O

) M

G.l2 A
M =% E |

fPIZZGeAZ

Figura 4.38: Primeiro Limite & tracao. Forcas e tensoes nas barras 1 e 2. Deslocamento
vertical do ponto A.
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e Determinacao do Segundo Limite a tragao

Para a determinacao da carga P;; de Segundo Limite & tracao é importante notar que
para acréscimos de carga AP acima da carga Py, a barra 2 nao tem capacidade de absorver
esforcos, pois estd plastificada; desta forma o acréscimo de carga AP é absorvido pelas
barras 1, enquanto a barra 2 sé acompanha a deformacao mantendo a compatibilidade no
né A.

Assim, para o acréscimo de carga AP a estrutura passa a ser constituida pelas barras
1, o que corresponde a uma trelica isostdtica, ou seja, a plastificacao da barra 2 faz com
que a estrutura inicial correspondente a uma trelica com grau de hiperestaticidade 1, se
modifique para absorver ao acréscimo de carga AP, passando a responder como trelica
isostatica constituida pelas barras 1.

Assim, para o acréscimo AP tem-se (Figura 4.39)

AN1 AN1
L ﬁ
M )

pLB B

A A o ne
i AP i AP @\\ Alapp
Figura 4.39: Acréscimo de carga AP acima de P;. Solucao da estrutura.

AP =2AN; cos 3

ou
AP = AN, (cos 5 =0,5)
ou ainda
AN, AP
A — _ =5
o1 A, 44,
AUQ = 0.

Desta forma as tensoes finais, apds a aplicacao de AP ficam:

o AP
barra 1 o1 = Z 4—142
barra 2 Oy = O,.

Impondo a condi¢ao de Segundo Limite & tracao tem-se

_ 0 AP
AT T,
ou seja,
AP = 30’6142
e
ANl == 30’6142
ANQ - 0
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Portanto, a carga Py fica
Py = Pr+ AP

ou
P[[ == 5UeA2-

O acréscimo no alongamento (Afljap) das barras 1 devido a AP fica

Angl 30'6142 X 262

Al = =
1ap EAl E x 4142
30l
Aliap TR

Assim, o deslocamento vertical do ponto A (AA’) devido a AP (Alyap) fica:

YAV
cos f3
ou .y
Oe
Alaap = =1

O deslocamento vertical final do ponto A na condi¢ao de Segundo Limite fica:

Alyrr = Alyp + Aloap

ou seja,
0'662 30’6£2
Al =
211 E 5
40,0
Alyr = 5 2.

A Figura 4.40 mostra as for¢as normais e tensoes finais nas barras 1 e 2, bem como o
deslocamento vertical do ponto A, na situacao de Segundo Limite.

N2=06.A; (02=0)
Ni=4C.A;

(©1=0,) \ ) /4 N|=40,A; (6,=0)

(
©) O]
A£211: 4E£ZE ; A
A'

Py=50cA;

Figura 4.40: Segundo Limite a tracao. Forgas e tensoes nas barras. Deslocamento vertical

do ponto A.

e Descarga total

A seguir se fard a descarga total da estrutura a partir da carga Pj;. Esta descarga, como
se verd, deverd ser feita em duas etapas:

- etapa 1: descarga eldstica da trelica até o Primeiro Limite por compressao
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Nesta etapa a estrutura responde & variacao de carga AP a partir da carga P obede-
cendo a resposta linear da trelica hiperestética.

Assim, as variagoes de forga normal nas barras 1 e 2 devidas a variagao de carga AP
ficam (4.18)

AN; = ANy = %
e, portanto,
AN; AP
A == = —_—
7 A, 84,
AN, AP
A p— - —_—
72 Ay 24,
. AP
01 = O+ ——
! 8A,
_ o ar
O9 — O 2A2 .

A condicao de Primeiro Limite na compressao pode ser expressa por:

AP
barra 1 01 =0+ 8_142 = —0,
AP = —160'6142
AP
barra 2 09 =0, + 2_142 = —0,
AP = —40’5142.

Assim, a carga de Primeiro Limite & compressao é aquela que leva a barra 2 ao escoa-
mento:

Pr =P+ AP
ou seja
P[ = 5UeA2 — 406A2
P[ = O'eAQ.
Notar que AP = —40.A, é, portanto, inferior a variacao de carga necessdria para a
descarga total (AP = —50.A2). Dai a necessidade de se ter uma segunda etapa para se

descarregar totalmente a estrutura.
No final da etapa 1 as variacoes de forca normal e de tensao nas barras, devidas a variagao
de carga AP = —40.A, sao:

AP
ANl = ANQ - T
ou
ANl = ANQ = —20’5142
(§
A - ANl . _20’6142 o _E
Y PV
- ANQ o 20’6142 o
Aoy = L . 20,.
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Portanto, as forcas normais e tensoes no final desta etapa ficam:

barra 1 Ny = 40.As —20.As 01 =0¢ — % = +% < 0,
Ny = 20,45

barra 2 Ny = 0.A9 —20.A, 09 =0, — 20, = —0,
Ny = —0.A,.

A variacao devida a AP no deslocamento vertical do ponto A é dada por

AN,
Aloap = A,
ou
AP/,
AEQAP = 2EA2 (AP——40'6A2)
20.A
Alopap = — 7 2.

Desta forma o deslocamento vertical do ponto A no final da etapa 1 da descarga fica:

Alypy = Alyrr + Aloap

ou
40’6142 20'6142
A = —
lap1 i3 E
20.A
Alypy = ==

A Figura 4.41 mostra as for¢as normais e tensoes nas barras 1 e 2, bem como, o desloca-
mento vertical do ponto A no final da etapa 1 de descarga.

N2=0cAz (92=-0)
N1=26.A, l

(51:%) \

2, Zz\AV

Al :;E ;
E N

P =0cAs

/4 N=26.A, (01:%)

Figura 4.41: Descarga. Etapa 1. Forcas e tensoes nas barras. Deslocamento vertical do
ponto A.

- etapa 2

Para se completar a descarga total deve-se, portanto, aplicar uma variacao de carga
AP = —O'eAg.

Novamente aqui, como a barra 2 estd plastificada a estrutura passa a ser constituida
pelas barras 1 caracterizada por uma trelica isostética.

Desta forma, para esta variacao de carga AP = —o.As, tem-se:

AP =2AN; cos 8
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ou

ANl = AP:—O'eAQ

ou ainda

A . ANl . _O'eAQ . _&
U A T a4, T 4

AO'Q = 0.

As forcas normais e tensoes finais na situacao de descarga total ficam:

0. O O

barral Nl = 20’6142—06142 01:7_Z:Z
Nl = O'eAQ

barra 2 Ny = —0.A 09 = —0,.

A variacao no deslocamento vertical do ponto A devida a AP é dada por

AN,

= =2
Aloap = 200 ap A,

ou
B 20’€A2X2€2
Abap = = E x 4A,
ol
Alorp = — EQ.

Assim, o deslocamento vertical do ponto A no final da etapa 2 de descarga, ou seja, na
descarga total fica

Alypy = Alypy + Aloap

20'662 0'662

Alypy = T &
ol
A£2D2 - E2.

A Figura 4.42 mostra as for¢as normais e tensoes nas barras 1 e 2, bem como, o desloca-
mento vertical apés o ciclo de carga e descarga total.

N2=0.A; (62=-G)
Ni=06.A» i

(51:%) \

GZNA/

Alppy = —— E;
E oA

/ Ni=0.A> (01:%)

Figura 4.42: Descarga total. Forcas e tensoes nas barras. Deslocamento vertical do ponto A
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E interessante notar que, apés o ciclo completo de carga até o Segundo Limite e descarga
total, a estrutura se mantém solicitada internamente com tensoes residuais auto-equilibradas
e com deformacgoes permanentes responsaveis pelo deslocamento vertical do ponto A.

Na Figura 4.43 se representa a variacao de P em funcao do deslocamento vertical do
ponto A, indicando as cargas de Primeiro e Segundo Limite e os pontos de descarga das
etapas 1 e 2.

P (GcAz)
2°limite
50 — — — — — tragao
A \
\
3] \
1°limite |
tragdo
2l \
\
14+— ‘— 1°limite ‘
| compressio ‘
| ‘ | . Aty (22
O 1 2 3 4 5 2Cg )

descarga total

Figura 4.43: Diagrama de P (A/y).

E interessante neste ponto fazer-se algumas consideracoes sobre os aspectos ligados as
medidas de seguranca da trelica hiperestatica do exemplo 5, a partir das solucoes obtidas
em relacao ao Primeiro e Segundo Limite.

Imagine-se que se queira dimensionar as barras da trelica submetida a um carregamento

P.
Analisando a solugao de Primeiro Limite (Figura 4.38) tem-se:
P
Nl - N2 == 5

Adotando-se um coeficiente de seguranca -y, vem

p P
barra 2 oy = 27;12[ <o. . Ay > g;e
onde A, é a drea da segao transversal da barra 2.
Analisando a solugao da Segundo Limite (Figura 4.40) tem-se
4 P
s 75
Adotando-se um coeficiente de seguranca 7y, vem
v, 4P 4v, P
barra 1 = —<o. .. A=~
arra 01 5AHI o 117 50_6
v P ¥, P
b 2 = ——— <o, ... Ay >—.
arra 09 5A211 o oIT 50_6
Desta forma tem-se
Aot 27
Aag 5V
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Adotando-se v, = 4,0 e v; = 2,0 a relacao acima fica:

Ao 4
2 . Ay =124
A, 5 or o1

ou seja, o dimensionamento feito a partir da solugao de Primeiro Limite leva a uma secao
transversal da barra 2, que é 25% maior que aquela que se teria se o dimensionamento fosse
feito a partir da solugao de Segundo Limite, ou seja, este dltimo leva a uma estrutura mais
economica.

4.4.2 Solicitacao por flexao

Neste item se apresentard o estudo das tensoes nas estruturas com comportamento elasto-
pléstico ideal submetidas a flexao.

Considere-se inicialmente uma secao transversal com duplo eixo de simetria, submetida
a flexdo pura, ou seja, a uma solicitagao tal que M £ 0, N =0e V =0 (Figura 4.44).

e

-

n_ g

n_ M o"=c € o, o,
W

a) b) ) d

Figura 4.44: Secao com duplo eixo de simetria. Flexao pura.

Em regime eldstico linear as tensoes normais devidas a M sao dadas por:

M
o=—x
I
e as tensoes nas fibras extremas por
n __ % I _ %
o= T e o = W
onde I I
r__ "no__

Como o eixo central de inércia em torno do qual atua a flexao dada por M é um eixo de
simetria, entdo t' =t =t e, portanto, W/ = W". Assim, tem-se:

A medida que se aumenta a intensidade de M, mantida a resposta eldstica linear, as
tensoes crescem proporcionalmente as deformacoes, até que nas fibras extremas, que cor-
respondem aos pontos de médxima tensao de tracao e compressao, atinja-se a tensao de
escoamento, ou seja:

o' =—0' =o.. (Figura 4.44b)
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Define-se como Primeiro Limite da Segao Transvesal ao momento M| que provoca o inicio
de escoamento da se¢ao transversal. Neste caso tem-se:

O'"_—O'/_ o _—I
= =0, =

Para valores de M > M outros pontos da segao transversal continuam a se deformar em
regime eldstico linear, até atingirem os patamares de escoamento a tragao ou compressao,
tornando a segao parcialmente plastificada (Figura 4.44c).

A plastificacao total da secao se dard quando todos os seus pontos atingirem a tensao de
escoamento o, nas zonas de tragdo e compressao (Figura 4.44d).

Define-se como Segundo Limite da Secao Transversal ao momento M;; que provoca
a sua plastificacao total, fazendo com que perca a capacidade de absorver acréscimos de
momento fletor, criando, portanto, nesta secao uma rétula plédstica; M;; é também chamado
de momento de plastificacao da secao transversal.

Nestas condigoes as equagoes de equilibrio escritas para a distribuicao de tensoes decor-
rente da plastificacdo total da secao transversal ficam (Figura 4.45):

M; = o W. (4.24)

Figura 4.45: Segao totalmente plastificada com duplo eixo de simetria.

e equilibrio de forcas

F, =F,
onde
F, = o0.Ay .. resultante das tensoes de tracao
F. = o0.,A; .. resultante das tensoes de compressao
ou seja
UeAl = UeA2
e, portanto,
A
A1 - A2 - E

Notar que as regioes plastificadas por tragdo (As) e por compressao (A;) devem ter
dreas iguais e, portanto, iguais & metade da drea A da secao transversal. O eixo y
em torno do qual se realiza a flexao é um eixo de simetria e, portanto, divide a secao
transversal em duas dreas iguais A; = Ay = %; assim a linha neutra que divide as
regioes plastificadas por tracao e compressao coincide com o eixo central de inércia .

e equilibrio de momento

M = Fiz

onde M;; é o momento de segundo limite da se¢ao transversal (momento de plastifi-
cagdo), z é a distancia entre os centros de gravidade das dreas plastificadas por tragao
(As) e compressao (Aj).
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Como

A
F;f = Fc = 0-65
tem-se
A
M][ = 0'652. (425)

Do acima exposto pode-se concluir que, na situacao de plastificacao total da segao
transversal, a linha que delimita as regioes plastificadas por compressao e tragao, sempre ird
dividir a secao em duas dreas iguais para garantir a equacao de equilibrio de forca F; = F..
Desta forma, se a secao transversal nao tiver duplo eixo de simetria, entao o eixo central de
inércia y em torno do qual se realiza a flexao nao ird coincidir com a linha que divide as
regioes plastificadas.

Assim, qualquer que seja a se¢ao, o seu momento de plastificacao M, serd sempre dado
pela expressao (4.25). Desta forma para determinagao de M;; dever-se-d definir uma linha,
paralela ao eixo central de inércia, que divida a segao transversal em duas dreas iguais e
calcular a distancia z entre os centros de gravidade das dreas A; e Ay (Figura 4.46).

linha diviséria

entre as zonas c,
2 plastificadas
(A1=Ar=%)

Figura 4.46: Secao plastificada sem duplo eixo de simetria.
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Exemplo 1 Determinar os momentos de primeiro e segundo limites da secao retangular
(Figura 4.47).

et -
G'=-o0, A

CGa,
bh? G.bh?
M, = GC() < Mn=—5 <

+

M

o

NS]l=xg

+

CGa,

c¢'=c, Oe

z 1° limite 2°limite

Figura 4.47: Secao retangular. Determinacao de M; e My;.

1° Limite:
M
o’ = _i/:JeZWI 2
oo g
2° Limite:
M = aeéz
A = % z:g MH:aebThQ.

E interessante notar que a relacio entre o momento de plastificacio M;; e o momento

de primeiro limite M) para a segao retangular é:

M 3

M; 2

Exemplo 2 Determinar o momento de plastificacao da secao T' invertido indicada na
Figura 4.48.

Aq ¢ ¢
% 2/ CGa,
/ b -
y eixo central
A-— —-B
- ® CGy,|€ +
Ay b c,

linha diviséria entre as zonas plastificadas (A :AZZ% )

Figura 4.48: Secao T invertido. Determinagao de M;;.

A linha AB divide a secao T invertido em duas dreas iguais tais que:

A
Al = A2 = — =be.
2
A distancia z entre os centros de gravidade das dreas A; e A é
b+e
z = .
2
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Desta forma tem-se

A
M[[ = 0'652
ou b
M][ = O'ebe _;_6.

Exemplo 3 Para a secao retangular do exemplo 1 fazer a descarga total da secao a partir
da sua plastificacao inicial.

Ac'=

G.bh? +
4

>M,I + > -

2°limite descatga total tensoes finais

Figura 4.49: Secao retangular. Descarga.

Na hipétese de a descarga se fazer elasticamente, tem-se:

AM
A / — —A " _
o o W
com
bh?
AM = M[[ == O'eT
bh?
W = —
6
logo
bh* 6
AOJ = _AO-”_O-ETW
Ad = —Ad" = gae

e, portanto, as tensoes finais nas fibras extremas apds a descarga ficam:

3 o
" — e A ”: e — = e:——e
o o+ Ao o 20 5
3 e
o = —o.+A0' =—0.+ 50 = +%.

A Figura 4.49 mostra o diagrama de tensoes finais na secao apés a descarga. Obviamente
esta distribuicao é auto-equilibrada (N =0, M = 0).

Imagine-se agora que a partir da plastificacao inicial da secao se proceda a uma descarga
tal que conduza a uma plastificagao das fibras superior e inferior, respectivamente, por tracao
e compressao (Figura 4.50).

Na hipétese de a descarga se fazer elasticamente, tem-se:

AM

A /:—A " __
o o W
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> My + > AM =

Figura 4.50: Secao retangular. 2° Limite na descarga.

onde b2
W= —
6

e AM é o acréscimo de momento aplicado a se¢ao a partir da sua plastificacao inicial, tal que
conduza a uma nova situacao de plastificacao das fibras superior e inferior, respectivamente,
por tracao e compressao. Assim, tem-se:

fibra inferior 0" = 0.+ A0" =—0, .. Ad" =20,
fibra superior o = —o.+Ao’ =0, . Ao =20,
ou seja
AM
Ao’ =20, = 228
o o 7
bh? bh?

AMzzO'e? ou AM:O'eT.

Portanto o momento que caracteriza o 2° Limite na descarga fica
Mirp = My — AM

o bh? bh? bh? M
Mip = o — Gpme = — g = — L

4 3 ‘12 3
A Figura 4.50 mostra o diagrama final de tenstes na secao transversal que caracteriza
o seu limite na descarga. Notar que esta distribuicao de tensoes equilibra, obviamente, o
momento MIID = %
No caso de as secoes transversais estarem submetidas a flexdo composta (M # 0, N # 0)
pode-se mostrar (apéndice D) que a influéncia da forga normal N é tal que provoca uma

reducao do momento de plastificacao M;; obtido na hipdtese de flexao pura.

Mu,
My equacio da parabola
1.0
MuN+<N )221
7w\ Mi N
Bl 37 My
A N
-1.0 0.5 1.0 Nun

Figura 4.51: Secao retangular. Influéncia da forga normal.
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My N
Mir

A paribola indicada a Figura 4.51, representa a variacao do par ( ) em relagao ao

par <Nin>, para uma secao retangular e onde:

M v € o momento de plastificagao da secao influenciado pela normal N

M é o momento de plastificacao da segao submetida a flexao pura

Nir = o.bh é a forca normal que, se atuasse isolada, plastificaria a se¢ao por tracao ou
compressao.

Como exemplo, se em uma se¢ao transversal retangular atuar uma forga normal N tal

que N = 0,5N;; = 0,50.bh, a relagao <M]\2—’HN> assume o valor:

My N )
— | =0,75
( My
ou seja, a forca normal reduz o momento de plastificacao para 75% do valor que se teria na
hipétese de flexao pura, ou seja:
My =0,75Mj;
ou
bh? bh?

MII,N = 0,750'€T == 3061—6.

Pode-se mostrar ainda que em uma secao retangular submetida & flexao composta dada

. M N )
por M e N, e que, portanto, tem associada a ela os pares 7 € 7, tem-se:

e se Ml” e Ni” conduzir a pontos no interior da regiao triangular ABC toda a segao

retangular estd em regime eléstico

e se Miu e Ni” conduzir a pontos sobre as retas AB e BC' a secao retangular tem uma

das tensoes extremas igual a 0. (1° limite da sec@o transversal)

e se MMH e Nin conduzir a pontos entre as retas AB, BC e a pardbola, entao a secao estd

em regime elasto-plédstico

® se Mln e Nin conduzir a pontos sobre a pardbola, entao a secao estd plastificada e o

seu momento de plastificagao é M y.

Como se pode notar a influéncia da for¢a normal na redugao do momento de plastifi-
cacao da secao transversal, pode ser importante dependendo da intensidade da forca N que
acompanha a flexao.

E importante salientar aqui que também a forca cortante que acompanha a flexéo reduz
o valor do momento de plastificagao, porém a sua influéncia é muito pequena e pode sempre
ser desprezada. Pode-se mostrar que para secoes rengulares com relacao % (¢ é o vao da viga)
da ordem de 0,1 a reducao no valor do momento de plastificacao, devida & forca cortante é
de cerca de 4%.

4.5 Anadlise limite

Como se viu, a quantificagao do momento de plastificacao de dada secao transversal
depende da sua forma, das suas dimensoes e da tensao de escoamento do material de que é
constituida. O aparecimento de uma secao plastificada em dada estrutura indica que aquela
secao perdeu a capacidade de absorver esforgos de flexao, ou seja, perdeu a capacidade de
absorver momento fletor, para acréscimos de carga superiores aquela que provocou a referida
plastificacao. Diz-se que nesta secao se formou uma rétula pléstica.
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Desta forma, para dada estrutura submetida a um carregamento crescente, enquanto
forem ocorrendo rétulas plasticas (por plastificacao de algumas segOes transversais) de tal
forma que nao se caracterize um mecanismo, a estrutura continua a ter capacidade de ab-
sorver acréscimos de carregamento.

Evidentemente cada se¢ao plastificada (ou cada rétula plastica que ocorra) modifica
a estrutura que ird responder aos acréscimos de carga acima daquela que caracteriza a
plastificacao da referida secao.

Este processo de carregamento crescente com modificacao da estrutura devida ao apa-
recimento de rétulas pldsticas, continua até que a estrutura se torne parcial ou totalmente
hipostdtica atingindo, portanto, a sua capacidade limite. Como se definiu, a carga ou o
multiplicador do carregamento que leva a esta condicao caracteriza o segundo limite da es-
trutura. A configuracao da estrutura caracterizada pela plastificacao das secoes que definem
a sua capacidade limite é chamada de configuracao de ruina da estrutura associada aquele
carregamento crescente.

A andlise limite estuda os métodos de célculo que permitem determinar, para dada
estrutura submetida a dado conjunto de carregamento externo fixo, o multiplicador v;;
deste carregamento que leva a estrutura a atingir o seu segundo limite (ou a atingir a sua
configuragao de ruina).

No que se segue, serao abordados trés métodos de cédlculo que permitem o estudo da
andlise limite das estruturas de barras:

e Método Passo a Passo
e Teorema Estdtico

e Teorema Cinematico

4.5.1 Meétodo passo a passo

No método passo a passo a determinagao do multiplicador ~y;; ou da carga Pj;; que
caracteriza o segundo limite da estrutura é feita aplicando-se acréscimos de carregamento
que vao determinando o aparecimento da plastificacao de segOes transversais, até que se
atinja a rufna da estrutura. Este método permite seguir “passo a passo” toda a seqiiéncia
de plastificacao das secoes transversais até atingir-se a configuracao final de ruina.

Os exemplos mostrados no item 4.4.1 quando do estudo das solicitagoes axiais utilizaram
o método passo a passo para determinacao das cargas Pj; de segundo limite.

Evidentemente a aplicacao do método passo a passo se inicia calculando-se a estrutura
em regime eldstico linear para o conjunto de carregamento fixo nela aplicado; a partir da
resposta eldstica linear identifica-se a se¢@o (ou segdes) mais solicitada(s) e o multiplicador
do carregamento fixo ou o carregamento que proporcionalmente ao carregamento inicial, faz
com que esta se¢ao plastifique. A plastificacao desta secao por flexao faz com que a estrutura,
para acréscimos de carga, se comporte como se nesta se¢ao existisse uma articulacao.

Calcula-se a seguir a nova estrutura em regime eléstico linear para dado acréscimo de
carga que conduziu & plastificacao da secao inicial. Por superposicao de efeitos desta solucao
com a anterior determina-se qual o acréscimo de carga que conduz a plastificacao de uma
nova se¢ao. Este procedimento se repete até se atingir a configuracao de ruina da estrutura.
A seguir serao mostrados alguns exemplos simples que irao ilustrar melhor a seqiiéncia a ser
seguida na aplicagao do método passo a passo.

Exemplo 1 Determinar a carga p;; que caracteriza o segundo limite da viga simples
isostatica da Figura 4.52. A secao transversal é retangular e o material é elasto-plastico
ideal com tensao de escoamento a tracao e & compressao igual a .

219



VAV pe=? AARAAARRRAEIN:

AT ¢ 7777 B A7 )2 L/2 777

Ni]]zl\l(

Figura 4.52: Viga simples isostatica. Método passo a passo.

A solucao eldstica da viga simples isostdtica submetida a um carregamento uniforme-
mente distribuido é tal que:

pl? _ . 5
Moie = e (secao do meio do vao).

Existe uma carga p; que faz com que a se¢ao mais solicitada plastifique, ou seja

€2
Moy = 2= = My
8
onde b2
Mip=o L
¢ o momento de plastificacao da se¢ao transversal retangular da viga.
Assim
p1l? bh?
8 4
bh?
P1 = 20—

€2

O aparecimento de uma rétula plédstica em uma segao da viga isostdtica caracteriza sua
rufna e, portanto, a carga p; leva a estrutura a atingir o seu segundo limite.

Assim,
bh?
Prp=P =20 e€_2
¢ a carga de Segundo Limite da viga isostdtica submetida a um carregamento uniformemente
distribuido.
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Exemplo 2 Determinar a carga p;; de segundo limite da viga biengastada submetida a
um carregamento uniformemente distribuido. A secao transversal é retangular e o material
¢ elasto-pldstico ideal (Figura 4.53a).

pn:? P Py

AAAAAAAAAAAA AN AAAAAAAARAZA N R AR AR AR
A [ iB A 12 C 12 B A% EB

a)
o _pr [P Mg, =M
Ap =1 AMB’ 12 /N A p
R R R RTRR ‘ _, M, =My
(/2 C  ¢/2 M. =PC A M

24 la==

: b) 9
AMa= =g~

d

Figura 4.53:

A solugao eldstica (Figura 4.53b) indica que as segbes mais solicitadas estdo em A e B e

que:
pl? pl?

My = Mg = 2= Mg =22

A=MB=05 © DY

e 1° passo

Portanto existe uma carga p; tal que ocorra plastificacao das segoes A e B do engasta-
mento, ou seja:

72 bh?
My, = Mpy = p1_ = M (MH = Ue—>

12 4
ou seja
12My;
P = 72
e, portanto,
”? M
Moy = 1721—4 = = <M. (Figura 4.530)

A ocorréncia de rétulas em A e B nao caracteriza a ruina da estrutura e, portanto, para
acréscimos de carga Ap acima de p; a estrutura se comporta como se fosse articulada em
A e B, ou seja como se fosse uma viga simples isostdtica. Assim, nesta estrutura, (Figura
4.53d), para um acréscimo de carga Ap o momento méximo ocorre no meio do vao e vale:

Apl?
AM¢g, = g

AM, = AMp=0.

Por superposicao de efeito o momento em C' devido a p; e Ap se escreve:

M
Mey = Mer+AMe (Mm = #)
M[] ApEQ
Myy = 2L 2P0
2 5 + 3
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e 2° passo

Portanto existe um acréscimo de carga Ap; tal que ocorra plastificagao da segao C' do
meio do vao, ou seja:

M Ap, 2
Mgy = =24+ 282 —
2 8
4M
Apl = f2II'

__—P2=P +Ap;=pu

\AAAAAARARAE
A% L/2 C t/2 EB

Ma2=Mn
\‘)@ .

Figura 4.54:

Mg, =My

Assim, por superposicao de efeitos, a solucao no final deste passo quando age py, =
1+ Apy fica (Figura 4.54)
M II Apéz

Moy = —+ — =M
c2 7 + 3 i1

My = M = M (AMy =0)
Mpy = Mpy = M (AMp, =0)

com
p2=p1+Ap
ou
. 12M]] 4M[[ . 16M][
e tTe T e
Obviamente a configuracao indicada na Figura 4.54 é de ruina e, portanto, tem-se
16 M
brr="pr2=—p—
com o2
M=o e

que representa a carga de segundo limite da viga biengastada submetida a uma carga uni-
formemente distribuida.

Suponha-se agora que atingida a carga p;; se queira descarregar totalmente a viga, ou
seja, que se aplique uma carga Aps = —p;;. Admitindo-se que na descarga a resposta seja
eldstica obtém-se (Figura 4.55).

AMpy = AMpy =

Apol®  prf? ~ 16Mpy
12 12 P ="y
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Apzz ’PII

K B B
A% (/2 € t/2 EB

AMc,= % My
Pl BN
AM o= % My ‘MIBZZ % My
Figura 4.55:
ou
4
AMas = AMpy; = —gMH
Apyl? pril?
AM, S
. 24 24
ou
2

AMey = —gMn-

Assim, no final da descarga tem-se:

4 M
Myus = Muo+ AMyy = M — gMH = —%

4 M
Mps = Mpy+ AMpy = M — gMH = —%

2 M
Mecs = Mg+ AMey = My — gMH = %

o que corresponde ao diagrama indicado na Figura 4.56.

Z€1ro

ANSANN\Y

Figura 4.56:
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Exemplo 3 Determinar a carga P;; de Segundo Limite da viga engastada-apoiada sub-
metida a uma carga P no meio do vao. A secao é retangular e o material é elasto-pléstico
ideal (Figura 4.57).

Figura 4.57: Viga engastada-apoiada. Método passo a passo.

A solucao eldstica estd indicada na Figura 4.58, onde

3Pa

Ma = =%
B 5Pa

B 7 716

e, portanto, a se¢ao mais solicitada é My (M4 > Mp).

B

Figura 4.58:

e 1° passo:

— Determinacao de P; tal que ocorra rétula em A :

3P, SM
My = My=212 . p =220
8 3a
5P1(L 5M[1
Mps = = <M
B1 16 6 II

Mai=Mip

M My

B1:6

Figura 4.59:
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— Acréscimo de carga AP. Solugao eléstica

iAP
A a a C
B A
‘ AM,
Figura 4.60:
AMp = AéD ¢
AMy = 0

e 2° passo

— Determinacao de AP; tal que ocorra rétula em B :

Mpy = Mpi+ AMp, = My
Mas = Mn (AMy =0)

M AP
Mpy = > L 1azf\/[U
6 2
M
AP, = et f
3a

— Esquema e diagrama no final deste passo

8Mp My
P, = —u
2 3a + 3a
3M,
P, = s
a
ip1+AP1:P2
7 a 3 a c
* ? 2
Ma,=Muy
‘ Mg, =My
Figura 4.61:

A configuragao do final desta fase é de ruina e, portanto,

M
fh:&:BJF

225



Exemplo 4 Determinar o multiplicador v;; do carregamento indicado na estrutura da
Figura 4.62, que determina o seu Segundo Limite. E dado M;; o momento de plastificagao.

Aﬁ a i 2a \B

] a l 2a EB

My

|
%

Figura 4.63:

A solugao eldstica para v = 1 estd indicada na Figura 4.63, onde:

4Pa

My = 5

2Pa

Mg = 5

8Pa

My = —
© 27

e, portanto, a secao mais solicitada é A.
e 1° passo:

— Determinacao de 7, tal que ocorra rétula em A

— Esquema e diagrama no final deste passo

4~, Pa M,
Mg, = 719 = % < M
8’}/1PCL 2M[]
M, = <M
C1 o7 3 II
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Aﬁf a (i: 2a EB

NL\I =M 11

/‘IVIM = MTH

MZMH

M= 3

Figura 4.64:

— Acréscimo de carga AyP. Solucao eléstica

a l 2a N

o,
\m

Figura 4.65:
4A~vP
AMp = g =
AMy = 14A~Pa
27
AM, = 0.

e 2° passo:
— Determinacao de Ay, tal que ocorra uma segunda rétula em:

* rotula em B

Mpy = M= Mgy + AMp;
M][ i 4A’71P6L

M —
1T 5 5
9Mr
A~ =
n 8Pa

* rotula em C

Meoy = Mir=Me + AMe
2M][ + 14A71Pa

M =
" 3 27
9M;;
Ay, = :
T 14Pa
Portanto a segunda rétula ocorrerd em C' com um acréscimo de carga Ay, P
tal que Ay, = 2%%.
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— Esquema e diagrama no final deste passo

i(“/1+AY1)P
A a 2a B
C
Ma=My My, = 1 111ZI I
Figura 4.66:
AMAl - O
4Ny, Pa 2
AMp = Lt =My
9 7
14AyPa 1
AM, = — = _My;.
1 57 TRl
Assim
My = My +AMa = My
1 2 11M
Mpy, = Mp+AMp, = §MH + ?MH = 14H < My
2 1
Mooy = Mei+ AMe = gMH + gMH = M;py.
— Acréscimo de carga AyP. Solucao eléstica
lAyP
a Y 2a R
Aﬂ777 E EB
AMy
Figura 4.67:

AMy, = AMc=0
AMp = AvyP2a
e 3° passo

— Determinacao de A, tal que ocorra rétula em B

Mps = M= Mpy+ AMpy
1M,

A4}[ = 14 +—Z&79132a
3Mir
A pr—
727 9%pg
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— Esquema e diagrama no final deste passo

(y1+Ay1+Ay2)P

ai 2a

A B
C
Mas=Mp Mg; =My
Figura 4.68:
AMAQ - O
3M
AMBQ == A")/2P2CL == 1
AMe = 0.

Assim,
Mas = Mas+ AMyy = Mg
Mps = Mpy+ AMpy = Mg
Mecs = Mg+ AMey = M.

A configuracao no final do 3° passo é de ruina e, portanto, o multiplicador v;; do car-
regamento que caracteriza o Segundo Limite da estrutura é:

Yir = Y1+ Ay + Ay,
OM;;  9My; SMir

T = pe T 14Pa T 28Pa
ou
~ 3My;
Yir = —P 0

Exemplo 5 Analogamente ao exemplo 4, determinar o multiplicador «;; do carregamento
indicado na estrutura da Figura 4.69 que determina o seu Segundo Limite. E dado M;;, o
momento de plastificacao.

yP
a i 2a EB
[T7T7T7 A
Figura 4.69:
e Solucao eléstica para v =1

14Pa

My, =

4 27

4Pa

My = =5~

e, portanto, M > Mp.
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- a /i\ 2a EB
s
‘ M,
Figura 4.70:

e 1° passo

— Determinacao de 7, tal que ocorra rétula em A

2a Ng

’ Mar=Mu
Figura 4.71:

4v,Pa 6M
Mg, = 7; = 7H<MH

— Acréscimo de carga AyP. Solucao eléstica

Ay P

2a B

/’ AMy

>0

Figura 4.72:

AMg = AyP2a
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e 2° passo

— Determinacao de A, tal que ocorra rétula em B

Mpy, = Mp+ AMp, = Mj;

6M
M[[ = 7II + A’ylPQCL
Mg
A~v, =
= 14Pa
— Esquema e diagrama no final deste passo
(y1+AyP
a 2a B
/T777 A
Mp2 =My
Figura 4.73:
AMAl - O
M
AMp = 711

Mys = My +AMa = My

oM M
Mps = Mp +AMp = L 2 g,

7 7

A configuragao no final deste passo é de ruina e, portanto,

Yrir =7 +A7

ou seja

21Mr My

14Pa + 14Pa

Pa

Yir =

Yir =
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Exemplo 6 Sistematizacao do Método Passo a Passo

Dada a estrutura da Figura 4.74, determinar o multiplicador v;; do carregamento nela
indicado que determine o seu Segundo Limite. E dado o momento de plastificacdo My,
admitindo aqui constante para todas as barras.

inz

yP; |B E C

N

§U

Figura 4.74:
e Solucao eléstica para v =1

— Resolve-se a estrutura original para v = 1, obtendo-se o diagrama de momentos
fletores (M)

iPz Me

Mg -7

—
Pr|B E C Ms b/
Iv

I
A D /

Ma Mp

@ solugdo para y=1

Figura 4.75:

e 1° passo
— Determinacao de v, tal que ocorra a primeira rétula na estrutura

Obviamente se M;; é o momento de plastificagao constante para todas as barras da
estrutura, entdao a primeira rétula ocorrerd na secao de momento maximo. Seja M, o
momento méximo; a condi¢ao de rétula em A é imposta por:

My = Mip=vMa
_ My
Y1 M,
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— Esquema e diagrama no final deste passo

i Y1P2 . 4

—
viP1 |B E C My, b/
M

A Z
P s ol

Mai=Mp Mp

Figura 4.76:

— Acréscimo de carga AyP. Solucao eléstica.

Resolve-se a estrutura que decorre do aparecimento da rétula no final do 1° passo, para
A~ =1, obtendo-se o diagrama de momentos fletores AM;

lAY P, AMey

AyP, AMp -7

—
B E c AMg, b/
AMy,

solugdo para Ay=1

AMp;

Figura 4.77:

e 2° passo

— Determinacao de Ay, tal que ocorra uma segunda rétula na estrutura. Esta
condicao é escrita para todas as se¢oes onde ocorram picos de momentos. Assim,
tem-se

rétula em B Mpy = Mp + Ay AMp = My — Ay, = ay
rétula em C Mcy = Mgy + Ay AMey = My — Ay, = as
rétula em D Mpy; = Mpy+ Ay AMp, = M — Ay, = as
rétula em £ Mgy = Mg+ Ay AMp = My — Ay, = aq.

O valor de Ay, serd, obviamente, o menor dentre aqueles determinados pela
condicao acima imposta. Suponha-se que a segunda rétula ocorra em D

(Ayy = a3).
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— Esquema e diagrama no final deste passo

i (Y1+Ay1)P; Me,

(vi+tAy1)Py Mg ﬁ

—>
B E C Mg, b/
M

E2

M2 =My Mp, =My

Figura 4.78:

Por superposicao de efeitos os valores de momento do diagrama M5 sao:
M2 = Ml —|— A’YIAMl
onde

M, = M
Ay, = as.

O multiplicador do carregamento no final deste passo fica:
71+ A
— Acréscimo de carga Ay P sobre a carga final deste passo

Resolve-se a estrutura que decorreu do final deste passo, para Ay = 1, obtendo-se o
diagrama de momentos AM,.

l AyP2 AMc,

AMp,
. " -7

A’YP1 B E C Al\/IBZ
AMp,
solugdo para Ay=1
A D
B B
Figura 4.79:

e 3° passo

— Determinacao de A7, tal que ocorra uma terceira rétula na estrutura. Esta
condicao é escrita para todas as segoes onde ocorrem picos de momentos. Assim,
tem-se

rétula em B Mps = Mpy+ AvyAMpy = M — Avyy =y
rétula em C Mes = Moo + A%AMW = M — A% = by
rétula em F Mgs = Mpgo+ Ay, AMps = My — Ayy = bs.
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O valor de Av, serd, obviamente, o menor dentre aqueles determinados pela
condicao acima imposta. Suponha-se que a terceira rétula ocorra em B

(Ayy = by).
— Esquema e diagrama no final deste passo

Mecs

(Y1+Ay1+AY2)P;
(Y1t Ayi+Ay2)Py i Mp; =My -7
R
B E C
Mg;
A D
e
Mas=My Mps=My
Figura 4.80:

Por superposicao, os valores de momentos do diagrama M3 sao:
Mg = M2 + A’YQAMQ

onde

O multiplicador do carregamento no final deste passo fica:
Y1+ Ay + Ay,
— Acréscimo de carga AvyP sobre a carga final deste passo

Resolve-se a estrutura que decorreu do final deste passo, para Ay = 1, obtendo-se o
diagrama de momentos AMj.

AMc;

JAre -7

ve
AvyP1 |B E C /
AM;;

solu¢do para Ay=1

§=U

Figura 4.81:

e 4° passo

— Determinacao de Ay, tal que ocorra uma quarta rétula na estrutura. Esta
condicao pode ser assim escrita

rétula em C Mey = Mes+ AysAMes = M — Ayg =
rétula em F Mgy = Mpgs+ Av3sAMps = M — Ayg = co.

O valor de Av; serd, obviamente, o menor dentre aqueles determinados pela
condigao acima imposta. Suponha-se que a quarta rétula ocorra em C' (A, = ¢1).
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— Esquema e diagrama no final deste passo

(v1+ Ay 1+Ay2 + Ay )Py M“MYMA”M”)PZ

Mcs =M
My =My 4 Mecs 11

Mgq

May=My Mpy=My

Figura 4.82:

Por superposicao, os valores de momentos do diagrama M, sao:
M4 = M3 + A’)/SAM?,

onde
Avyg = cy.

O multiplicador do carregamento no final deste passo fica:
Y1+ Ay + Ay + A
Porém a configuracao atingida no final deste passo é de rufna. Assim, tem-se
Vi1 =71 A+ Ay + A,

A seguir sao apresentados alguns exemplos numeéricos de aplicacao da sistematizacao do
Método Passo a Passo.

Exemplo numérico 1 Dada a estrutura da Figura 4.83, determinar o multiplicador v;;
do carregamento externo nela indicado que determine o seu Segundo Limite. E dado o
momento de plastificacao da secao transversal, constante para todas as barras, e igual a
M I = 200 kENm.

¥50kN
v100 kN 1m l 1m
—
B E C
4m
A D
ST77777 ST77777

Figura 4.83:
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e Solucao eléstica para v =1

50
1m l 1m Mp=86.1 Mc=98.6
—
100 |p c
Mp=18.1
4m @ kNm

A D

STT7777 ST77777
M,=104.6 Mp=110.8
Figura 4.84:

e 1° passo
— Determinacgao de 7, (primeira rétula)
Como o momento de plastificacao M;; é constante para toda a estrutura, a primeira

rétula ird ocorrer na se¢do mais solicitada (Mp = 110,8 kNm). A condigao de plastificacdo
da secao D fica:

’YlMD = M[]:>110,8’71:200
v, = 1,805

— Esquema e diagrama (final do 1° passo)

150
i ! Mg=1554 M =1779
—
71100 |B E C

= @D

kNm
A D
M=188.8 Mpi= My =200.0
Figura 4.85:
— Acréscimo de carga A~. Solugao eldstica para Ay =1
i Ay 50 AMg=134.2 AMci=96.6
—>
AY100 |B E c
AMy, =438
kNm
A D
s777rrr 7B
AM = 169.1
Figura 4.86:
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e 2° passo
— Determinagao de Ay, (segunda rétula)

Condigao para ocorrer a segunda rétula:

M2 = Ml + A’ylAMl = M]]

secio A My = 188,8 + Ay,169,1 =200 . Av, = 0,066
secao B Mps = 155,44 Av,134,2 =200 .. Ay, =0,332

secao E Mgy = 32,7+ Av,43,8 = 200 o Ay, = 3,819
secao C' Meo = 177,94+ Av,96,6 =200 .. A~y, =0,228.

A segunda rétula ocorre em A, logo Ay, = 0, 066.

— Esquema e diagrama (final do 2° passo)

(Y1+Ay1)50
(y1+ Ay1)100 L Mp, =164.3 Mc, =184.3
—»
B E c
My, =35.6
kNm
A D
Y B
M, =200.0 Mps=200.0
Figura 4.87:
— Acréscimo de carga A~y. Solugao eldstica para Ay =1
lAY5° AMp, = 194.6 AMe, = 205.4
—»
Ay100 |B E C
AMy,=19.6
kNm
A D
Y W e
Figura 4.88:
e 3° passo

— Determinacao de Ay, (terceira rétula)

Condigao para ocorrer a terceira rétula:

M3 = M2 + A"}/2AMQ = M[[
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secao B Mps = 164,34+ Av,194,6 =200 .. Ay, =0,183
secao F Mgz = 35,6+ Avy,19,6 = 200 o Ay, = 8,388
secao C' Mes = 184,3 + Av,205,4 =200 .. Ay, =0,076.

A terceira rétula ocorre em C, logo Ay, = 0,076.

— Esquema e diagrama (final do 3° passo)

(y1+Ay1+Ay2)50
(it Ay Ayt | M =179.3 Me; =200.0
R .

B E C

Mps; =371

kNm
A D
P
M55 =200.0 Mp;=200.0

Figura 4.89:

— Acréscimo de carga A~. Solugao eldstica para Ay =1

Ay50
AMy; =400
. .
Ay100 |B E c
AMy, =225
kNm
A D
Y i
Figura 4.90:

e 4° passo
— Determinagao de Avy; (quarta rétula)

Condigao para ocorrer a quarta rétula:

M4 = M3 —+ A’)/3AM3 = M[[

secao B Mpy, = 179,1+ Av3400 =200 .. A~y =0,052
secao F Mgy, = 37,14+ Av3225 =200 . Ayy=0,724.

A quarta rétula ocorre em B, logo Ay, = 0, 052.
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— Esquema e diagrama (final do 4° passo)

(y1+Ay1+Ay2+Ay3)100

v1+Ay1+Ay2 +Ay3)50
l< ) Mgps =M =200 Mey =M ;=200

M4 =488

kNm

Mas =My=200 Mps=M;=200

Figura 4.91:

A configuragao acima é de ruina, portanto tem-se
Vir =71+ A7+ Ayy + Ay
v = 1,805+ 0,066 + 0,076 + 0, 052
Y =2,0

Exemplo numérico 2 Determinar o multiplicador v do carregamento aplicado a estrutura
da Figura 4.92, que leve a ruina.
Dado: momento de plastificacao constante para todas as barras.

y2P
. 2m i 2m r)Y P
y4P  |B C D
] %
A
R E
| 4m L 3m |
Figura 4.92:

e Método Passo a Passo

— Solugao eldstica para v =1
* Resolugao da estrutura hiperestética
Hy = 4P
Ve = 2P 4V,
Vg = P+2Px2+4P x4
logo,

Ve = 3P
Va = P
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4P B C D

Ha=4P

B 16Pp C \D

A~ ¥ &
2 )
Mo
A
E
MyM,dx
estr
M M,dx

estr

B c D
+ X
X=1 |A X=1
A ER™
Tv.a:w Tv,\:o T\]_o
Figura 4.93:
- N
4
B c D
M,
A
E
Figura 4.94:
4

—6[16P><4><2]—%[16P(2x4+4)]+

2
—6[14P(2x4+4)+14P(2><4+4)]+

—%[8P(2><4+4)]—%[9P><4><2]
—353,33P

4 )
6[4X2X4]+64+6[4X2X4]

112
X = 3,15476P

* Diagrama® final da solugao eldstica (y = 1)

34 tracdo interna
— tracao externa

My = 3,38095P
Mo = 1,38095P
Mpe = —4,61905P
Mpr = —3,61905P
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— 1° passo

B M,

Figura 4.95:

* Determinagao de 7, (primeira rétula)

Mozl = Mpe
4,61905Py, = M;p;
My

: = 216495——
SoM 0, 695P

* Esquema e diagrama no final do 1° passo

Figura 4.96:

Mg = 0,73196M;;
Mer = 0,29897M;;
MDC’l = _MII

Mpm = —0,78351M;;

* Acréscimo de carga Av. Solucao eléstica.

logo,

Va+2AvP = Vg
Hi+ Hg = 4A~P
Vg = AyP+4AvP + 16AvP

VE == 3A7P
VA = A’)/P
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HA=2AyP

portanto,

Ay4P  |B

AyP

Figura 4.97:
3AYP x3—4Hg — AyP =0

Hp =2AyP = Hy

- Solugao AM; (para Ay =1)

— 2° passo

Figura 4.98:
AMp, = 8P
AMCl - 6P

* Determinagao de Ay, (segunda rétula)

logo,

Mps
Meo

ME2

== 0,78351M]1+A’71P:M[[

M2 = M1 -+ A’)/IAMl = M][

= 0,20807M;; + 6Ay, P = M;; . Ay, =0,11684

MII

= 0,73196M;; + 8Av, P = M .. Ay, =0,033505——

P
My

P
MH

Ay, =1,78351——
,Yl Y P

portanto, a segunda rétula ocorre em B, com Ay, = 0, 033505%
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x Esquema e diagrama no final do 2° passo

My \S\S
N
/ o

1? Mg, =My

=My

Mc,=0.5My

Mg,

@:M1+ Ay AMy

E
Figura 4.99:
Mpy = My
Mcy = 0,5Mr < My
Mpce = —Mp;
Mpgs = —0,75M;r > —M;;.

A configuragao é de ruina, logo

M M
Yir =71+ Ay = 0,216495—2% +0,033505—*
MII
=0,25—".
Vi1 >
0.5My
1L0M, i 0.25 My,

Figura 4.100:
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4.5.2 Teorema Estatico

Neste item se fard a conceituagao do método de célculo baseado no Teorema Estatico
para o estudo da andlise limite de estruturas, através de um exemplo simples.

Seja a viga hiperestdtica simples submetida ao carregamento fixo indicado na Figura
4.101. Seja M;; o momento de plastificacao da sua sec¢ao transversal.

A a l 2a N

Figura 4.101:

e Questao 1: Determinar o multiplicador v, do carregamento indicado que provoque em
C' um momento tal que Mo = Mj;. (Figura 4.102)

i’YLP
A a 31 2a Rp
C

o

C

iYcP M,
A a 2a q
TZ P Ms Tl P Ms
37 3 3775,

Figura 4.102:

A imposicao das condicoes de equilibrio estdtico a estrutura para a situacao imposta ao
problema permite escrever:

2 M
Me = My =3v.Pa— ?B
3Mr + Mg
Ll 4.26

Notar que a ocorréncia de rétula em C' por plastificacao da secao transversal nao é
configuracao de ruina para esta estrutura.

e Questao 2: Determinar o multiplicador v;; do carregamento indicado que caracterize
ruina da estrutura.

Para esta estrutura é facil perceber que a configuracao de rufna corresponderd ao apare-
cimento de rétulas pldsticas nas secoes C' e B, que sao secoes de picos de momento.

Desta forma a imposicao das condicoes de equilibrio estédtico para a condicao de My =
M e Mg = Mj; fica (Figura 4.103)

2 Mir
MC = MH=§7UPCL—T
2M;y
= 4.27
Y1 Pa ( )
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L'YH P
A a b4 2a .E B
C

Mp=My
b46,:1\1”
yuP
i Mp=My
A a 2a
TZ p-My Tl p+ M
37" 3 3,

Figura 4.103:

e Questao 3: Determinar o multiplicador v, do carregamento indicado que provoque o
aparecimento de rétulas nas segoes B e D, ou seja, que caracterize uma configuragao
de ruina com rétulas em B e D. Nesta situagao verificar o momento em C. (Figura

4.104)

I
A2 B
P L L
3/2a 3/2a
P
iye Mp=My
A a
AN B
TZ .P_Mu Tl P4 Mu
3753, 3Telits,

Figura 4.104:

A condic¢ao de equilibrio estdtico permite escrever

")/eP3 MU 3
Mp = M; = — ——a—M
D =3yttt T M
’}/EPCL MII
2My; = —
II 5 + 5
3Mir
— 4.28
Te ="y (4.28)
O momento em C' se escreve:
My ==y Pa— —
¢T3l g
Portanto para v, = 3];[;1 tem-se:
5
Me = gMH > My (4.29)

o que é impossivel e caracteriza uma violagao da condicao de plastificagao, pois nao se pode
ter em nenhuma se¢ao momentos superiores ao momento de plastificacao.
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Desta forma a configuracao com rétulas em B e D nao é a configuracao real de ruina,
pois o critério de plastificacao fica invalidado na secao C. Notar que neste caso

76 - Pa/ fYII - PCL

Analisando-se a questao 1 pode-se observar que:

— A configuragao com rétula em C' nao é de ruina, enquanto Mp for menor que

Myr;
— Para Mp = M/ (rétula em B) o multiplicador v, da expressao (4.26) fica:
2Miy
Ve = Pa
que é igual ao multiplicador que caracteriza o Segundo Limite da viga, ou seja,
Virs
— Para valores de Mp < M;; a configuragao nao é de ruina e decorre da equacao
(4.26) que:
Ve < Vi1

Em resumo pode-se concluir da questao 1 que a imposicao das condicoes de equilibrio
estdtico para uma dada configuracao que nao caracterize uma configuracao de ruina, conduz
a um multiplicador v, do carregamento tal que:

Ye = ViI

onde v;; é o multiplicador que define o Segundo Limite da estrutura ou a configuragao real
de ruina.

Da questao 3 pode-se concluir que para configuragoes de ruina que nao corresponda &
configuracao real, a imposicao das condigoes de equilibrio estético conduz a um multiplicador
v, do carregamento tal que:

Ye = ViI

e em alguma se¢ao da estrutura o critério de plastificacao fica invalidado (M > Mj;).

A partir das conclusoes acima observadas, pode-se enunciar o Teorema Estético:

“Seja uma estrutura submetida a um dado carregamento fixo. Se vy, ¢ um multiplicador
deste carregamento tal que corresponde a uma distribuicao de esforcos que satisfaca as
condicgoes de equilibrio estético e nao viole as condigoes de plastificacao, entao tem-se:

Ye < Vi1

onde 7y;; é o multiplicador que caracteriza o Segundo Limite da estrutura, ou o que é o
mesmo, que define a configuragao real de ruina.”

Pode-se, portanto, ainda concluir do Teorema Estdtico que qualquer configuracao de
ruina possivel que nao corresponda a configuracao real de Segundo Limite da estrutura
leva a um multiplicador v, > v;; e a uma distribuicao de esfor¢os que viola a condigao de
plastificacao.

O Teorema Estético pode ser aplicado no sentido de verificacao se uma dada configuracao
de rufna é real ou nao. Ela serd real se existir um multiplicador 7, que satisfaca as condicoes
de equilibrio estdtico e nao invalide a condigao de plastificacao. Na hipétese desta configu-
ragao de ruina nao ser a real, pode-se concluir pelo Teorema Estédtico que o multiplicador
v, desta configuracao é maior que o multiplicador v;; da configuragao de ruina real e que
a distribuicao de esforcos viola a condicao de plastificacao em alguma secao da estrutura
(M > My ]).

A seguir se apresentarao alguns exemplos de verificacao de configuragoes de ruina apli-
cando as condigoes de equilibrio estatico.
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Exemplo 1 Determinar aplicando o Teorema Estatico, o multiplicador ~;; que define o
Segundo Limite da viga da Figura 4.105. E dado M;; o momento de plastificacao da sua
secao transversal.

i"{ P i"{ P
A D configuracio 1
s B C

i“{ <P i“{ eP
A D  configuragio 2
e B C

i"{ P iy <P
A D  configuracio 3
e B C

Figura 4.105:

Solugao:
A Figura 4.105 indica as possiveis configuracoes de ruina para a viga.

- Configuracao 1

]VID: NIH
D

MBN\{ =M
NMce=5Mn

YeP

P
iye l Mp= My
A a a_ g a q
T p-Mu T P4 Mu
Ye 3a Ye +3a

Figura 4.106:
Da Figura 4.106 tem-se:

M
MC = MH:%Pa—l—%—MH
MII

2M[] — T = ’yePCL
_ dMy;
Te ™ 3Pa
Verificagao do momento em Mp.
M
My =P~ ==



para v, = 53MTZI vem

SMy My 4Mp
= — = > M
3 3 3 "
ou seja esta configuracao nao é real pois invalida a condi¢ao de plastificacao na secao B
(M B > M [[).

Mpg

- Configuracao 2

iyeP iYeP
[X a a a

D
Mc< My
A B C AD
Ms=My MCZNIH
T
A a a ® a q
TY@P—%} TYCP-*—%L;
Figura 4.107:
Da Figura 4.107 tem-se:
M
Mg = M =~,Pa— ?D (4.30)
M
MC = M]]:’)/EP(I—FTD—MD
2M
ou Mg = M =~,Pa— TD (4.31)
De (4.30) e (4.31) vem
M
M = VePa S e = P_H
a

Mp = 0

Com a condigao encontrada de Mp = 0, caracteriza uma solucao equilibrada, porém nao
compativel com a condicao de vinculacao externa da extrutura. Essa configuracao nao é
real.

- Configuracao 3

Da Figura 4.108 tem-se:




1\1]): l\IH

W D
1<
Mp=M Mc<Mu

i"{e P ,Y(_P
A a a

T7r7 B

Mp=My

-

a

D

Qe

Y ety
veP 3a YeP+3a

Figura 4.108:

Verificacao do momento em M.

M
Mg = ~,Pa+—L — My,

3
2MH 4MH
M = P — =
C f}/e a 3 <f}/€ 3PCL >
4M[[ 2M[1 2MII
Mo = — — M
¢ T 3Pa 3 3~

ou seja esta configuracao é real pois nao invalida a condicao de plastificacao.
Portanto

= 3Pa
Observe-se que 7;; ¢ menor que o multiplicador da configuragao 1 onde o critério de
plastificacao foi invalidado.
O multiplicador da configuracao 2, embora seja menor que 7;;, nao leva a uma dis-
tribuigao equilibrada de esfor¢os que representa a estrutura proposta (Mp = 0).

Exemplo 2 Mostrar pelo Teorema Estdtico que a configuracao de ruina do pértico da
Figura 4.109 é real e determinar o valor de 7;;. Dado: M;; = 200 ENm.

Ye50 kN

Yel00KN 1 i 1m
—

Figura 4.109:

Solugao:
Para a configuracao indicada na Figura 4.110, isolando-se as barras e nés tem-se:
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50
Mc =My My Mu Ve My My
Mp=M 100 l
B =M 4 v —bBr%N(LB N(:B‘é B E L %NCH NCB%%
My <M Mun T—T L\/ Mo
Mg <Mp - 2M 2M
ye25- 28 ye25+2Mu
My My

oy NP

1 4
My=My Mp=My

2My 2My |

T~ 4
4 \_A
My M
Figura 4.110:
Equilibrio do né C.
N 2Mu My
CB — -
4 2
Equilibrio do né D.
1 - N QM][ . M][ M[[ — M
7,100 = CB—|—4—2—|—2—H
M _ 200 _,

Ye= Ton T Ton

° 100 100

Verificagao do momento F.

ME:”}/625—M]]+M1122X25:100<M]]:200

ou seja, nao invalida o critério de plastificacao.
Assim v;; = 7. = 2,0, observar que este problema foi resolvido pelo Método Passo a

Passo obtendo evidentemente v;; = 2, 0.

Exemplo 3 Mostrar pelo Teorema Estético que a configuracao de ruina para o pértico da
Figura 4.111 nao é real Dado: M;; = 200 kNm.

—

iYeSO
Ye100
E C

B

§o

Figura 4.111:

ME = M]]:’}/GQE)X]_—M][
2Mypr 400
pu— :_:1
Y= 5 T5 10
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Vo= Mg Me=M My My lYCS‘) My My
100 B . C
ye HI_ %N CB N (;B‘é B E L %N CB N (:B%é —l
My My
v v, - v
My = My 725 725
My My
X My +M, My My ¥
M,< My Mp< My,
Mt ML Myt M
A A
Ma< My Mp< My

Figura 4.112:

Equilibrio do n6 C.

Equilibrio do n6 B.

v.100 = —

7,100 =

16 x100 x4 = Mp— My
Mp— My, = 6400

relagdo esta que invalida a condicao de plastificacao (Mp < 200, M4 < 200). Portanto
esta configuracao nao é real, notar que vy, = 16 > ~,; = 16.
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4.5.3 Teorema Cinematico

Neste item se fard a conceituagao do método de célculo com base no Teorema Cinematico
para a Andlise Limite das estruturas, a partir do mesmo exemplo empregado no item 4.5.2.

e Questao 1: Para a viga da Figura 4.113a, determinar o multiplicador .., do carrega-
mento indicado, que leva a configuracao de ruina nela indicada. Impor a condicao de
equilibrio decorrente deste mecanismo a partir da igualdade dos trabalhos interno e
externo realizados durante o colapso.

YP chP
A a i 2a EB A a C Zae B
Vaaaad C § A 428 | t= 263/
20 )
C
a) b)

Figura 4.113:

A Figura 4.113b mostra a configuragao deformada compativel com o mecanismo proposto
para esta estrutura.

Para se escrever os trabalhos interno e externo realizados até se atingir a configuracao
deformada indicada na Figura 4.113b, serao feitas as seguintes hipéteses simplificadoras:

— desprezam-se os deslocamentos ocorridos durante a fase de comportamento elds-
tico da estrutura;

— como conseqiiéncia da hipétese acima, despreza-se a energia de deformacao elds-
tica, em face da energia dissipada pelas rétulas plasticas;

— considera-se que os deslocamentos gerados pela configuracao deformada associada
a0 mecanismo, sejam suficientemente pequenos; desta forma a determinagao dos
deslocamentos que decorrem das rotacoes das rétulas plésticas é feita de tal forma
a considerar estas iltimas muito pequenas (6 = tg0).

Posto isto, pode-se escrever (Figura 4.113b)

Teat = VP f
ou
Text — /YCPQ@CL (f = 20@)
Tint = TintB + TintC
onde

Tt € 0 trabalho interno dissipado pela rétula B
Titc € 0 trabalho interno dissipado pela rétula C'
Seja Mj; o momento de plastificacao das rétulas B e C. Assim, tem-se:

Tintg = M6 Tingo = M1 (0 + 20)

e ainda
Tint = MII (‘9 +6+ 29) = M][49
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O equilibrio é garantido por

Text = Tint

2M
v, P20a = M40 - ~y,="H
Pa

Porém, como a configuracao indicada na Figura 4.113b é de ruina, tem-se

B _ 2Myqg
Ye =711 = Pa

valor este que j4 foi obtido nos exemplos utilizando-se o Método Passo a Passo e o Teorema
Estatico.

e Questao 2: Para a mesma viga da questao 1, determinar o multiplicador 7. do car-
regamento que leva & configuracao de ruina indicada na Figura 4.114.

A 40 9
f,=0a-"01 >“4 §G

[ a a2 3/2a |

Figura 4.114:

Os trabalhos interno e externo realizados durante o colapso para a configuracao indicada
na Figura 4.114 podem ser escritos:

Text = Y.Pf1=7.Pba
Tine = My (0+20) = M;;30
' ’}/CPQCL = M[]?)&
3M;;
Ye = Pa

E importante, analisando-se as duas questoes, notar que:

— a configuracao de ruina adotada para a questao 2 nao é real;

— o multiplicador v, do carregamento obtido para esta configuracao de ruina

_ 3Mir\ 4 : _ 2My;
(’}/C = “Pa ) € mailor que Yir = Pa_

Posto isto, pode-se enunciar o Teorema Cinemaético:

“Seja uma estrutura submetida a um dado carregamento fixo. Se 7. é o multiplicador
deste carregamento tal que corresponda a uma configuracao de ruina e que respeite as
condicoes de equilibrio, entao tem-se

Ye Z Vi1
onde 7y;; é o multiplicador que caracteriza o Segundo Limite da estrutura, ou o que é o
mesmo, define a configuracao real de rufna.”

Deste teorema pode-se extrair uma metodologia extremamente eficiente para se calcular
o multiplicador 7;; de Segundo Limite ou rufna da estrutura.
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Esta metodologia consiste em se conceber, para uma dada estrutura submetida a um
dado carregamento fixo, todas as provaveis configuragoes de ruina e determinar se para cada
uma delas o multiplicador ~y, do carregamento que garante o seu equilibrio, impondo-se a
igualdade dos trabalhos interno e externo realizados durante o colapso. A configuragao real
de ruina serd aquela que corresponder ao menor multiplicador 7, (y;; = min~,).

Na Anélise Limite das estruturas o procedimento mais eficiente para determinacao de 7;;
¢é a aplicagao do Teorema Cinemadtico e posterior verificacao da configuragao que conduziu
ao menor valor de 7,, aplicando-se o Teorema Estdtico. Se esta verificagao pelo Teorema
Estéatico conduziu a uma configuragao que nao invalida em nenhuma se¢ao o critério de plas-
tificagao, entao ela serd a configuragao real. Caso contrario se deverd continuar pesquisando
outras configuragoes possiveis utilizando-se o Teorema Cinemdtico, até se encontrar a con-
figuragao real e, portanto, o multiplicador 7;; de Segundo Limite da estrutura.

Segue abaixo alguns exemplos de aplicagao do Teorema Cinemético na determinacao da
configuracao real de ruina e de v;;.

Exemplo 1 Determinar v;; para a estrutura da Figura 4.115. Dado M;; momento de
plastificacao da secao transversal.

Aﬁ a i 2a N

Figura 4.115:

Neste caso nao hé divida que a configuragao real de ruina é a indicada na Figura 4.116.
Desta forma, tem-se:

Figura 4.116:

Test = YPJi=71P20a
Tint — MH(Q—I—20+0+29>:MH69
' ’)/IIPQQCL: M]]GQ
_ 3Mp
Vi = “Pa

Qualquer outra configuragdo de ruina que nao seja a real (Figura 4.116) conduz a um
multiplicador 7, > v;;. Assim, admitindo-se a configuragao indicada na Figura 4.117, tem-
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iYcP

A Cr ¢ B
0 Ify \f1 0
95:\: Ee

[ a a2 3/2a |

Figura 4.117:

se:

Text — ’YCPfQ = ’yCPHCL
Tint = My (0+20+6)= M40
’ ’YCPQCL = MH46
~ AMy;
Ye = Pa

> 1

Exemplo 2 Determinar v;; para a estrutura da Figura 4.118.

Tp

N \AA22 2R 2 RAA AR
) ¢ N

Figura 4.118:

A configuragao real de rufna estd indicada na Figura 4.119. Desta forma, tem-se:

yup
VUV by
A B
Bl

| L/2 I L/2 |

Figura 4.119:

fr
Text = 711107

Tine = My (0+60+20)= M40

14 14
’Yup% = M40 <f = 9§>

ou
62
’YHPQZ = M40
B 16 M,
T = P2
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Exemplo 3 Determinar ;; para a estrutura da Figura 4.120. Dado M;; momento de
plastificacao da secao transversal.

Figura 4.120:

A Figura 4.121 mostra as possiveis configuragoes de ruina para a estrutura.

AN w e D configuragio 1
0 B ]

f=0a
lycP lycP
v R . -

Paass rze § configuracio 2

fe 20
f1=0a f2=20a

i'YcP 'YCP

s T )‘{W/ E configuracio 3

26 0 f,=0a

f1=20a

Figura 4.121:
- Configuracao 1

Text — 'YcPf (f = Ga)

Text = ’YCPQCZ
Timt = Myr30
assim -
v.Pfa = M30 . vy, =21
Pa

- Configuracao 2

Text = chfl + 7cpf2
Text = 7P (0a+20a)=~.P30a
Tt = Mir (20 +0+ 2(9) = M]]5(9

assim
S5M;r

¢ 3Pq

’YCP?)QCL = M[[E)@ SO
- Configuracao 3

Text = ,chfl + ’chf2
Text = 7P (20a+ 0a) =~.P30a
Tint — MII (2‘9 + 0 + 9) = M][4(9
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assim
4 My

¢ 3Pq

’}/CP?)QCL = M[[4‘9 SO

Analisando-se os valores de 7., vé-se que o menor multiplicador corresponde & configu-
racao 3; como para esta estrutura nao hda possibilidade de nenhuma outra configuragao de
rufna além das trés analisadas, entao pode-se concluir que

_ AMy
~ 3Pa

Ve

que é o multiplicador da configuragao de ruina (configuragao 3).

Caso houvesse duvidas quanto & existéncia de outras configuragoes possiveis, deveria se
proceder & verificagao da configuracao, pela aplicagao do Teorema Estético. Esta verificacao
estd feita no exemplo 1 do item 5.2.

Exemplo 4 Aplicar o Teorema Cinemético para a determinacgao da configuragao de ruina
do portico da Figura 4.122 e do correspondente multiplicador v;;. Dado Mj;; = 200 kNm,
constante para toda a estrutura.

LySO
y 100 1m 1m
—
B E C
4m 4m
A D
STT77777 STT77777

Figura 4.122:

Tendo em conta que as rétulas pldsticas podem ocorrer em secoes de picos de momento,
as quais, neste caso, podem estar localizadas em A, B, F/, C ou D, indica-se na Figura 4.123
as provaveis configuracaoes de ruina deste portico e suas configuracoes deformadas.

Y50 — Y50 —
v.100 B l]: C v<100 LF‘ C
RUNR s TR T tut
| f2=1x0 [t
/ /
o/ o/
7 I
/ /
A D A D
configuracio 1 configuragio 2 configuracio 3

Figura 4.123:
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- Configuragao 1

Text — /7c50f - 70500 (f - 10)
Tint — M][(9+9+29):4X200X9:8009
~,500 = 8000

e portanto
Y. = 16

- Configuracao 2

Test = 7.100f1 +7.50f2  (fr =46, f» =10)

Text = 74000+ v,500 = ~,.4500

My (8 +6 4 20 +20) = 6 x 200 x 6 = 12000
~.4500 = 12000

Tint

e portanto

8
= - =267
e 3 ;

- Configuracao 3

Text — 70100]“1 = 764009 (fl = 49)
Tint = M (0+60+60+0)=4x200x 6 =8000
v,.4000 = 8000

e portanto
Ve =2

Analisando-se os valores de 7,, vé-se que o menor multiplicador corresponde & configu-
racao 3; a confirmacao de que esta é a configuracao real de ruina pode ser feita a partir da
sua verificagao pelo Teorema Estdtico, o que j4 foi feito no item 5.2. Desta forma, tem-se que
v = 2 € o multiplicador do carregamento que caracteriza a ruina do pértico (configuracdo
3).

4.5.4 Analise limite. Exemplos

Neste item serao apresentados alguns exemplos de determinacao das configuracoes de
rufna e dos multiplicadores dos carregamentos de algumas estruturas, a partir da aplicacao
do Teorema Cinemético e com verificagao pelo Teorema Estatico.
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Exemplo 1: Viga continua.

4P P
A7 L/2 Bi /2 C 20/3 Di t/3 E

) e -

Figura 4.124: Viga continua.

e Configuracoes de ruina possiveis

i YC4P YcP
A t/2 B t/2 Di E  configuracio 1
0 | f 0 Veaasi 77777
[¢] ‘ 0
Yc4P i YCP
A7 B i ¢ 20/3 De t/3 E configuragio 2
ﬁ Veaaai \Le\ fl 0y 7
0 | o

C / f'\
A t/2 B t/2 Cc_—~ "o i E  configuracio 3
0 e O 2U/3 Di L/3 %

Figura 4.125: Configuragoes de ruina possiveis para a viga continua.
— Configuragao 1

14
r. = 74Pf (f=9§)

o Te = %4P9§=%2P9€

T; — M[]<9+9+2(9) :M]]4t9
ou seja v .2P00 = M40

ou _ 2Myy
76 - Pg
— Configuragao 2
2
re = 2.Pf (7=9%)
20
Te = 7.PO—
ST /70 3
/ / F
T, = M (@+60+0) (9:7:2«9>
3
ST = M40
: 20 6M
ou seja VCPQE = M40 Ve = PKH
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— Configuragao 3
Te = 704Pf_ﬁ)/c4pf,
l , 20
mas f = 05 e f= 03

4 20
SoTe = %4P9§ — %P9§

4
ou 7, = ’ycgpeé

T — M][(9+29+9+9,)
mas 0 = fT =20
3
ST = M[[69

4 9 M
assim %gPQE = M;;660 = 1

Te=Pr
A configuracao real de ruina é a configuracao 1; a seguir se fard a verificacao desta

configuracao pelo Teorema Estético.

l}’e‘ﬂ) YeP

A% t/2 B t/2  C 20/3 Dl /3 E

Me =My
M,=My P\
b( \bglvﬂ\lu
Mg =Mn
4p P
My e My My lye
C : D C °
Tyczp YCZPT Ty 2P Mu Ty 2p_My
3t 3

Figura 4.126: Verificagao pelo Teorema Estatico.

1 equacao Mg = M;;

14
SoMppo= 762P§ — My
2Mi;
Pl = 2M " =
Ou r}/e II . 76 PE
2% equacao :  Verificacao de Mp < My
2 ¢ M/
Mp = —P— — ——
D= Te3t3T T3
2P0 My
Mp = e
D ,Ye 9 3
2M7y
mas vy, = 7
4 M My
D g 3 9 < My



Desta forma a configuracao 1 estd verificada pelo Teorema Estédtico, pois a condicao de
plastificacao estd satisfeita e, portanto,

. 2Mp
Yir = Ye = Ye = Pl

Exemplo 2: Pértico 1

|
YP ¢ 4

S

§m

Figura 4.127: Pértico 1.

e Configuragoes de ruina possiveis:

— Para a configuragao 1 tem-se:

Figura 4.128: Configuracao 1.

Te =7.Pf=.P0C  (f=00)
Tz:MII(9+9+9+(9):M[[4(9
")/CPQK = M1149

_ AMy;
Pl

ou seja Ye
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— Para a configuragao 2 tem-se:

YcP B

Figura 4.129: Configuracao 2.

Te =7.Pf =7.P0  (f=00)
Ti = M (0+6+20) = M40

’}/CPQE = M[[46

. 4My,
ou seja Ye="pp -
— Para a configuragao 3 tem-se:
F=00 P F=60 F=0¢
(— (— —
YCL Y D e
[T d ‘ e
? / ~ ~ \C £ / /9§ /|
/ M It
/ /
o/ o/
/j/
/ /
s Le.
Figura 4.130: Configuracao 3.
Te F)/cpf + PYCPfI
mas [ = 6/ e fr=0o¢
SoTe = 27, PO

T = Mp(0+0+0+0+0+0)
A
mas 0 = / =0
ST = M][6t9.

Assim, 2v.PO¢

ou seja 1,
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— Para a configuragao 4 tem-se:

Figura 4.131: Configuracao 4.

Te = ")/CPf—’}/CPf,
mas [ 00 e =0t

Te = 0

o que ¢é impossivel por implicar que v, — oo.

Desta forma a configuracao real de ruina é a configuracao 3, com v, = 3%” ; para se

ter certeza desta conclusao basta proceder-se & verificagao da configuracao 3 pelo Teorema
Estatico, o que se apresenta a seguir.

e Verificagao pelo Teorema Estatico

ycP _
¥eP v _ Ma< My C Mp=Mn
"B [Ohd D B b/ D
Mc=My
A B A E
i
My =My Mg =My

Figura 4.132: Verificagao pelo Teorema Estatico.

Isolando-se as barras e os nés para estabelecerem-se as equacoes de equilibrio estético
tem-se, conforme se mostra na Figura 4.133:

— Equilibrio do né B

M+ M 2M
~.P Hg B gU

Pl = 3My+ Mp. (4.32)
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b Vs My i VeP My A
YeP_ B | 2My 2My QE c 2My %%, D
r L L T E T 3 0 1
My + Mg 1 1
[2 P My+M P My +
Vi vy = - MurMe vp= Lt 4+ Mut My ziillf Vo
Vs Vp,
M M
My+M, "y " VPRI A
0
MH-Z%—MB My 2My My
| 4 4
Vg Vb

Figura 4.133:

— Momento em C' (Mg = Mjy)

Pl M M
%2 B H;L B—i-MB:MU

yePéz 3MH - MB.

(4.33)

De (4.32) e (4.33) decorre

 3Myy

2’76P£ = 6M; .. Ye Py

e ainda Mg = 0.

Desta forma a configuracao 3 estd verificada pelo Teorema Estético, pois a condi¢ao de

plastificacao estd satisfeita. Decorrendo, portanto, que v;; = v. =7, = 3]\}{2” .

Exemplo 3: Pértico 2

\"
2P
v ¢ ¢
B C D
/
A 2¢

§m

Figura 4.134: Pértico 2.
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e Configuragoes de ruina possiveis:

— Para a configuragao 1 tem-se:

Figura 4.135: Configuracao 1.

Te = P)/cpf - ’cheg (f = 98)
T1:M11(9+9+9+9):M[]40
’)/CPQKZM[]ZLQ

_ AMy
Pl

ou seja Yo

— Para a configuragao 2 tem-se:

F=020  y.P £=02¢

Figura 4.136: Configuracao 2.

Te =72Pf =~,2P02( (f =620)
Ti = M (0+6+20) = M40

’)/C4P(9£ = M[[4¢9
My

ou seja Yo = Pl
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— Para a configuracao 3 tem-se:

f=02/(

Yc2P

Figura 4.137: Configuracao 3.

Te = V2Pf+7.Pf
mas f 020 e =200
cTe = 6v,PO

T, = M (0+0+60 +20+0)

!
mas 0 = =— =20

l
ST = M[[8€.

Assim, 6v.P00 = M;;80
4Miy
3P0

ou seja vy, =

— Para a configuragao 4 tem-se:

f=02¢ f=02¢ f=02¢

7 A 1 A 7 A

oL %70

— ~S¢¥ - —e?b
/26 l P /
20, | Ve /
/
o
o
/
Y 2

Figura 4.138: Configuracao 4.

Te = 702Pf - PYCPf/
mas f = 02¢ e fr=0¢
STe = 3 POl
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7, = M (O+60 +0+20+0)

mas 0 = f7:€
ST = M][69.

Assim, 3y .PO¢ = M;;60
2My

ou seja vy, = Pl

A configuragao real de rufna ¢, portanto, a configuracao 2, com v;; = v, = MP—IKI.

E interessante fazer a verificacao pelo Teorema Estdtico, a qual é semelhante ao exemplo
anterior.

Exemplo 4: Portico 3

P
y2P l

Figura 4.139: Pértico 3

e Configuragoes de rufna possiveis:

— Para a configuragao 1 tem-se:

Figura 4.140: Configuragao 1

Te = fYcPf = ’YCPSQ (f = 39)
Ti = My (9 + 0+ 29) = MH46)
’)/C?)P@ = M[[46

_ AMyy
3P

ou seja Ye
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— Para a configuragao 2 tem-se:

Figura 4.141: Configuracao 2

Te = 12Pf+7.Pf
mas f = 40 e fl=—

30  19v.P0
SoTe = 7.2P40 + 'ycP? = —720

i = My (0+0+60+60+06)

30 0
9/ = —= =
mas 5 5
T = M]]49
Assim 19776]39 = M;46
) _ 8My;
e T Tgp

— Para a configuracao 3 tem-se:

Figura 4.142: Configuracao 3

Te = V2Pf+7.Pf
mas f 40 e =60
S Te = 14v.P0
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T, = My (0+0+6+6+0)

!/

mas 0 = 7= 20
R M]]?tg.
Assim, 14v.P0 = M;;70
ou seja = %

— Para a configuragao 4 tem-se:

Figura 4.143: Configuracao 4

Te = KVCQPf_VcPf/
mas [ = 460 e =30

S.Te = 7HPO
i = My (0+0+60+60+06)
!
mas 0 = / ;39:29
STy = M]]?g.
Assim, 5v.PO0 = M;;70
ou seja = My

A configuragao real de rufna é, portanto, a configuracao 2, com v,;; = v, = 811‘94113’ . Segue
abaixo a sua verificacao pelo Teorema Estético.

e Verificacao pelo Teorema Estatico

Mp =My

Mp=M, _ B c ﬁ
M D
Mc< My

&

Ma=M, A

Figura 4.144:
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Isolando-se as barras e os nés para estabelecerem-se as equacoes de equilibrio estético
tem-se:

Vi My TP My Vo
Ye2P B My My My My D
5?/_‘%4 4 é Tﬁ%T 4 1
My
2My P M P, M 4
= \TB:'YE,,iH VD:’Y€7+7H
M, N 5 23 2773 Vb
5
\‘?j Vo
M
u My V/ My
4 >
2My
5 v
Nﬁb My
lVin -
v

Figura 4.145:

— Equilibrio do né B : projetando na direcao normal & barra AB tem-se

2M][ 4 3 MII4
—v2P=- —Vg=—4+—7—= = 0
5 ety T VBE T L5
P M
2M;p — 8y, P —3 (%5 - %) + M = 0
3
—8’yeP— 57@P+MH+3MII = 0
19+, P 8Mp
e :4M * = = =
— Verificacao de Mg
P
Mo = ’)/653—MH+MH
S8M;r3 12M
My = s My

19 2 19

Desta forma a configuracao 2 estd verificada pelo Teorema Estatico e, portanto,
_ _ _ 8Mj;
Yir = Ve = Ve = 19P °
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