~J |~
TSH Instituto de Fisica ‘@LC_’

FAP 2292

Notas de Aula 3

Equac¢oes de Maxwell na forma diferencial
Condi¢oes de contorno

Prof. Valdir Bindilatti
1° semestre de 2009



Notas revistas por:

Prof. Daniel Cornejo
Prof®. Marcia Fantini

Baseadas nas notas do
Prof. Aluisio Neves Fagundes
para o 1° semestre de 2005.



Sumario

3 Asequacdes de Maxwell na forma diferencial
3.1 OdivergenteeoteoremadeGauss . . . .. ... ... ... .........

3.2

3.3

3.1.1
3.1.2
3.1.3

Definicdo do divergente . . . . . . .. ... ... . o L.
TeoremadeGauss . .. .. ... ... ... . . ... ... . ...
O divergente em coordenadas cartesianas . . . . . .. ... ... ...

O rotacional e o teoremade Stokes . . . . . . . . . . ... ... ... ...,

3.2.1
322
3.2.3

Definicdo dorotacional . . . . ... ... ... ... ...
Teorema de Stokes . . . . . . . . ..
O rotacional em coordenadas cartesianas . . . . . . ... ... .. ..

As equagoes de Maxwell na forma diferencial . . . . .. ... ... ... ...

3.3.1
3.3.2
3.3.3
334
3.3.5

LeideGauss. . . . ... ... ... . .. .
Lei de Gauss para o magnetismo . . . . ... ... ... ........
AleideFaraday . ... ... ... .. ... ... . ... . ... ...
A Leide Ampere-Maxwell . . . ... ... ... ... ...
As Equagdes de Maxwell: Resumo . . . . ... .............

3.4 Exemplosdeaplicagdo . . .................. .. ... . ...,

4 Condig¢oes de contorno
41 Equacdes de Maxwell em meios materiais . . . . .. ... ... .. ... ...
42 Condigdesdecontorno.. . . . . . . ... Lo

421
422
423

Fluxo e circuita¢do de um campo vetorial em torno da superficie
O fluxo e as componentes normais dos campos . . . . . . .. .. ...
A circuitacdo e as componentes tangenciais dos campos . . . . . . .

A Gradiente, divergente e rotacional em trés sistemas de coordenadas



Equacdes de Maxwell na forma diferencial

2 FAP2292



3

As equacdes de Maxwell na forma
diferencial

As Leis do Eletromagnetismo podem ser expressas em quatro equagdes, denominadas
Equacoes de Maxwell, em homenagem a James C. Maxwell. Fisico escocés nascido em
1831, Maxwell conseguiu unificar as leis do eletromagnetismo, pela introdugdo da “cor-
rente de deslocamento,” que corrige a Lei de Ampere. Eis as quatro leis do eletromag-
netismo na forma integral: A forma integral destas equagdes implica sempre considerar

#é E-dA = %QS Lei de Gauss (3.1)
ﬂ B-dA =0 Lei de Gauss para o magnetismo (3.2)
% 2 // B-dA Lei de Faraday (3.3)
% B-ds = po I. + Hofo o // E.-dA Lei de Ampere-Maxwell (3.4)

Tabela 3.1: Equacdes de Maxwell na forma integral.

uma superficie, delimitando um volume; ou uma curva fechada (circuito), delimitando
uma superficie. Na lei de Gauss o fluxo do campo elétrico através de uma superficie fechada
é proporcional a carga elétrica contida dentro do volume delimitado pela superficie fechada.
Na lei de Ampere a circuitagio do vetor indugdo magnética B ao longo de um circuito
fechado é proporcional a corrente total que flui através de uma superficie drea delimitada pelo
circuito.

Esta forma de apresentar as leis do eletromagnetismo, embora de maior transparéncia
em seu contetido, mostra-se restritiva, quando tentamos desenvolvé-las na solugdo de um
problema pratico. Melhor é dispor destas equagdes na forma diferencial, quando podem ser
aplicadas a um ponto do espago. A transformagao é até bastante simples quando dispomos
de duas ferramentas matemadticas poderosas, que sdo o Teorema de Gauss e o Teorema de
Stokes. Seria muito simples enunciar e utilizar ambos os teoremas. Entretanto, a pratica
mostra que o entendimento fica muito dificil, desta maneira. Ha melhor aceitagdo dos
resultados quando ndo hd davidas quanto ao caminho percorrido. Por esta razdo vamos
demonstrar os teoremas sob o ponto de vista da Fisica, de uma forma utilitaria, portanto.
Por outro lado, esta demonstracdo ndo deve ser uma novidade. Os teoremas de Gauss
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Equacdes de Maxwell na forma diferencial

e Stokes fazem parte do programa de cédlculo e o que aqui serd feito é apresentar uma
recordacdo.

Embora seja nosso interesse utilizar o teorema de Gauss e o teorema de Stokes no
eletromagnetismo, sob nenhuma circunstancia isto deve ser induzir a idéia de que o uso
de ambos os teoremas esteja limitado ao eletromagnetismo; de fato, encontramos uso
mais freqiiente em Mecanica dos Fluidos. Os teoremas envolvem duas operagdes que se
aplicam a campos vetoriais: o divergente e o rotacional.

3.1 O divergente e o teorema de Gauss

Seja F(r) um campo vetorial (fungdo vetorial da posi¢ao) que varia continua e suavemente
em uma regido do espago. Sejam S uma superficie fechada qualquer envolvendo um
volume V, e g o fluxo de F através de S (ver Figura 3.1):

<I>5:Z$F-dA.
S

Para definir uma funcéo relacionada com o fluxo de F num ponto no espago, r podemos
tornar V' cada vez menor, sempre envolvendo o ponto. No limite V' — 0 teremos uma
funcdo do ponto. Vamos ver o que ocorre com o fluxo quando diminuimos o volume
envolvido pela superficie.

3.1.1 Definicao do divergente

Primeiro dividimos o volume original V' em N partes, como esbo¢ado na Figura 3.1. Nu-
meramos as partes com um indice k = 1,2, ... N. Cada parte terd um volume v, envolvido
por uma superficie fechada s;. Seja ¢, o fluxo de F através da superficie sy,

@kzgg F - dA.
Sk

E facil perceber que, qualquer que seja a subdivisao efetuada, vale a identidade
Dg =) Py (3.5)

Lembre-se que o fluxo é computado tomando dA sempre apontando para fora do volume.
Qualquer face comum a dois volumes adjacentes contribui com duas parcelas na soma:
uma com dA num sentido e outra com dA no sentido oposto. Assim F-dA tem sinais
opostos em cada uma destas parcelas e as contribui¢des provenientes de faces comuns
de volumes adjacentes se anulam identicamente. As tnicas contribui¢des que nao se
cancelam sdo as das faces que ndo sdo comuns a dois volumes vizinhos, ou seja das faces
externas dos volumes periféricos. Mas estas faces compdem a superficie S que envolve o
volume original.

Consideremos entdo uma subdivisdo mais ou menos uniforme do volume V. Como
®5 é uma soma de N parcelas devemos ter para cada uma delas

1
(I)k ~ N@S
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Figura 3.1: Esquerda: Um volume V' envolvido pela superficie S é subdividido em vol-
umes menores. Direita: Alguns dos sub-volumes v;, cada um envolvido por uma su-
perficie sy.

Assim, no limite N — 0o, em que cada volume v, se fecha em torno de um ponto ry, os
fluxos ®; se anulam. Entretanto, como N ~ V/vy, temos
(s ¢, Dg
b~ —ds ou — ~—.
Py e oV

Ou seja, a densidade de fluxo, ®;/v), pode ter um limite ndo nulo quando v, — 0. Esta
densidade de fluxo é a funcdo que estamos procurando. Ela é denominada divergente (do
campo vetorial) e é definida como:

divF(r) = lim ! F.dA. (3.6)

v—0,r U s(v)

Em palavras:

o divergente de um campo vetorial F num ponto r é o fluxo de F através de
superficies fechadas, por unidade de volume envolvido pelas superficies, no
limite de volume tendendo a zero em torno do ponto r.

Pode-se demonstrar que tal limite existe e que é independente da forma do volume
utilizado para computé-lo. Mais adiante vamos ver como esta fungdo se expressa em
termos das componentes do campo vetorial. Observe que o divergente de um campo
vetorial é um campo escalar' (uma fungdo escalar da posi¢do), uma vez que ele representa
a densidade de fluxo e o fluxo é um escalar.

3.1.2 Teorema de Gauss

O Teorema de Gauss, ou teorema da divergéncia, nada mais é do que a expressdo da igualdade
(3.5) em termos da divergéncia. Para ver isso vamos reescrevé-la na forma

N N g,
CDS:ZCI)k :Z (U—k) Vg
k=1

k=1

!Uma grandeza escalar se expressa por um tnico valor independente do sistema de coordenadas. Uma
grandeza vetorial se expressa por trés componentes que dependem do sistema de coordenadas.
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z
A

F(z,y—oy/2,2) T @ U+0y/2:2)

Figura 3.2: Esquema para computar o divergente em coordenadas cartesianas. O parale-
lepipedo de arestas dx, dy e §z é centrado no ponto (z,y,z). Sdo indicados os vetores de
area 0A e o campo vetorial F em duas faces paralelas do paralelepipedo.

Agora tomamos o limite N — oo ou v, — 0: 0 termo entre parénteses de cada parcela se
torna o divergente do campo vetorial no ponto ry, div F(r,), e a soma sobre os volumes
infinitesimais v, se torna uma integral por todo o volume V:

]&i_r)nooi (%) v = ///V (div F) do.
% F.dA — ///V JRCLH (37)

O fluxo de um campo vetorial integral do divergente
{ } éigual a { }

Ou seja

Em palavras:

através de uma do campo vetorial sobre o
superficie fechada S volume V' limitado por S.

3.1.3 O divergente em coordenadas cartesianas

A expressdo do divergente depende do sistema de coordenadas utilizado para escrever
as componentes do campo vetorial. Dado o sistema de coordenadas escolhemos a forma
mais conveniente para o volume infinitesimal através de cuja superficie vamos computar
o fluxo. Suponha conhecidas as componentes cartesianas do campo vetorial F(r):

F(x,y,z) = Fm(a:,y,z):% + Fy(ZE,y,Z) g + FZ(J,’,y,Z) ’2

Como elemento de volume escolhemos um paralelepipedo de arestas dz, dy e 0z, parale-
las, respectivamente, aos eixos z, y e z, centrado num ponto r = (z,y,z). O sistema esta
esquematizado na Figura 3.2.
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Equacgdes de Maxwell na forma diferencial

As arestas sdo infinitesimais, de forma que podemos desconsiderar as varia¢des na
extensdo de cada face e atribuir a F o valor que assume no centro de cada uma. O fluxo
de F através da superficie do paralelepipedo pode, entdo, ser escrito como:

0P ~ [F.(z + 0x/2,y,2) — Fp(x — 0x/2,y,2)] dyd=z
+Fy ey +0y/2,2) — Fy(ry — 0y/2,2)] o202

Cada linha desta expressdo representa a contribui¢do de duas faces opostas e paralelas.
O sinal de menos vem das orientacdes opostas do vetor de drea dA para fora do volume.
Isto faz com que a contribuic¢do para o fluxo de cada par de faces paralelas dependa da
diferenga da componente perpendicular de F nas duas faces.

Tomemos a primeira linha, dependente de F,. Dividindo e multiplicando por dx ela
pode ser reescrita como

F.(x 4+ 0x/2,y,2) — Fp(x — 0x/2,y,z2)
ox

OF,

} oxdydz = o ov,

porque, no limite dz — 0, o termo entre colchetes é a propria defini¢do da derivada parcial
de F, em relagdo a z, %=. O produto das arestas ¢ o proprio volume do paralelepipedo,
dxdydz = dv. Fazendo o mesmo com as duas outras linhas, obtemos

oF, O0F, OF
b= z Y z . :
5 <8x+8y+8z>5v (3.8)

Note que, como previamos, o fluxo resulta proporcional ao volume dv. Aplicando a
defini¢do do divergente (3.6), obtemos, finalmente:

0d  OF, oF, oF
divF = lim — = —= Y z.
v 55?0 ov ox + dy + 0z

(3.9)

Esta é a expressdo para o divergente de um campo vetorial em termos de coordenadas e
componentes cartesianas. Este resultado é a origem de uma outra notagdo utilizada para
o divergente em termos do operador vetorial V (1é-se nabla) definido como:

0 .0 .0

>

Com esta defini¢do a expressdo (3.8) pode ser vista como o produto escalar dos vetores V
e F, e utilizamos a notacédo
V-F =divF.

As expressdes para o divergente em coordenadas cilindricas e esféricas sdo dadas no
Apéndice A. L4 vocé pode observar que as expressdes ndo cartesianas sdo mais compli-
cadas e ndo podem ser traduzidas como o produto escalar de um operador pelo campo
vetorial. Apesar disso a nota¢do é mantida pela sua simplicidade. Outro fato aparente na
notacdo é o carater escalar do divergente, ja que ele é representado por um produto escalar
de dois vetores.
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3.2 O rotacional e o teorema de Stokes

O rotacional é uma funcdo associada com a circuitagdo de um campo vetorial em torno
de um ponto. Considere um campo vetorial F(r). Seja A¢ circuitagdo do F ao longo do
circuito C' num determinado sentido, como indicado na figura 3.3:

AC = % F.ds.
C

Se diminuirmos o circuito C, fazendo-o se fechar em torno de um ponto r, a circuitagdo
Ac se anula. Entretanto, veremos que a circuitagdo por unidade de drea envolvida pelo
circuito pode ter um limite ndo nulo.

3.2.1 Defini¢ao do rotacional

Para ver como isso ocorre, fechamos o circuito C'com uma superficie S. A superficie deve
ser limitada pelo circuito C' (apoiada sobre '), mas sua forma e extensdo sdo completa-
mente arbitrarias (veja a figura 3.3). Agora podemos dividir a superficie S em um niimero
N arbitrario de pedagos menores que numeramos pelo indice £ = 1,2,... N. Considera-
mos agora /\y, a circuitacdo de F ao longo do circuito ¢, envolvendo cada pedago de area
Ay, no mesmo sentido da circuitagdo original:

Ck

E claro que, para qualquer subdivisao da superficie S, vale a identidade

Ac=> Ay (3.10)

Isto resulta do fato de que qualquer aresta comum a duas superficies adjacentes é percor-
rida em sentidos opostos nas circuitagdes em torno de cada superficie, como indicado na
tigura 3.3. Estas duas contribui¢des se cancelam identicamente e o resultado liquido da
soma é, assim, apenas a contribuicdo das arestas externas, que coincide com a circuitagdo
ao longo do circuito externo C.

Figura 3.3: A superficie S apoiada no circuito C' é subdividida em pedagos menores, cada
um com drea A; envolvido pelo circuito c;.
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Tomando uma divisdo mais ou menos uniforme da superficie S de drea Ag, teremos
Ay ~ Ag/N. Assim para cada parcela A; temos
A Aoy A Ay Ac
kNWN kA—S ou A_kNA_S
Ou seja, no limite N — oo, ou A, — 0, as circuitagdes Ay, se anulam proporcionalmente
a area Aj. A densidade, circuitagdo por unidade de area, entretanto, pode ter um limite
ndo nulo quando fazemos o circuito ¢, se fechar em torno do ponto ry.

O limite da circuita¢do por unidade de &rea, entretanto, ndo depende apenas do ponto
em torno do qual fechamos o circuito. Ele depende também da orientagdo espacial do cir-
cuito e do sentido em que é percorrido. Para especificar a orientacdo, fechamos o circuito
com uma superficie com a minima 4rea possivel e tomamos a diregdo perpendicular. Para
especificar o sentido da circuitagdo escolhemos o sentido associado a normal a superficie
através da regra da mdo direita: envolvendo o circuito com a méo direita, com os dedos
apontando no sentido da circuitacdo, o polegar indica o sentido da normal. O resultado
estd indicado na figura 3.3, onde é indicado o vetor de area A, associado a superficie sy,
apoiada no circuito ¢;. O vetor de drea é A, = A,ny, sendo 1y, 0 versor normal a superficie
Sk.

Pode-se demonstrar que este limite da circuitagdo por unidade de 4rea em torno de
um ponto se comporta como um vetor. Este vetor é denominado o rotacional do campo
vetorial, rot F. Isto significa que podemos prever o limite para qualquer orientacdo do cir-
cuito conhecendo o resultado de apenas trés orienta¢des independentes. Assim, quando
escolhemos uma orientagdo do circuito, caracterizada pela normal 7, e computamos o
limite da circuitagdo por unidade de 4rea obtemos a componente do vetor rotacional na
diregdo de 7, ou seja (rot F'); = rot F - 7. Assim, definimos

1
rot F(r)-n = lim —j{ F - ds. (3.11)
c(A)

A—0,r

Em palavras:

a componente ao longo de n do rotacional de um campo vetorial F num ponto
r é a circuitagdo de F ao longo de circuitos fechados orientados perpendicu-
larmente a 7 e percorridos no sentido prescrito pela regra da mao direita, por
unidade de 4rea envolvida pelos circuitos, no limite de 4rea tendendo a zero
em torno do ponto r.

3.2.2 Teorema de Stokes

Para obter o teorema de Stokes, vamos expressar a identidade (3.10) utilizando a defini¢do
de rotacional. Primeiro reescrevemos a identidade como

Ay
— ] A,
(A,) ’

Agora tomamos o limite N — oo, ou Ay — 0: o termo entre parénteses se torna a compo-
nente do rotacional de F na dire¢do da normal a superficie orientada em torno do ponto
r), Ny, € a soma se transforma na integral de 4rea sobre a superficie S.

N
A
lim (—k> Ay = //(rot F-n)dA = // rot F - dA.

FAP2292 FAP2292
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Equacdes de Maxwell na forma diferencial

F(x—x/2,y, 2)
F(x+0x/2,y, 2)

0A=dzbye,

Figura 3.4: Esquema para computar a componente z do rotacional em coordenadas carte-
sianas. O retangulo infinitesimal de lados éx e dy é centrado no ponto (x,y,z). O campo
vetorial F estd indicado em dois lados opostos do retangulo.

Ou seja

j{ F-ds= // rot F - dA. (3.12)
c 5(C)

onde utilizamos ndA = dA. Este é o teorema de Stokes, que em palavras fica:

fluxo do rotacional
do campo vetorial
é igual ao através de uma
superficie qualquer S
apoiada no circuito C'.

A circuitagdo
de um campo vetorial
ao longo de um
circuito fechado C

O sentido da circuitagdo determina o sentido dos vetores de drea para o célculo do fluxo
através da regra da mao direita.

3.2.3 O rotacional em coordenadas cartesianas

A expressdo do rotacional de um campo vetorial depende do sistema de coordenadas
adotado. Na figura 3.4 estd esbogado um circuito infinitesimal apropriado para computar
a componente z do rotacional de um campo vetorial F em temos de suas componentes
cartesianas. O circuito é um retdngulo de arestas paralelas aos eixos z e y, de comprimen-
tos dx e 0y. Quando percorrido no sentido indicado o vetor de 4rea aponta na direcdo
positiva do eixo z, 6A = dxdy 2. Como os lados sdo infinitesimais, tomamos para F o seu
valor no ponto médio de cada lado. A circuitagdo de F ao longo do retangulo se escreve

onde cada linha representa a contribuicao de dois lados opostos do retangulo. Dividindo
pela drea do circuito, 6A = dzdy, e invertendo a ordem dos termos na segunda linha,

10 FAP2292
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obtemos
% NFZ/<$ + 51’/2,y,2) _ Fy(x _ (S[L'/Q,y,Z)
SA "~ o
_Fx(xay + 5y/2>z) - Fx(xvy - 5y/2,z)
5y ’
ou seja
oF, oF,
F), = —%%_ 2%
(rot F) Ox oy

As outras componentes podem ser obtidas desta através das permutacgdes ciclicas dos
indices z, y e z {r — y, y — 2, 2 — x}. Vocé deve verificar que as trés componentes
do rotacional em coordenadas cartesianas podem ser obtidas da operacdo indicada pelo
determinante

|92 2 9
rot F = ox Oy Oz
F, F, F.

que é equivalente ao produto vetorial do operador vetorial V pelo campo vetorial F. Por
isso utilizamos a notacao
VXF =rotF

para o rotacional de um campo vetorial. O Apéndice A da as expressdes para o rotacional
nos trés sistemas de coordenadas mais utilizados. Observe que o produto vetorial s6 se
traduz na expressdo para o rotacional em coordenadas cartesianas. Esta notacao utilizada
para indicar o rotacional lembra o fato de que o rotacional é um campo vetorial.

3.3 As equacdes de Maxwell na forma diferencial

Nesta secdo, vamos aplicar as nog¢des de divergente e rotacional, juntamente com os teo-
remas de Gauss e Stokes para reescrever as equagdes de Maxwell.

3.3.1 Leide Gauss

Na forma integral a Lei de Gauss para o campo elétrico se escreve, (3.1):

1
ﬁ E-dA = —Qs.
S €0

Substituindo o campo elétrico E(r) pelo campo vetorial F no teorema de Gauss (3.7), o
membro esquerdo desta equagdo pode ser escrito como

%E-dA = ///VdivEdv.

O membro direito envolve (Jg, a carga contida dentro do volume V' limitado pela su-
perficie S. Podemos expressar ()s como uma integral no volume através da densidade de

carga p(r):
Qs = ///V(S)pdv‘

FAP2292 FAP2292
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Assim, a Lei de Gauss implica que

///VdivEdv:%O///V(S)pdv.

Para que as duas integrais sejam idénticas sobre qualquer volume arbitrério, é necessario
que os integrandos sejam idénticos em cada ponto. Portanto em qualquer ponto do
espago r:

1
divE = - p. (3.13)
€0

Esta é a forma puntual da Lei de Gauss. Quando o divergente é expresso num determi-
nado sistema de coordenadas esta expressdo resulta numa equacao diferencial.

3.3.2 Lei de Gauss para o magnetismo

De forma andloga, o teorema de Gauss aplicado a equagdo (3.2) conduz a

an

uma vez que o fluxo de B através de qualquer superficie fechada é sempre nulo.

3.3.3 A Lei de Faraday
A Lei de Faraday, (3.3)

]{E-ds = —2 // B-dA
c ot S(e)

envolve a circuitagdo do campo elétrico. Do teorema de Stokes, (3.12), escrevemos esta
circuitacdo como o fluxo do rotacional de E:

]{E-ds:// rot E - dA.
c S(e)

No membro direito, podemos levar a derivada no tempo para dentro da integral, obtendo

/ rotE-dA:// —8—B-dA.
S(0) s Ot

Novamente, como esta equacdo se aplica a qualquer superficie apoiada num circuito
fechado arbitrério, a igualdade dos fluxos implica na igualdade ponto a ponto dos dois
integrandos. Assim, a Lei de Faraday implica para qualquer ponto do espago r

0B
rot E = o (3.15)

12 FAP2292
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3.3.4 A Lei de Ampere-Maxwell

A lei de Ampere-Maxwell associa a circuitacdo de B a corrente e a derivada temporal do

fluxo de E 5
]{B-ds = po L. + po€o—=— // E-dA
c ot S(e)

A corrente através do circuito ¢, I., pode ser expressa como o fluxo do vetor densidade
de corrente J, através da superficie apoiada no circuito ¢, S(c) com o sentido da normal
determinado pelo sentido da circuitacdo pela regra da mao direita.

]C:// J-dA.
S5(e)

Com esta defini¢do e o teorema de Stokes aplicado ao primeiro membro, obtemos

E
// rotB-dA = // (MOJ + uoeoa—) -dA
5() 5() ot

Mais uma vez, como sdo arbitrdrios tanto o circuito quanto a superficie nele apoiada, a
Lei de Ampere-Maxwell implica que em cada ponto do espago:

OE
rot B = poJ + 'MOEOE' (3.16)

FAP2292 FAP2292
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1 1
Prar- o veE-1,
S €0 €0
S
%E-ds:—g// B-dA VXE:—a—B
) ot N ot
0 OE
deS = Mo IC + lo€o= // E-dA VxB = /LOJ + Hto€o——
; ot N ot

Tabela 3.2: As leis de Maxwell do Eletromagnetismo nas suas formas integral (a esquerda)
e diferencial (a direita).

3.3.5 As Equacdes de Maxwell: Resumo

No Tabela 3.2, resumimos as leis do eletromagnetismo nas suas forma integral e diferen-

cial. Nestas equacdes,
Qs = /// pdv
V(S)

é a carga total contida dentro do volume V' dentro da superficie fechada S e p(r) a densi-
dade de carga associada a cada ponto do espago.

I. = // J-dA
S(c)

é a corrente total que atravessa a superficie S apoiada no circuito fechado ¢ na dire¢do
determinada pela regra da mdo direita, e J(r) a densidade de corrente associada a cada
ponto do espaco.

Na presenca da matéria a carga (s é a carga total, ou seja, a carga livre mais a carga
de polarizacdo. Uma variagdo temporal da carga de polarizagdo implica a existéncia de
uma corrente. Esta corrente de polarizacdo também deve ser incluida na corrente total /.,
adicionada as correntes de condugdo e as correntes de magnetizagao.

A ftnica lei que deve ser adicionada a estas é a expressdo da forca de Lorentz, que
define o significado dos campos E e B através da forga sobre uma carga puntiforme g que
se encontra num ponto r se movendo com velocidade v:

F=q(E+vxB).

A equagdo da continuidade,

0Qy dp
J-dA+——=0 J4+ =5 =
//S(V) + 9 &V +8t 0,

que expressa a lei da conservagio da carga, estd contida nas quatro Equagdes de Maxwell.
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3.4 Exemplos de aplicacao

1. Mostre que a integral do vetor de drea sobre uma superficie fechada S é nulo, ou

seja
Paa-o
S

Solugdo: Seja b um campo vetorial uniforme, o que implica divb = 0. Aplicando o
teorema de Gauss a expressao do fluxo do campo b através da superficie S, teremos

ﬂb-dA:/// divbdv =0,
S V(S)

Mas o fluxo do vetor b através da superficie S pode ser escrito como

%bdA:b- {#gdA],

porque sendo b constante, pode ser tirado da integral. Assim, como

b-[%dA}:0:>%dA:O.

2. Demonstrar a igualdade vetorial
rot (grad ¢) = 0,

ou seja, que é nulo o rotacional do gradiente de qualquer campo escalar.
Soluc¢do: Como, por definigdo,

V- ds = do,

a integral de linha de V¢ entre dois pontos r; e r, através de um caminho qualquer

7

e

/r2 Vo(r) - ds = ¢(rz) — ¢(r1).

1

Assim, a circuitagdo (integral de linha ao longo de um circuito fechado) do gradiente
é sempre nula. Como o rotacional é a circuitacdo por unidade de &rea, ele sera
identicamente nulo para o gradiente de qualquer fungéo.

Mais formalmente, imaginamos uma superficie S circunscrita pelo circuito ¢, sobre
a qual aplicamos o teorema de Stokes:

//S[VX (Vo) - dA = f{(w).ds ~0.

Como a superficie S é arbitréria, o fluxo s6 pode ser nulo se

Vx (V) =0.
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3. Mostrar que

div (rot F) = 0,

ou seja que é nulo o divergente do rotacional de qualquer campo vetorial.
Solugdo: Considere um volume arbitrdrio V' limitado pela superficie S. Segundo o

teorema de Gauss,
// V- (VxF)dv zﬂ(VxF) -dA.
1% S

Mas, segundo o teorema de Stokes,

#VXF-dA:j{F-dS:().
S c

O resultado segue do fato que ¢ é um circuito em que se ap6ia a superficie S. Como a
superficie S é fechada, ¢ é um circuito nulo em torno de qualquer ponto da superficie
e a circuitacdo é identicamente nula. Uma outra maneira de obter o resultado é
envolver a superficie por uma curva fechada c que a divide em duas partes S; e S,
que se ap6iam na curva c. O fluxo através de S pode ser tomado como a soma dos
fluxos através de S; e de Ss:

ﬂVXF~dA:// VXF-dA1+/ V XF - dA,.
S S1 Sa

Os vetores de drea devem ser orientados para fora do volume V' em ambos os casos.
O teorema de Stokes pode ser aplicado a cada uma das parcelas, resultando

ﬁVXF-dA:j{F-dS—F%F-dS:O.
S c1 co

As integrais de linha sdo através da mesma curva ¢, mas a circuitacdo se efetua
num sentido para S; e no sentido oposto para S;. Como as circuitagdes tém sinais
opostos, elas se anulam identicamente.

Como o fluxo de um rotacional através de qualquer superficie fechada é sempre
nulo, o seu divergente tem que necessariamente ser nulo em virtude do teorema de
Gauss.

. Mostre que as equagdes de Maxwell conduzem a equacdo da continuidade.

Solugao: Tomemos o divergente dos dois membros da Lei de Ampere-Maxwell:

E
div (rot B) = po div <J + 606&9_75) = 0.

O membro esquerdo é nulo devido ao resultado do exercicio anterior. Assim, deve-

mos ter
odivE B

ot

Mas pela Lei de Gauss, ¢, div E = p, ou seja

0.

divJ + ¢

dp
divJ + — =0.
wd + BT 0

16
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Esta é a equacgdo da continuidade, que como vemos segue das Equac¢oes de Maxwell.
Para melhor entender o seu significado vamos integrar esta equacdo sobre um vol-
ume V/, limitado por uma superficie fechada S.

‘AZdNJdv+§%A%de:0

Aplicamos o teorema da divergéncia sobre o termo em div J, obtendo

///didev:# J-dA.
1% S(V)

Este é o fluxo da densidade de corrente através da superficie S, ou seja a corrente
que atravessa a superficie S para fora do volume V. Reconhecemos a integral em p
como a carga contida dentro do volume V/, e podemos entdo escrever

f%?_v__%% J.dA
8t S(V)

Esta equagdo representa a lei da conservagao da carga de forma dindmica. A derivada
temporal da carga dentro de um volume é igual ao negativo da corrente que sai do
volume através de sua superficie. Ou seja, se a carga dentro de um volume varia no
tempo é porque cargas elétricas estdo se movendo através de sua superficie.
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4

Condicoes de contorno

4.1 Equacoes de Maxwell em meios materiais

Nas Notas de Aula 1 e 2 vimos como descrever os campos elétrico e magnético no interior
da matéria incorporando os efeitos da polarizacdo elétrica P e da magnetizagdo M. Isto é
feito através de cargas de polarizagdo e correntes de magnetizacido. As cargas de polariza¢do
podem ser descritas por uma densidade volumétrica de carga dada por

pp = _VP7
e as correntes de magnetizagdo por uma densidade de corrente dada por
J M= V xM.

Estdvamos entdo num contexto estatico. Para completar o quadro mais geral, em que
campos, cargas e correntes podem variar no tempo, s6 falta reconhecer que uma variagao
temporal da polarizagdo é equivalente a um movimento de cargas (de polarizacgdo) e,
portanto, uma corrente elétrica. Derivando no tempo a primeira equagdo acima, obte-

0 oP
mos % =-V-— Comparando com a equagio da continuidade (V-J + 22 = 0), con-
cluimos que a densidade de corrente de polarizacdo é dada simplesmente por!
oP
Jp=—.
"ot

Esta corrente de polarizacdo precisa ser levada em conta na Lei de Ampere-Maxwell.
Denotando densidade de correntes livres como J, escrevemos

1 OE
—VxB=(J,+J J —
o X (Je+JIn + P)+€oat

OoP OE

= M+ — —.

Jr+ VX + ot +€08t

Com as defini¢des dos vetores deslocamento elétrico, D = ¢)E + P, e do campo H, B =
po(H + M), reagrupamos os termos e obtemos para a Lei de Ampere-Maxwell

oD
VxH=J, +—.
% ST

!Na segdo 1.1.1 das Notas de Aula 1, vimos que uma regido com polarizacdo P pode ser descrita como
uma superposicdo de duas densidades opostas de carga +p e —p com centros separados por d: P = pd.
Considere a carga negativa fixa no espaco. A variagdo temporal da polarizagdo, neste caso, é associada ao
movimento da carga positiva, ou seja %—1; = p%‘: = pv = Jp. O mesmo resultado é obtido qualquer que seja

o movimento atribuido as duas densidades de carga.
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Abaixo, reescrevemos as quatro equagoes de Maxwell na presenca da matéria

VB=0 (41 VD=p  (43)
OB oD
VxE+ 5 =0  (42) VxH- 5=, (44)

e as relagdes constitutivas

D=¢E+P  (45) B = po(H+ M) (4.6)

que definem os campos D e H.
Para materiais lineares (elétrica e/ou magneticamente), as relagdes constitutivas se
expressam como

D = kegE = €cE 4.7) B = knpoH = pH (4.8)

e os materiais sdo caracterizados pelos parametros «, a constante dielétrica (ou a per-
missividade elétrica do meio € = k¢y) e a permeabilidade magnética relativa x,, (ou a
permeabilidade magnética do meio t = K, o).

4.2 Condigoes de contorno.

Nosso objetivo é estudar o que acontece com o0s campos elétrico e magnético na superficie
de separagdo entre dois meios com propriedades diferentes, onde os pardmetros carac-
teristicos do material mudam abruptamente. As rela¢des entre os campos elétricos e
magnéticos imediatamente antes e imediatamente ap6s uma superficie de separagio en-
tre dois meios sdo conhecidas globalmente como Condigdes de Contorno. Estas rela¢des sdo
determinadas pelas Equag¢oes de Maxwell.

A forma diferencial das Equagdes de Maxwell estabelecem rela¢des entre as derivadas
espaciais e temporais dos campos elétrico e magnético e as densidades de carga e corrente.
Se abordarmos o problema do ponto de vista microscépico, as densidades de carga e
corrente na matéria sdo sempre finitas. Se a derivada espacial de uma funcao é finita a
fungdo é continua, ou seja, o seu valor ndo muda abruptamente quando se passa de um
ponto para outro imediatamente vizinho. Assim, os campos elétricos e magnéticos na
matéria sdo sempre continuos. Ndo pode haver nenhuma descontinuidade nos campos,
mesmo quando se passa de um meio a outro.

Entretanto, a descricdo da matéria que foi empregada na segdo anterior ndo é uma
descricdo microscopica. Lembre-se que os vetores polarizacdo e magnetizacdo sdo defini-
dos como médias numa regido pequena do ponto de vista macroscépico, mas que deve
ser grande o suficiente para envolver um ntimero muito grande de &tomos ou moléculas.
Nesta abordagem aparecem na superficie dos materiais as cargas de polarizagao e as cor-
rentes de magnetizagdo. Elas representam densidades infinitas, de carga ou corrente, e
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podem, portanto dar origem a descontinuidades nos campos elétrico e magnético, que
neste contexto sdo na verdade, também, médias.

Note, entretanto, que a densidade de carga s6 aparece na Lei de Gauss para o campo
elétrico, e a densidade de corrente s6 aparece na Lei de Ampere-Maxwell para o campo
magnético. Assim, apenas estas duas leis podem resultar em descontinuidade em deter-
minadas componentes dos campos na passagem de um meio para outro. As outras duas
leis, a Lei de Faraday e a Lei de Gauss para o campo magnético, ndo contém as densidades
e vao conduzir a condi¢des de continuidade.

Vamos obter as relagdes entre os campos de cada lado da superficie de separagao entre
dois meios. Os resultados que vamos obter sdo completamente gerais e se aplicam a
qualquer tipo de interface.

4.2.1 Fluxo e circuitacao de um campo vetorial em torno da superficie

Para empregar as equagdes de Maxwell, vamos primeiro estabelecer como se expressam
o fluxo e a circuitagdo de um campo vetorial em torno de uma superficie. O esquema é
mostrado na Figura 4.1: abaixo do plano esquematizado estd o meio 1, e acima dele o
meio 2.

meio 1

Figura 4.1: Esquema para obter o fluxo e a circuitagdo de um campo vetorial em torno da
superficie de separac¢do de dois meios.

Qualquer vetor F pode ser decomposto em trés componentes. Uma é a componente
na direcdo perpendicular a superficie de separacgdo, a componente normal F,, = F,. Esta
componente é tomada como positiva no sentido do meio 1 para o meio 2. As duas outras
sdo, necessariamente, paralelas a superficie, que denominamos componentes tangenciais
F, = F, 2 + F,y. Utilizamos os indices 1 e 2 para denotar o vetor nos meios 1 e 2,
respectivamente.

Do lado esquerdo da Figura 4.1 esta indicada uma pequena superficie cilindrica, S,
cujo eixo é perpendicular a superficie e que tem cada uma de suas bases circulares de
drea infinitesimal d A em um dos meios. Quando fazemos a altura do cilindro A tender a
0, as bases tocam a superficie de separacado e F; e F;, representam o campo F em cada um
dos lados respectivos. Neste limite a drea da superficie lateral do cilindro se anula, e o
fluxo do vetor F através da superficie S do cilindro se reduz a contribuicdo das bases:

Op =F, 6A; +Fy - 6Ay = 6A (Fyy — Fi) . (4.9)
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A inversdo de sinal vem da inversdo da dire¢do dos vetores de drea JA, que apontam
sempre para fora da superficie S. O fluxo é determinado, portanto, pela diferenca das
componentes normais de F nos dois meios.

Do lado direito da Figura 4.1 esta indicado um percurso retangular C, perpendicular a
superficie, e que tem os dois lados de comprimento infinitesimal s paralelos a superficie
em cada um dos meios. Quando fazemos a altura do retdngulo % tender a 0, estes lados
tocam a superficie de separacdo e F; e F; representam o campo F em cada um dos lados
respectivos. Neste limite, a circuitacdo do vetor F ao longo do circuito C' do sentido
indicado se reduz a contribui¢do dos lados paralelos:

CF = F1 . 581 + F2 . (SSQ = {s (Fth — Flta:) . (410)

A circuitagdo é determinada, portanto, pela diferenca das componentes tangenciais de F,
nos dois meios paralelas aos lados do circuito C.

4.2.2 O fluxo e as componentes normais dos campos

Vamos agora aplicar o resultado (4.9) nas equa¢des de Maxwell que envolvem o fluxo, as
leis de Gauss (4.1) para o campo magnético e (4.3) para o deslocamento elétrico.
A forma integral da lei de Gauss para o campo magnético (4.1) é

@B:#B-(SA:O,
S

que, com o resultado (4.9) resulta

| Ban — Bin =0, (4.11)

que significa que a componente normal do campo magnético é sempre continua.
A forma integral da lei de Gauss para o vetor deslocamento elétrico (4.3) é

cbD:%gD.aA:Qg,
S

onde () é a carga livre contida no interior da superficie S. Como para o resultado (4.9)
a superficie S tem volume nulo esta possivel carga livre se encontra na forma de uma
densidade superficial de carga

i

~0AT

Cargas livres s6 podem aparecer quando pelo menos um dos dois meios é um condutor.
Assim, usando a expressao (4.9), obtemos

Oy

| D2 — Dy = 0. (4.12)

Ou seja, a componente normal do vetor deslocamento elétrico é descontinua na su-
perficie entre dois meios se houver cargas superficiais livres. Com o mesmo procedi-
mento aplicado ao campo elétrico, obtemos um resultado completamente andlogo

€0

A diferenga é que, para o campo elétrico, a densidade superficial o inclui as cargas livres
e as cargas de polarizacdo. Esta descontinuidade nada mais é do que a expressao do fato
de que o campo elétrico de uma porg¢do plana de carga tem dire¢des opostas em cada um
dos lados.
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4.2.3 A circuitacdo e as componentes tangenciais dos campos

Vamos agora aplicar o resultado (4.10) nas duas equagdes de Maxwell que envolvem a
circuitagdo, a lei de Faraday (4.2) e a lei de Ampere-Maxwell (4.4).
A forma integral da lei de Faraday (4.2) é

0Pp 0
omfmoss 2 D g

Aplicada ao circuito C envolvido com o resultado (4.10), @ s é o fluxo do campo magnético
através da superficie do retangulo. Como a drea desta superficie é nula, ®5 também é
nulo. Assim, utilizando (4.10) para Cr obtemos

E2t:p - Eltm =0.

Podemos fazer o mesmo considerando um circuito retangular no plano yz com ds; orien-
tado na direcdo y, obtendo
EQty - Elty = O

Os dois resultados podem ser escritos de forma vetorial:

Ex—Ey =0, (4.14)

que significa que as componentes tangenciais do campo elétrico sdo sempre continuas.
A forma integral da lei de Ampére-Maxwell para o campo H (4.4) é

CH:fH-(SS:—a(}l—i-]g.
onde I, é a corrente livre que atravessa o circuito C' no sentido dado pela regra da méo di-
reita em relacdo ao sentido da circuitacdo. No caso do circuito da Figura 4.1 I, é a corrente
na direcdo y. Como a area do circuito envolvido em (4.10) é nula, o termo envolvendo
o fluxo de D se anula, como no caso anterior. Além disso, uma possivel corrente livre
através do retdngulo tem que estar na forma de uma corrente superficial descrita por
uma densidade de corrente por unidade de largura

_on
s

Esta densidade de corrente é um vetor tangente a superficie de separacdo entre os meios

que podemos escrever como fg = T4, £+7Zy, . Usando (4.10) para o circuito da Figura 4.1,
obtemos

e,

H2tw - Hltx = I€y~

Se tomarmos um circuito no plano yz com ds; na dire¢cdo y, a corrente envolvida é a
corrente na direcdo — Z e obtemos

H2ty - Hlty = _IZI-

Os dois resultados podem ser resumidos na forma

H,, — Hy, = I, x h. (4.15)

Assim, as componentes tangenciais do campo H podem ser descontinuas na superficie
entre dois meios quando ha correntes superficiais livres. Lembramos que correntes
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livres sdo correntes em condutores. Com o mesmo procedimento aplicado ao campo
magnético, obtemos um resultado completamente andlogo

B2t — Blt = ,uof X 1. (416)

A diferenca é que agora a densidade de corrente superficial Z inclui tanto as correntes
livres quanto as correntes de magnetizacdo. Esta descontinuidade nada mais é do que
a expressdo do fato de que o campo magnético de uma ldmina de corrente tem dire¢oes
opostas em cada um dos lados.

O Tabela 4.1 a seguir resume os resultados encontrados.

Condig¢oes de Contorno

g - ~
E2n_E1n:€_ Bgt—Blt:/,Loz_Xn
0
E; = Ey By, = B,
DQn_Dln:O-Z H2t_H1t:ngﬁ

Tabela 4.1: Resumo das condi¢des de contorno para campos elétricos e magnéticos dos
dois lados da superficie de separagdo entre os meios 1 e 2. O sentido do versor normal 7
é do meio 1 para o meio 2.
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Apéndice A

Gradiente, divergente e rotacional em
trés sistemas de coordenadas

A forma como se expressam os operadores gradiente, divergente e rotacional dependem do
sistema de coordenadas. A tabela mostra como se apresentam em coordenadas retangulares
e também em coordenadas cilindricas e esféricas. Utilizamos as notac¢des: V f = grad f
para o gradiente do campo escalar f(r), V-A = divA e VxA = rot A para, respectiva-
mente, o divergente e o rotacional do campo vetorial A(r).

e Coordenadas retangulares (z,y,2)

_of . of - Of
Vf_8x$+8yy+8zz
_0A,  0A,  0A,
VA= ox * dy * 0z
UxA 04, 04, n 0A,  0A, - 0A, 04,
B 0y 0z T 0z or )Y Ox ay :

e Coordenadas cilindricas (p,p,2)
0 10 8
of - 10f  Of

Vf_ (9<p 8z
B 1a(pA ) 104, 0A,
VA—p o +,0@g0+32
104, 0A,\ . [(0A, 0A\ . 1 [3(pA,) 0A,)\ .
VA= <p8<,0 32) +<3Z 3/)) p( dp o9 )~

e Coordenadas esféricas (r,0,p)

of 18f 1 of .

VI=or " ae "t b0y ”
1 9(r?A,) 1 O(senfAp) 1 0A,
A=
v 2 or * rsen 6 00 * rsenf Op
1 Jd(senfA,) 0Ay] .
A= -
v rsen 6 [ 00 8(,0} :

or 00

11 1 94, d(rA,) é—l—l d(rdy) 0A.] .
senf Oy or r
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