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Campo Magnético da Matéria
Magnetizada

O campo magnético é produzido por cargas em movimento. Até aqui estudamos o
campo magnético produzido por correntes elétricas. Elas representam cargas em movi-
mento através de distdncias macroscépicas dentro de materiais condutores (fios, bobinas,
etc.). Nestas notas de aula vamos estudar o campo magnético da matéria magnetizada,
como um imd, por exemplo. O campo magnético nestes casos ndo é devido a correntes
macroscopicas, mas ao movimento de cargas ao nivel atdbmico a que estd associado um
momento de dipolo magnético.

Nas sec¢Oes 2.1 e 2.2 sdo discutidas a origem e algumas propriedades dos momen-
tos magnéticos atdmicos. Elas foram incluidas nestas notas com o objetivo de dar uma
visdo do que ocorre ao nivel atdbmico na matéria magnetizada. Entretanto, as se¢des sub-
seqlientes sdo completamente independentes dos detalhes discutidos nestas duas primei-
ras se¢des. Assim, elas podem ser ignoradas na leitura destas notas.

2.1 Momento angular e momento magnético

A compreensdo detalhada da origem e comportamento dos dipolos magnéticos atomicos s6
é possivel no &mbito da Mecanica Quantica. Entretanto, podemos entender alguma coisa
a respeito através de um modelo classico. O protétipo de um dipolo magnético é um anel
de corrente. Um modelo mais elementar ainda é uma carga elétrica numa 6rbita circular
em torno de um centro fixo. Considere a 6rbita circular de uma particula puntiforme de
massa m e carga negativa —e, como ilustrado na Figura 2.1. Uma grandeza mecanica
fundamental em qualquer movimento de rotagdo é o momento angular

L =mrxv.

No caso de uma 6rbita circular de raio » = |r| e velocidade v = |v| o vetor momento
angular é perpendicular ao plano da érbita, como indicado na figura, e seu médulo é

L = mro.

Como a particula é carregada, ao seu movimento de rotagdo estd associada uma corrente
elétrica que também circula em torno do centro de rotagdo. Qualquer ponto da 6rbita é
atravessado pela carga —e a cada periodo do movimento, 7" = 27r/v. Assim, a corrente
média é, em modulo,

(& €v

[=—=—.
T 2rr
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Campo Magnético da Matéria Magnetizada

%L = Mrxv

-
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Figura 2.1: Relacdo entre o momento angular L e o momento de dipolo magnético p de
uma particula puntiforme de massa m e carga —e num movimento orbital. Se a carga
fosse positiva os vetores L e p teriam o mesmo sentido.

Como a érea envolvida por esta corrente é A = 7%, 0 movimento orbital resulta num
momento de dipolo magnético de médulo

1
w=1I1A= —erv.
2
Note que o produto rv aparece tanto na expressdo de L quanto na expressao de j, no
primeiro caso multiplicado pela massa m e no segundo pela carga e. Assim, podemos
descrever a relacdo entre os dois vetores na forma

o= —%L. 2.1)
O importante é que o momento magnético é proporcional ao momento angular. No caso,
porque a carga foi tomada como negativa (como a do elétron), os dois vetores se opdem.
Se tomdassemos uma carga positiva, ambos os vetores teriam o mesmo sentido.
Esta relacdo entre L e u, que foi deduzida no caso simples de uma 6rbita circular, é
na verdade um resultado geral. Ela vale qualquer que seja 0 movimento orbital de uma
particula puntiforme.

2.2 Momentos magnéticos atdomicos

Quando se tratam de elétrons em dtomos a idéia de 6rbita ndo se aplica mais. Entre-
tanto, o momento angular continua sendo uma grandeza fundamental que tém algumas
propriedades muito interessantes. Por exemplo, o momento angular é quantizado: a com-
ponente de L ao longo de uma direcdo qualquer fixa Z, que chamamos de L., s6 pode
assumir valores iguais a multiplos inteiros de uma unidade fundamental,

h
L,=—my.
or ¢
Aqui m, é um inteiro (positivo, negativo ou nulo) e h = 6,6261x1073* J-s é uma constante
universal denominada constante de Planck. Nos atomos os valores de m, sdo numeros
pequenos. Substituindo esta forma para L, na equagdo (2.1) obtemos

eh
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Campo Magnético da Matéria Magnetizada

que resulta numa quantizagdo também para uma componente qualquer do vetor mo-
mento de dipolo magnético. Sua componente ao longo de uma direcdo qualquer as-
sume valores que sdo mdaltiplos inteiros de uma unidade bdésica, eh/47wm, caracteristica
da particula envolvida. Para o elétron esta unidade bésica se chama magneton de Bohr,
que com e = 1,6022x 1071 C e m, = 9,1094x1073! kg vale'

eh

= =0,9274x10"% A-m?.
4mme

UB

Até agora consideramos o momento angular associado ao movimento orbital do elétron.
O elétron tem um outro tipo de momento angular, chamado momento angular de spin. A
regra de quantizacdo para o spin do elétron é

onde m,, 0 nimero quantico de spin, sé pode assumir os valores +1/2 e —1/2. Este é
um momento angular intrinseco, que todo elétron tem, independentemente do seu es-
tado de movimento. Uma caracteristica importante do spin é que o momento magnético
associado a ele é praticamente o dobro do esperado:

e = 2,0023 ugms.

Esta anomalia, previne que o spin seja interpretado como proveniente da rotagdo do elétron
em torno de si mesmo. Até onde sabemos, o elétron é uma particula puntiforme, e o
momento angular de spin é de origem relativistica, sem nenhuma possibilidade de ser
entendido classicamente.

Um elétron de um dtomo tem, entdo, um momento angular total que é a soma dos
momentos angulares orbital e de spin, J = L + S. Porque a relagdo entre os momentos
magnéticos orbital e de spin e os respectivos momentos angulares é diferente, 0 momento
magnético total, em geral, ndo é paralelo ao momento angular total. Entretanto as com-
ponentes .J, = 7-m; e ;1. mantém uma relagdo de proporcionalidade que é expressa como

e = —guBmy;. (2.2)

O fator adimensional g (chamado fator de Landé) é um namero da ordem de 1, que de-
pende da particular combinac¢do de L e S que resulta em J. A mesma relagdo vale para
um dtomo como um todo. Neste caso J é a soma dos momentos angulares de todos os
seus elétrons e o niimero quantico m; pode assumir valores tanto inteiros como semi-
inteiros, sempre em passos unitarios.

2.3 Descricao da matéria magnetizada: o vetor magnetizacao,
M

Resumindo, os 4tomos ou ions podem apresentar momento angular, orbital e de spin,
que resultam num momento de dipolo magnético. Ocorre que, por causa do principio

'Note que a massa da particula entra no denominador da expressdo. Os prétons e néutrons que
compdem os nicleos atdmicos também podem ter momento magnético, mas a unidade basica de momento
magnético nuclear, o magneton nuclear y,, = 5,0508 x10727 A-m?, é cerca de 2000 vezes menor que 0 mag-
neton de Bohr, porque os prétons e néutrons tém massa de cerca de 2000 vezes a massa do elétron. O
fendmeno da ressondncia magnética nuclear provém destes momentos magnéticos nucleares. Do ponto do
vista do magnetismo, entretanto, o que domina é a contribui¢do muito maior dos elétrons.
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de exclusdo de Pauli, os elétrons se distribuem nos niveis atomicos permitidos cada um
com um conjunto distinto de ntimeros quanticos. O resultado disso é que, na maioria dos
materiais, os momentos angular e magnético de um atomo sdo nulos! Esta é a situagdo na
maioria dos materiais. Apenas um namero relativamente pequeno de elementos podem
apresentar 4tomos ou ifons com momento angular total ndo nulo e, conseqiientemente,
um momento magnético atdmico total diferente de zero. Os exemplos mais conhecidos
sdo os elementos do grupo do ferro, como o cromo (Cr), o manganés (Mn), o proprio
terro (Fe), o cobalto (Co), e o niquel (Ni). Em determinados compostos os dtomos ou
ions destes elementos, com a camada 3d parcialmente preenchida, apresentam momentos
magnéticos da ordem de p5. Quando isto acontece, estamos na presenca de um material
magnético.

Nosso objetivo é obter o campo magnético proveniente dos dipolos atdomicos a nivel
macroscopico. O que temos que fazer para obter o campo num determinado ponto do
espago é somar as contribui¢des de todos os dipolos magnéticos atomicos. A Figura 2.2
ilustra o campo devido a um momento de dipolo magnético . As expressdes apresen-
tadas na figura representam as componentes do campo magnético em pontos longe do
dipolo, ou seja a distdncias r muito maiores que as dimensdes fisicas do dipolo. Embora
o campo de cada dipolo individual seja complicado, veremos que o resultado da soma é
relativamente simples.

Uma propriedade importante do dipolo magnético é que ele é aditivo. A distancias
grandes em relacdo as dimensdes do dipolo o campo magnético é completamente inde-
pendente dos detalhes da estrutura do dipolo magnético. Assim, para computar o campo
distante, podemos agrupar todos os dipolos atdmicos que se encontram dentro de uma
regido pequena e representa-los por um tnico dipolo, cujo momento magnético é a soma
(vetorial) dos momentos de dipolo individuais. Seja 61" 0 volume de uma regido pequena.
O momento de dipolo associado a esta regido serd

(5V)

ou seja, a soma vetorial de todos os dipolos atomicos contidos dentro do volume V.
Como as dimensdes dos dipolos atémicos sdo da ordem de 1 A= 1071 m, mesmo uma
regido pequena do ponto de vista macroscépico contém um nimero muito grande de
dipolos atdmicos. Isto faz com que a razdo Ju/JV seja independente de §V numa vasta
gama de dimensodes. Esta densidade volumétrica de momento de dipolo magnético constitui o
que definimos como o vetor magnetizagido associado a um ponto r dentro do volume §V:

_op
B
Note que a magnetiza¢do é um campo vetorial.
Como o dipolo magnético tem dimensao de [correntexdrea], o vetor magnetizagdo que é
a sua densidade, tem dimensdo de [corrente/comprimento|. A unidade SI para a magne-
tizagdo é A/m.

Por exemplo, vamos considerar a magnetizagdo de uma amostra de ferro saturada.
Isto significa que todos 0s momentos magnéticos atomicos estdo alinhados paralelamente
uns aos outros numa certa diregdo. O médulo do momento de dipolo magnético de um
atomo de ferro é ju; = 2,22up = 2,06x1072% A-m?. A densidade do ferro é p = 7,874 g/cm® e
sua massa atdmica é A = 55,845 g/mol. Assim o ndmero de dtomos de ferro por unidade
de volume é n = p/(A/N,) = 8,49x10%*/m?*. A magnetiza¢do, em qualquer ponto no
interior da amostra saturada, é My = nyu; = 1,75x10% A /m.

M(r) (2.3)
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Figura 2.2: Campo do dipolo magnético: r e 6 sdo coordenadas esféricas do ponto campo.
A origem do sistema de coordenadas é o centro do dipolo, cuja dire¢do define o eixo polar
a partir do qual é medido o angulo ¢

Como esta magnetizacdo é uniforme, podemos obter o momento magnético total de
uma amostra com, por exemplo, m = 1 g de ferro. O volume desta amostraé V =m/p =
0,127 cm?, 0 que dd um momento de dipolo magnético total u = MV = Mym/p =
0,222 A-m®. Podemos usar este momento e as férmulas na Figura 2.2 para computar o
campo magnético produzido pela amostra a distancias grandes comparadas com suas
dimensdes, V'3 = 0,5 cm. Por exemplo, num ponto ao longo do eixo da magnetizacdo
(0 = 0) ar = 10 cm, o campo magnético serd B = 4,44x107° T, paralelo ao eixo. Com
r = 1 cm, no mesmo eixo, obteriamos B = 4,44x 102 T. Este resultado, entretanto, ndo é
mais acurado. A distdncia ao momento magnético ja é comparavel as suas dimensdes e o
campo depende sensivelmente da forma da amostra.

24 O campo da matéria magnetizada: correntes de magne-
tizacao

Para obter o campo magnético de uma amostra magnetizada vamos explorar mais uma
vez o fato de que o campo distante de um dipolo magnético é independente de sua estru-
tura. Considere um ponto da amostra onde a magnetizagdo é M. Em torno deste ponto
consideramos um pequeno volume na forma de um prisma de base dA e altura Js. O
prisma é orientado de forma que a altura é paralela e sua base é perpendicular ao vetor
magnetizac¢do local, como ilustrado na Figura 2.3. O momento magnético total no volume
0V = 0Ads é paralelo a M e podemos escrever

S = MOV = MSASs.

Note que, por construgdo, o vetor de drea dA tem a mesma direcdo e sentido do vetor
M. Este momento magnético resulta dos momentos de dipolo atémicos no interior do
volume. Entretanto, como o campo distante é independente dos detalhes da estrutura,
podemos utilizar um modelo envolvendo correntes para substitui-lo. Podemos, por e-
xemplo, imaginar uma corrente ¢/ fluindo pelas faces laterais do prisma, como ilustrado
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" 0A
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Figura 2.3: Modelo de corrente para o dipolo magnético de um pequeno pedago de
matéria magnetizada.

na mesma Figura 2.3. O momento magnético deste sistema é du = JI0A. Para que os
dois momentos magnéticos sejam idénticos, devemos ter

MOoAds = 0I6A = 01 = Ms.

Esta corrente com a qual modelamos os momentos magnéticos atdmicos é denominada
corrente de magnetizacio. Ela ndo é uma corrente real! E apenas uma corrente ficticia
que resulta, em pontos distantes, num campo magnético idéntico ao campo dos dipolos
atdmicos reais.

Vamos considerar agora uma fatia de material com magnetiza¢do uniforme, conforme
ilustrado na Figura 2.4. O plano da fatia é perpendicular a magnetizacdo. Segundo o
nosso modelo, dividimos a fatia em prismas muito pequenos, com altura igual a espes-
sura da fatia Js, cada um circulado por uma corrente de magnetizacdo 6/ = Mds. As
correntes opostas nas faces adjacentes dos pequenos prismas se anulam. A distribuicdo
de corrente de magnetizacdo resultante é uma cinta de corrente 6/ = M {s circulando
em torno da superficie lateral da fatia. Ou seja, o campo magnético da fatia de mate-
rial uniformemente magnetizado é idéntico ao campo magnético da cinta de corrente de
magnetizagao.

E claro que isto vale estritamente para pontos fora do material, onde estamos sem-
pre distantes de qualquer dipolo magnético atdmico. No interior do material o campo
magnético real é altamente ndo uniforme, variando significativamente em distancias ato-
micas. O campo computado através do modelo de correntes de magnetizagdo em pon-
tos no interior do material varia suavemente, e representa uma média local do campo
magnético real. O cdlculo de propriedades como o fluxo do campo magnético através
de uma superficie podem ser computadas com este campo médio, resultando em valores
idénticos aos que seriam obtidos utilizando o campo magnético real.

Vamos agora descrever as correntes de magnetizagdo num pedago qualquer de ma-
terial uniformemente magnetizado. Neste caso s6 ha correntes de magnetizagdo na su-
perficie do material, que podemos dividir em cintas que acompanham a diregao das cor-
rentes. Para nos livrarmos da espessura arbitrdria Js definimos uma densidade de cor-
rente superficial, Z,;, que d4 a corrente por unidade de largura da cinta. Quando a face
que contém a cinta é paralela & magnetizagao esta densidade ¢ 7y, = 3£ = M, fluindo
sobre a cinta numa dire¢do perpendicular a magnetizacdo. Nas faces perpendiculares
a magnetizacdo, entretanto, a corrente de magnetizacdo é nula. O resultado é que s6
contribui para a corrente de magnetizagdo na superficie a componente de M paralela a
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Wy

Figura 2.4: Modelo de corrente para uma fatia de material uniformemente magnetizado.

superficie, M. Sendo ¢ o angulo entre o vetor M e a normal a superficie, a corrente por
unidade de largura da cinta serd dada por Z = M| = M sen . Isto pode ser expresso em
forma vetorial. Para isso definimos a densidade de corrente superficial como um vetor,
Z )1, que aponta na diregdo em que flui a corrente. O versor de drea 7 é um vetor unitario
normal a superficie apontando para fora do material. Com isto, temos

Ty = Mx i (2.4)

Esta expressdo da corretamente o tamanho e a dire¢do do vetor Z; que descreve as cor-
rentes de magnetizacdo na superficie do material em qualquer situacao.

Como exemplo, vamos descrever as correntes de magnetizagdo num ima cilindrico,
uniformemente magnetizado com M paralelo ao seu eixo. Vamos utilizar coordenadas
cilindricas, tomando como 2 a dire¢do do eixo no sentido da magnetizacdo, p o versor
da componente do vetor posicdo perpendicular ao eixo. A dire¢do tangente as circun-
feréncias no plano perpendicular com centro no eixo é ¢ = Zx p. Nas bases circulares
a corrente de magnetizagdo é nula, porque ¢ = 0. S6 ha corrente de magnetizacdo na
superficie lateral do cilindro, onde § = 7/2. Nesta superficie, a densidade de corrente
€ Ing = M @. O resultado é que o campo magnético de tal ima é idéntico ao campo
magnético de um solenéide cilindrico com as mesmas dimensdes. Se tomarmos n = N/L
como a densidade de espiras, a corrente I no solendide equivalente é determinada por
Iy =nl =M.

Quando consideramos uma magnetiza¢do uniforme ocorre o cancelamento exato das
correntes de magnetizacdo internas. Este ndo é o caso quando a magnetiza¢do varia com
a posigao dentro do material. Prismas vizinhos sdo circulados por correntes ligeiramente
diferentes que ndo se cancelam, resultando em correntes de magnetiza¢do no interior
do material e ndo apenas na sua superficie lateral. A Figura 2.5 mostra como computar
a corrente de magnetizagdo através da area de um circuito infinitesimal no interior do
material magnetizado. A figura, em duas dimensdes, mostra o perfil de quatro prismas
vizinhos muito pequenos. Em cada prisma a magnetizagao é ligeiramente diferente dos
outros. A corrente 4/, que flui na direcdo y tem duas parcelas:

e a que flui através da superficie comum vertical é devida a diferenca da componente
M, da magnetizacdo entre os prismas da esquerda e da direita;

e a que flui através da superficie comum horizontal é devida a diferenca da compo-
nente )/, da magnetizacdo entre os prismas superiores e inferiores.

Cada uma das parcelas da soma de quatro termos indicada na figura é equivalente a um
passo na circuitagdo do vetor magnetizagdo através do circuito infinitesimal c. O sentido
indicado é dado pela regra da méao direita em relacdo ao sentido da corrente, y neste caso.
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Figura 2.5: Corrente de magnetizagdo através de um circuito infinitesimal c.

Num caso como este é conveniente descrever as correntes de magnetizacdo através
da densidade de corrente (corrente por unidade de &drea), de forma que 6/ = J-0A.
Na figura vemos que a densidade de corrente de magnetizagado é dada pelo rotacional da
magnetizagao, Jy; = VxM.

Através de um circuito infinitesimal ¢, portanto, a corrente de magnetizagdo é

5I:%M-ds.

A Figura 2.6 mostra como obter a corrente de magnetizagdo através de um circuito
techado c de qualquer forma ou tamanho. O processo consiste em dividir uma superficie
apoiada no circuito em um ntmero grande de dreas infinitesimais. A corrente através de
cada pequena 4rea k, 01, é dada pela circuitagdo de M no circuito infinitesimal ¢, que a
contorna. A corrente total que atravessa o circuito ¢, /. é a soma de todas as correntes
0I;. Na Figura 2.6, podemos ver que uma aresta comum a dois circuitos adjacentes é
atravessada num sentido numa circuitacdo e no sentido oposto na circuitagdo vizinha.
O resultado é que hd o cancelamento das contribui¢des de todas as arestas internas que,
portanto ndo contribuem para a soma total. As tnicas arestas cujas contribui¢des ndo se
cancelam sdo as arestas da periferia, ou seja, do préprio circuito envolvente c. O resultado
é que a expressdo da corrente de magnetizacdo através de um circuito infinitesimal se
aplica para qualquer circuito, de qualquer tamanho. Assim:

Iy = j[ M - ds. (2.5)

I é a corrente de magnetizacdo que atravessa qualquer superficie apoiada no circuito c
no sentido definido pela regra da méao direita em relagdo ao sentido da circuitagao.

Note que esta expressdo, quando aplicada a um circuito que envolve a superficie do
material (passando por dentro e por fora do material), resulta numa densidade de cor-
rente superficial idéntica a dada pela equacao (2.4).
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Figura 2.6: Corrente de magnetizagdo através de um circuito arbitrario c.

Em resumo, para modelar uma amostra de material magnetizado utilizamos as cor-
rentes de magnetizagdo. Qualquer que seja a magnetizacdo, sempre haverd correntes
superficiais descritas pela equagdo (2.4). Quando a magnetizagdo é uniforme estas sdo
as unicas correntes de magnetizacdo. Quando a magnetizacdo varia dentro do material,
além das correntes superficiais, hd correntes de magnetizacdo internas que podem ser
obtidas pela equagdo (2.5).

2.5 Lei de Ampere na presenca de matéria magnetizada: o
campo H

Numa situacdo genérica podemos ter a presenga tanto de correntes elétricas através de
condutores (espiras, bobinas, etc.) e de matéria magnetizada. O campo magnético num
certo ponto do espago é a superposicdo do campo de todas as fontes presentes. Vimos,
entretanto, que o campo da matéria magnetizada pode ser computado substituindo os
dipolos magnéticos microscépicos por uma distribuicdo de correntes de magnetizagdo
equivalente. As correntes de magnetizagdo, entretanto, ndo estdo sob nosso controle nem
podem ser medidas diretamente. As correntes elétricas que fluem através de circuitos
podem ser controladas ou, no minimo, medidas. Denominamos tais correntes de correntes
livres.
A Lei de Gauss para o campo magnético

7{ B-dA =0, (2.6)
S

é independente da presenca ou ndo de matéria magnetizada. A Lei de Ampere relaciona
a circuitagdo do campo B ao longo de um circuito fechado qualquer com a corrente total
que atravessa uma superficie apoiada sobre o circuito. E conveniente separar a corrente
total em duas parcelas: a corrente livre, I;, e a corrente de magnetizacdo I,; e escrever a
Lei de Ampere na forma:

FBds = ol + L), 27)

C

Um resultado interessante surge quando nesta lei substituimos a expressdo (2.5) para I,;:

%Bds = ,U()]gc + Ho fM - ds.
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Como as duas circuitagdes sdo ao longo de um mesmo circuito, podemos transpor o termo
envolvendo M para o primeiro membro e escrever

%(B — M) -ds = polye.

C

Ou seja, a circuitagdo do vetor entre parénteses é determinada apenas pela corrente livre
e é independente da presenca de matéria magnetizada. Para utilizar esta “simplificacdo”,
define-se uma nova grandeza vetorial, H, através da expressao

B
0

Vamos chamar esta nova grandeza vetorial de campo H.? Ele é o analogo magnético do
vetor deslocamento elétrico D e, como este, é apenas uma constru¢do matemadtica sem
significado fisico direto. Entretanto, o campo H é importante porque é muito utilizado na
prética. Pela sua defini¢do o campo H tem as mesmas dimensdes que a magnetiza¢do. As
unidades sdo também as mesmas, de forma que a unidade SI para o campo H é ampere
por metro (A/m).

Para o campo H, a Lei de Ampere implica

H.ds = I,. (2.9)
/

Assim a circuita¢do do campo H é determinada apenas pela correntes livres. Isto resulta
numa grande simplificagdo do problema de determinar o campo magnético na presenca
da matéria magnetizada em muitas situagdes. Entretanto, vale ressaltar que as vezes o
campo H se comporta de maneira muito diferente de um campo magnético.?

2.6 Propriedades de Materiais Magnéticos

As leis expostas na se¢do anterior nos permitem, em principio, computar o campo He o
campo magnético contanto que sejam conhecidas as correntes livres e a magnetiza¢do da
matéria envolvida no problema. Mas a matéria reage sob a acdo de um campo magnético
aplicado alterando seu estado de magnetizacdo. O problema entdo deixa de ser simples.
Na pratica, o campo gerado pela matéria é utilizado para determinar a sua magnetizacao,
e portanto, seu comportamento magnético. Nesta secdo, vamos ver as caracteristicas de
alguns tipos de materiais magnéticos.

2Na literatura de magnetismo H é as vezes denominado de campo magnético e B é denominado densidade
de fluxo magnético. Nestas notas continuaremos chamando B de campo magnético e o H de campo H. A
confusdo pode ser resolvida se atentarmos para as unidades SI, que sdo diferentes para os dois campos:
tesla (T) para B e ampere/metro (A/m) para H. No sistema cgs as unidades correspondentes sdo: gauss
(G) e oersted (Oe), respectivamente.

3A razéo disso vem da equacdo para o fluxo de H através de uma superficie fechada

7{ H-dA = —f M.dA,
S S

que segue da defini¢do de H e da Lei de Gauss para o campo magnético, equagdo (2.6). O membro direito
desta equagdo tem o mesmo efeito para H que as cargas elétricas tem para o campo elétrico E. Veja a
semelhanga entre esta expressdo e a expressdo para as cargas de polarizagdo num material eletricamente
polarizado dada pela Equagéo (1.6) nas Notas de Aula 1.
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Os materiais magnéticos mais simples sdo aqueles que tém uma resposta inicial linear
e isotrépica. Isto significa que sob um campo externo eles desenvolvem uma magnetizagdo
proporcional e paralela ao campo, independente da direcdo em que o campo ¢é aplicado.
Para tais materiais vale a relacdo
M = yH, (2.10)

onde a constante de proporcionalidade x é a susceptibilidade magnética. Para campos pe-
quenos x é uma constante independente do campo mas que pode depender da tempera-
tura. Note que, porque M e H tém as mesmas dimensdes, x é uma grandeza adimensional
(um ntimero puro).

Através da definicdo de H, equagdo (2.8), obtemos

B = uo(1 + x)H = pH. (2.11)

Assim, existe uma relagdo simples de proporcionalidade entre B e H para estes materiais.
A nova constante definida por esta expressdo, p, é denominada permeabilidade magnética
do material, por analogia com . E mais usual utilizar a permeabilidade relativa

Km = 14+ X = 1t/ 10,

que é adimensional. Note que a equagdo (2.11) é uma relagdo entre os vetores B e H no
mesmo ponto do espaco. A permeabilidade y é a permeabilidade do material no mesmo
ponto. Assim, por exemplo, fora do material, no vacuo, a permeabilidade é .

Como j& mencionamos, a maioria dos materiais ndo tém momentos magnéticos ato-
micos. Mesmo tais materiais reagem a aplicacdo de um campo magnético externo de-
senvolvendo magnetizagdo. Os materiais ndo-magnéticos apresentam uma propriedade
chamada diamagnetismo: na presenca de um campo magnético eles desenvolvem uma
magnetizagdo na diregdo oposta a do campo. Isto significa, por exemplo, que quando coloca-
dos perto da borda de um solenéide energizado (ou de um ima) eles sofrem uma forga de
repulsdo. Vocé provavelmente nunca se deu conta disto porque o efeito é muito pequeno.
A susceptibilidade magnética neste caso é negativa e muito pequena, x~ — 107°. Por isso,
o efeito deste tipo de material sobre o campo magnético quase nunca é levado em conta.

Os materiais magnéticos mais importantes, do ponto de vista de aplicagdes, sdo os
ferromagnetos. Para ilustrar vamos considerar o ferro metélico e as ferrites (uma classe de
materiais cerdmicos que contém um 6xido de ferro, Fe,O3, de que sdo feitos os imads mais
comuns). Vocé sabe que um ima de ferrite atrai fortemente um pedaco de ferro, mas ndo
um pedacgo de cobre, por exemplo. O ferro, tem portanto, um tipo de magnetismo dife-
rente do magnetismo do cobre (que é essencialmente ndo-magnético). Mas um pedago
de ferro, em geral, ndo atrai outro pedaco de ferro. As ferrites e o ferro sdo dois tipos
diferentes de ferromagnetos.

O que caracteriza um material ferromagnético é a presenca de uma interagado entre os
dipolos atdmicos que tende a orienta-los paralelamente uns aos outros.* A esta tendéncia
se opdem a agitacdo térmica e outras interagdes. Abaixo de uma certa temperatura, carac-
teristica do material, a tendéncia de alinhamento prevalece resultando numa correlagao
entre as dire¢des dos momentos magnéticos atomicos vizinhos. Isto faz com que em pe-
quenas regides do material se desenvolva um momento magnético significativo, o que é
denominado de magnetizagio espontinea.

4Esta interacdo se chama interagdo de troca. Ela s6 pode ser entendida quanticamente, mas ela tem a
mesma origem que o principio de exclusdo de Pauli. A interacdo de troca pode ser ferromagnética, quando
favorece o alinhamento paralelo dos dipolos atémicos vizinhos, ou antiferromagnética, quando favorece o
alinhamento anti-paralelo dos dipolos atémicos.
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Figura 2.7: Curvas de magnetizagdo reversiveis e irreversiveis. A curva da direita, irre-
versivel, é denominada curva de histerese.

Como vimos anteriormente (final da Sec¢do 2.3), no caso do ferro a magnetizagdo
quando os dipolos atdmicos estdao completamente alinhados é My = nu; = 1,75x10% A /m.
Esta é a ordem de grandeza da magnetizagdo espontanea. O campo magnético no inte-
rior de uma regido com esta magnetizacdo, supondo H = 0, é B ~ uoMy = 2,2 T. Se os
momentos espontaneos estivessem todos alinhados paralelamente, um campo magnético
desta ordem de grandeza estaria presente em toda a amostra e no seu entorno préximo.
Este campo significa uma contribui¢do positiva para a energia do sistema (a densidade
da energia armazenada no campo magnético é B?/2y). E mais favoravel energetica-
mente que os momentos magnéticos espontaneos de pequenas regides se orientem anti-
paralelamente uns aos outros. Isto anula o momento de dipolo total da amostra e efetiva-
mente o préprio campo magnético. E por isso que ndo ha campo magnético em torno de
uma amostra natural de ferro ou de ferrite.

Quando uma amostra ferromagnética é submetida a um campo magnético externo,
outra energia entra na equagdo: a energia da interacdo dos dipolos espontdneos com o
campo externo. O torque magnético tende a alinhar os dipolos paralelamente ao campo,
e, em conseqiiéncia paralelamente uns aos outros. O resultado é o desenvolvimento de
uma magnetiza¢cdo muito intensa. Inicialmente a resposta é linear e caracterizada por
uma susceptibilidade magnética muito grande. A permeabilidade relativa «,, pode ser
da ordem de 10°. E claro que o regime linear, em que M = yH, s6 pode valer enquanto a
magnetizacdo for pequena comparada com a magnetiza¢do de saturacéo.

Para um material como o ferro o processo de magnetizagdo é reversivel, ou seja, se
o campo H é anulado a magnetizacdo da amostra também se anula. Isto ndo acontece
com a ferrite. Se uma amostra de ferrite € inicialmente magnetizada pela aplicagdo de
um campo, ao retirar-se o campo aplicado a magnetiza¢do ndo se anula. Isto se deve
a irreversibilidades associadas ao processo de alinhamento dos dipolos espontaneos. O
resultado é um ima: um material com um momento de dipolo macroscépico permanente.
E claro que as equagdes (2.10) e (2.11) ndo se aplicam neste caso.

Materiais como o ferro sdo chamados de ferromagnetos moles. Eles sdo utilizados em
aplica¢des onde a reversibilidade é importante, como em ntcleos de transformadores. A
ferrite e outros materiais utilizados em imas sio ferromagnetos duros. A Figura 2.7 ilustra
as respostas magnéticas destes dois tipos de materiais.
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2.7 Exemplos

2.7.1 Solenéide com nucleo magnético

Um solendide fino de 15 cm de comprimento, com 240 espiras, estd preenchido com bis-
muto (y = —1,66x1075)

a) Ignorando efeitos de borda, calcule o campo H, a magnetizacdo do material M e o
campo magnético B no interior do solendide quanto ele é percorrido por uma corrente
de 2,00 A.

b) Calcule as mesmas trés grandezas do item anterior quanto o bismuto é substituido por
uma liga de ferro com permeabilidade relativa x,, = 400.

Solucao

a) A densidade de espiras do solendide é

240
n =
0,15 m
Desprezando-se os efeitos de borda, o sistema pode ser tratado como um solendide
infinito. O resultado obtido vale perto do centro do solendide, longe das suas bordas.

Neste caso o campo H é uniforme no interior do solendide e a aplicagdo da lei de
Ampere, eq. (2.9), fornece

= 1,60x10° espiras/m.

H =nl =320x10° A/m.
A magnetizagdo pode ser encontrada pela eq. (2.10):
M =xH = -531x10"% A/m.

A magnitude da magnetizagdo M é menos de 0,002% do médulo do campo H, indi-
cando que os efeitos de magnetizagdo no bismuto sdo despreziveis. O campo magnético
no interior do material fica:

B =iy (H+ M)~ pogH = 4,02x107° T.

b) No caso de um solendide longo completamente preenchido, o campo H é indepen-
dente do material em seu interior, portanto H = 3,20x10® A/m, como antes.’

SIsto s6 é verdade para um solendide infinitamente longo. O préximo exemplo ilustra o fato de que
as correntes livres ndo sdo as tnicas fontes do campo H. A matéria magnetizada, por si s6, produz um
campo H na dire¢do contraria a magnetizagdo. Este campo, denominado campo desmagnetizante, tem que
ser levado em conta. No caso da geometria cilindrica este campo néo é uniforme e o tratamento exato é
complicado. Ha situagdes, entretanto, em que ele é uniforme. Isto acontece quando a amostra uniforme-
mente magnetizada tem a forma de um elipséide de revolugdo. O campo H devido a magnetizacdo neste
caso se escreve simplesmente Hy; = —aM onde «, o fator de desmagnetizagio, ¢ um ntimero entre 0 e 1
determinado apenas pela geometria do elipsdide. (Para uma agulha infinitamente longa o = 0, para
uma esfera « = 1/3 e para um disco a = 1.) Neste caso podemos escrever, para um material linear,
M =xH = x(H¢+ Hy) = x(Hy — aM). Isolando M, se obtém

X
1+ ax

Assim o efeito do campo desmagnetizante é produzir uma reducdo da magnetizagdo, e conseqiientemente
do campo magnético, em relagdo ao resultado produzido apenas pelas correntes livres H,. Por falta de
uma solugdo melhor, podemos aproximar um cilindrico como um elipséide de revolugéo cujos eixos sdo o
semi-comprimento e o raio do cilindro. Supondo uma razdo comprimento/didmetro=10, o fator desmag-
netizante seria o ~ 0,025. O fator de reducdo da magnetizagdo para x = 399 como neste exemplo seria
1+ ax = 10.

M = H,.
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Para a magnetizagdo a eq. (2.10), com x,,, = K, — 1 = 399, resulta:
M = xH = 1,28x10° A /m,

que é da mesma ordem de grandeza da magnetizacdo de saturacdo M, = nu;, =
1,75%10° A /m.

Para o campo magnético obtemos:
B = uo(H+ M) = KmpoH = 1,61 T.

Note que agora a maior contribui¢do para o campo magnético é o termo da magnetizagao,
poM, 399 vezes maior que o termo das correntes livres o H.

2.7.2 Ima cilindrico uniformemente magnetizado

Um fma de ferrite na forma de um cilindro de raio a = 0,50 cm e comprimento h = 4 cm,
tem uma magnetiza¢do uniforme de médulo M, = 5,00x10° A/m, paralela ao seu eixo.
Determine o campo magnético e o campo H nos pontos do eixo do ima.

Solugao

Neste caso ndo hd correntes livres presentes no sistema, de forma que a lei de Ampere
para o campo H ndo nos levard, por si s, a nenhum resultado. O campo magnético B,
entretanto, pode ser computado diretamente, como devido as correntes de magnetizagéo.
Para a magnetizacdo descrita, a corrente de magnetizacdo é na forma de uma cinta de
corrente com densidade Z,; = M), que circula na superficie lateral do cilindro no sen-
tido dado pela regra da mao direita em relacdo a magnetizacdo, conforme indicado na
Figura 2.8. Esta distribui¢do de corrente é equivalente a um solendide cilindrico. Neste
caso ndo vamos desprezar os efeitos de borda, porque o campo em qualquer ponto do
eixo pode ser computado pela Lei de Biot-Savart integrando a contribuicdo de espiras
circulares. O resultado é um campo paralelo ao eixo z, B(0,0,z) = B(z) 2, onde

M,
B(z) = ,u02 0 (cosfy — cosbsy),

onde os dngulos 0; e 0, estdo definidos na Figura 2.8. Para a magnetizagdo dada jio My =
By = 0,628 T.
Definindo a origem do eixo z no centro do im4, esta equagdo se expressa como

2 | V-2 ta 2t ot
Esta func¢do estd mostrada na Figura 2.8. Note que neste caso o campo é relativamente

uniforme no interior do im4, s variando significativamente nas regides préximas as bor-
das. No centro do imd, z = 0, o campo tem a méaxima intensidade, dada por

h/2
(h/2)2 + a2

Este resultado é apenas 3% menor do que seria obtido na aproximacao de solenédide in-
finito, By. Em qualquer borda do imé, z = +h/2, o campo é

B(2)

B(0) = poMp = 0,970p0M; = 0,61 T.

My h
B(£h/2) = “02 0 T = 0490 My = 031 T,
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Figura 2.8: Acima: Esquema mostrando a definicdo dos parametros da equagdo para o
campo magnético de um ima cilindrico. Abaixo: O campo magnético B(z) e o campo
H(z) em pontos ao longo do eixo, normalizados pela constante By = 11 M.

aproximadamente a metade do campo central.

Estes resultados sdo exatos, dado que a magnetizacdo é uniforme. O campo H nos
pontos sobre o eixo pode ser obtido da sua defini¢do, eq. (2.8). Como sobre o eixo z B e
M sao paralelos o vetor H também serd paralelo ao eixo e tem a forma H(0,0,z) = H(z) 2.
Considerando que M = 0 fora do im4, teremos

B | B(z) — poMo, |z| < h/2, dentro do ima
Hol (2) = B(2) = poM(2) = { B(z), |z| > h/2, fora do ima.

O resultado é mostrado também na Figura 2.8. Note que H é negativo no interior do ima,
ou seja o vetor H aponta no sentido oposto da magnetizagdo e do campo magnético. No
centro do ima o médulo de H passa por um minimo. Neste ponto temos

— My = —0,15x10° A/m.

Nas bordas do ima4, pelo lado de dentro, temos

B(h/2
H(+h/2) = Bh/2) My = —2,52x10° A /m.
Ho
Este é um campo muito intenso e oposto a direcdo da magnetizacdo. Na pratica, o efeito
deste campo impede que a magnetizacdo do imd permaneca uniforme até a borda. Do
lado de fora, como M =0,

H(+h/2) = B(Z/Q) = +2,48x10° A/m.

Quando cruzamos a borda do ima, numa dire¢do paralela a magnetizagdo, o campo H
sofre um salto. As setas rotuladas com 1 H na Figura 2.8 ilustram a descontinuidade do
campo H nas bases do ima cilindrico.
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