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Campo elétrico da matéria polarizada

A introdugdo de uma lamina de dielétrico no interior de um capacitor plano isolado, que ap-
resenta uma diferenca de potencial V; entre seus terminais, provoca uma reducio da diferenca
de potencial de um fator x, denominado constante dielétrica, que é caracteristico do dielétrico.
Como

V:/E~dS:EL (1.1)

onde L é a separagdo entre as armaduras do capacitor, temos que o campo elétrico no interior
do capacitor fica também reduzido do mesmo fator, ou seja
Vo Ey

s BF=—.
K K

V

Com o capacitor isolado, a carga armazenada nas armaduras é a mesma (()y), € a capacitancia

fica 0 0 0
0 0 0
== = =Kk — = Kk Oy, (1.2)
Vi W/k) W
ou seja, aumenta pelo mesmo fator x. Como isto acontece? Com que mecanismos a matéria
responde a presenca do campo elétrico para apresentar tais conseqiiéncias?

1.1 Polarizacao num dielétrico

Vamos olhar a matéria a nivel microscépico, procurando as respostas. Numa primeira visao,
vamos olhar para moléculas apolares, isto €, moléculas que, na auséncia de campos elétricos,

Figura 1.1: Numa molécula apolar, os centros das cargas positivas (+) e negativas (—) coincidem. Se
um campo elétrico é aplicado sobre ela, ha deslocamento das cargas positivas e negativas em dire¢des
opostas, com surgimento de um dipolo elétrico, p.



Campo elétrico da matéria polarizada

tém os centros das cargas positivas e negativas coincidentes (Fig. 1.1). Quando um campo
elétrico é aplicado, a molécula responde a este campo. A forca sobre as cargas positivas é na
direcdo do campo, enquanto que a forga sobre as cargas negativas tem o sentido oposto. Sob
a acdo dessas forgas opostas, a molécula se deforma ligeiramente adquirindo um momento de
dipolo elétrico. Sejam +q e —q as cargas positivas e negativas totais da molécula e d a distancia
entre seus centros. O momento de dipolo elétrico, p, é um vetor com moédulo ¢d, direcdo da
reta que une os centros das cargas e sentido da carga negativa para a carga positiva:

p = qd. (1.3)

Observe que o campo elétrico de um prétona 1 A = 1x1071% m de distancia é de 1,44 x 10! V /m.
Esta é a magnitude do campo elétrico que mantém os elétrons de um dtomo ou molécula liga-
dos ao ntcleos. Campos elétricos envolvidos em circuitos elétricos, mesmo de alta tensao, sdo
sempre muito menores que os campos elétricos moleculares. Por este motivo, as deformagdes
produzidas por eles nas moléculas dos dielétricos sdo sempre muito menores que as proprias
dimensdes moleculares. Nestas condigdes o dielétrico se encontra num regime linear, em que
o momento de dipolo induzido é proporcional ao campo elétrico sobre o material.

Um mecanismo diferente de polarizacdo da matéria ocorre em materiais compostos de
moléculas polares, que sdo moléculas que, como a dgua, tém um momento de dipolo mesmo
sem a aplicacdo de um campo externo. Este momento de dipolo espontaneo resulta do fato
de que nessas moléculas os centros das cargas positivas e negativas ndo sao coincidentes. Tais
momentos de dipolo sdo muito maiores do que os que sdo produzidos com campos ordindrios
sobre moléculas apolares. Entretanto, sem a aplicacdo de um campo elétrico, um dielétrico
polar ndo se apresenta polarizado do ponto de vista macroscépico. O motivo é que, devido a
agitacdo térmica, a orientagdo dos momentos de dipolo das moléculas individuais flutua rapi-
damente, apontando erraticamente em todas as dire¢oes. O resultado é que a média temporal
do vetor momento de dipolo de qualquer molécula é nula. A aplicagdo de um campo elétrico
cria uma dire¢do mais favoravel para a orientacdo dos dipolos espontaneos, que se contrapde
a agitacdo térmica e resulta numa média temporal dos dipolos moleculares diferente de zero.
Para temperaturas ordindrias, o momento de dipolo molecular resultante é também propor-
cional ao campo elétrico.

Certos materiais com momentos moleculares permanentes, em determinadas condigdes,
podem desenvolver um momento de dipolo macroscépico espontaneo, pelo alinhamento
dos dipolos elementares, mesmo na auséncia de campo elétrico aplicado. Tais materiais sdo
chamados de ferro-elétricos, e ndo serdo considerados aqui.

1.1.1 Distribuicao de carga num dielétrico polarizado

Um dielétrico polarizado é uma colecdo de dipolos elétricos moleculares separados por distancias
microscopicas. Assim como descrevemos uma distribui¢do de carga usando uma densidade

de carga continua, podemos definir uma densidade de momento dipolo elétrico. Como o
dipolo elétrico é um vetor, esta densidade também é um vetor, P, e se denomina polarizagdo
elétrica. Tomemos um volume dV que seja infinitesimal do ponto de vista macroscépico, mas
que contenha um grande nimero de dipolos moleculares. A polarizacdo em qualquer ponto

r dentro do volume dV é definida de tal forma que o produto PdV resulte no momento de
dipolo elétrico total dp contido dentro do volume dV/, ou seja:

P(r)dV = > p; =dp. (1.4)
i(dV)
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Figura 1.2: Distribuicdo de carga numa placa dielétrica uniformemente polarizada. A distancia d foi
exagerada para maior clareza.

A soma vetorial indicada é sobre todos os momentos moleculares p; dentro do volume in-
finitesimal, resultando no momento de dipolo elétrico total dentro dele.

Observe que a dimensdo da polarizacgdo elétrica é de [carga]/[4drea], que é idéntica a di-
mensdo da densidade superficial de carga. A sua unidade no SI é, portanto, a mesma ou seja
C/m?.

Para ilustrar, suponha um material dielétrico formado por n moléculas por unidade de
volume, uniformemente polarizado. Todas as moléculas tém o mesmo momento de dipolo,
ou seja p; = ¢gd. Assim, o momento total dentro de um volume qualquer dV, dentro do
dielétrico, é o nimero de moléculas no seu interior multiplicado pelo momento de cada uma,
ou seja dp = ndV ¢d. Neste caso vemos que o vetor polarizagdo é

P(r) = ngd (1.5)

para qualquer ponto r no interior do dielétrico.

Para entender melhor a situagdo, vamos descrever a distribuigdo de carga correspondente
a esta polarizacdo uniforme de uma maneira alternativa. Podemos modelar a distribuicdo
de carga pela superposicao de duas distribui¢des de carga uniformes: a das cargas positivas
p+=-+ng e a das cargas negativas p_=—ng. Quando as moléculas estdo relaxadas (nenhum
campo elétrico atuando sobre elas) a superposicdo das duas distribui¢cdes de carga se anula
identicamente, e a densidade total de carga é nula (tanto dentro quanto fora do dielétrico)
como era de se esperar. Quando o dielétrico estd polarizado as distribui¢des de carga se en-
contram deslocadas relativamente, da distancia d. A distribuicdo de carga resultante esta es-
quematizada na Figura 1.2 para um dielétrico em forma de placa, com a polarizagdo uniforme
P perpendicular as suas faces. Notamos que a densidade de carga total é nula no interior do
dielétrico, mas ndo nas duas laminas de espessura d nas duas faces perpendiculares a P. As
cargas ndo nulas decorrentes da polarizacdo de dielétricos sdo denominadas cargas de polar-
iza¢do. No caso de polarizacdo uniforme, cargas de polarizacdo s6 aparecem na superficie dos
dielétricos.

Vamos obter a carga de polarizagdo AQp dentro do volume delimitado pela superficie
tracejada indicada na figura. A superficie intercepta um volume dxAA da regido da face
superior do dielétrico onde a densidade de carga é p = nq. Assim, a carga de polarizagdo
dentro da superficie fechada é

AQp = pdAA =ngAA = PAA.

Vocé pode verificar que este resultado é completamente equivalente a:

AQp = — ]{P -dA, (1.6)
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ou seja, a carga de polarizacdo num volume limitado por uma superficie fechada é o negativo
do fluxo do vetor polarizagdo através da superficie. Esta tiltima expressdo é geral e vale em
qualquer situagdo, ndo apenas para o caso de polarizacdo uniforme. Quando a polarizagao
ndo é uniforme (varia ao longo do volume do dielétrico) esta expressao indica que, além de
cargas superficiais, pode haver também cargas de polarizagdo no interior do dielétrico.

Como a distancia d é sub-microscépica, é conveniente tratar as cargas de polarizacdo su-
perficiais utilizando uma densidade superficial de carga, op definida de forma que dQp =
cdA. No exemplo da placa teremos:

op = pd = *tnqd = £tnpy = £P,

com os sinais positivo e negativo correspondendo as placas superior e inferior, respectiva-
mente.

A expressdo acima é um caso particular da expressdo geral para op que vale para uma
orientacdo qualquer da polarizacdo em relagdo a superficie do dielétrico, que pode ser obtida
da aplicando-se a Eq.(1.6):

Aqui 7 é o versor perpendicular a superficie do dielétrico apontando para fora. Verifique como,
no exemplo da placa, isto resulta em op = +P na face superior, op = —P na face inferior, e
op = 0 nas quatro faces laterais do dielétrico.

1.2 Campos elétricos num capacitor com dielétrico

Até aqui vimos como conhecendo P, a polarizacdo de um dielétrico, podemos obter a distribuicao
das cargas de polarizacdo. O que falta é, assim, poder prever qual serd a polarizagdo de um
dielétrico. O que caracteriza um material dielétrico é o fato de que os momentos de dipolo
moleculares induzidos e, portanto, a propria polarizagdo P sdo proporcionais ao campo elétrico
sobre as moléculas. Isto pode ser expresso em termos da relagdo

P(I‘) = X@EOE(r)7 (18)

onde x., a susceptibilidade elétrica, é um pardmetro adimensional que é caracteristico do ma-
terial. Em eletrostatica x. ¢ uma constante para cada material. (Sob campos varidveis no
tempo ele é uma funcdo da freqiiéncia.) Se o campo elétrico se torna muito intenso a resposta
do dielétrico deixa de ser linear e, eventualmente, ocorre o rompimento dielétrico, a cargas se
soltam dos dtomos e o material passa a ser condutor. A magnitude do campo elétrico que
provoca este rompimento é denominada rigidez dielétrica do material.

O campo elétrico que aparece na Eq. (1.8) E é o campo elétrico no ponto r resultante de
todas as cargas no sistema, inclusive das préprias cargas de polarizacdo. Como P depende do
campo total, teriamos que conhecer o campo para determinar as cargas de polarizacdo. Mas
teriamos que conhecer as cargas de polariza¢do para determinar E. O problema nao parece
simples, e realmente ndo o é numa situa¢do genérica. Mas em situagdes onde héd simetria
que permite utilizar a Lei de Gauss para prever os campos elétricos ele se torna quase trivial.
Vamos estudar uma destas situacdes.

Consideremos um capacitor de placas paralelas de drea A espacadas de uma distancia
d muito pequena preenchido por um dielétrico, como esquematizado na Figura 1.3. Seja
Qo = 0pA a carga dos seus eletrodos. Esta é a carga transferida pela bateria de uma placa para
outra. Estas cargas que se acumulam na superficie de condutores, que podem ser medidas
ou controladas externamente, sdo chamadas cargas livres. Elas originam o campo elétrico
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Campo elétrico da matéria polarizada
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Figura 1.3: Cargas e campos num capacitor com dielétrico. As cargas livres +Q nos eletrodos sdo a
fonte do campo Eq. As cargas de polarizagio +() p na superficie do dielétrico sdo a fonte do campo Ep.
E é o campo resultante no interior do capacitor que determina a polarizagdo P do dielétrico.

E,, indicado na figura, que seria o campo elétrico resultante se o dielétrico ndo estivesse
presente. Este campo é praticamente uniforme em todo o interior do capacitor, e s6 varia
significativamente perto das bordas. Denotando por Z a perpendicular as placas no sentido
de E, ele se escreve:
EO == @ 2
€0

Néao conhecemos o tamanho da polarizagdo do dielétrico, mas pela simetria do problema
ela deve ser paralela ao campo E;, como indicado na figura, e também uniforme. Esta
polarizacdo uniforme P = P Z resulta nas cargas de polarizacdo (Qp = FopA, onde, da
Eq. (1.7), op = P, distribuidas uniformemente nas faces do dielétrico. Estas cargas, por sua
vez, ddo origem ao campo elétrico Ep como indicado, também aproximadamente uniforme
em todo o interior do capacitor:

1
Ep=-2P:—__p

€0 €0

Note que o campo devido as cargas de polarizacdo é no sentido contrario do vetor polarizagao
e se opde ao campo E, das cargas livres. O campo elétrico resultante entre as placas do
capacitor é a soma vetorial destas duas contribuic¢des, e portanto também uniforme:

Podemos agora utilizar a Eq. (1.8), P = x.€oE para eliminar P desta equagdo, obtendo
E=E; - x.E
Isolando o campo elétrico resultante E, obtemos finalmente,

EO E() 1O'OA
E = =0__0z
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Figura 1.4: Lei de Gauss na presenga de dielétrico polarizado.

A constante dielétrica

O problema esta resolvido e o resultado mostra que, para uma dada carga livre )y nas placas,
o campo elétrico no interior do capacitor com dielétrico é reduzido em relagdo ao campo do
capacitor em vacuo devido a polarizacao do dielétrico. O fator de reducdo

k=14 xe

é a constante dielétrica do material.
Tendo obtido o campo resultante, a polarizac¢do segue da Eq. (1.8)

P = x.60E = &00 zZ,
K
que resulta para as cargas de polarizacdo (com x,. = xk — 1)

-1 -1
. 0o, Ou QP:K;

Qo-

K

1.3 Vetor deslocamento elétrico

Os resultados anteriores foram obtidos no caso particular do capacitor de placas paralelas. Em
capacitores com outra geometria, as relagdes entre os campos elétricos e as cargas livres ou de
polarizacao serdo diferentes. A ndo ser em determinadas geometrias (o capacitor plano sendo
uma delas), os campos elétricos e as polarizagdes, ndo serdo uniformes, mas terdo uma de-
pendéncia espacial ditada pela configuracdo das placas do capacitor. Entretanto, se o espaco
entre as placas de um capacitor qualquer estiver completamente preenchido com um tnico
dielétrico de constante x, o resultado serd o mesmo, ou seja: para uma dada carga livre nas
placas do capacitor, o campo elétrico resultante entre elas serd E(r) = ~Ey(r). Vamos ver
porque isto acontece.

Vamos aplicar a lei de Gauss a uma superficie que contenha em seu interior tanto cargas
livres quanto cargas de polarizagdo, como a superficie S indicada pela linha tracejada da
Figura 1.3:

1
€0

f E - -dA = lQS = (Qlivre + onl) :
s €0
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Campo elétrico da matéria polarizada

O campo elétrico E é o campo resultante em cada ponto da superficie S e a carga )5 é a carga
total dentro da superficie que envolve tanto as cargas livres quanto as cargas de polarizagéo.
No caso da superficie na placa superior do capacitor da Figura 1.3: Qg = —Qo + @p. Para
qualquer caso em que haja um dielétrico polarizado, a carga de polarizacdo dentro de uma
superficie qualquer é determina pela polarizagdo do dielétrico P, através pela Eq. (1.6)

Qm:—deA

Podemos, entdo, reescrever a Lei da Gauss na forma

eofE-dAanwe—fP-dA,
S

f (€0E + P) -dA = Qlivre-

Isto mostra que o fluxo da combinagdo vetorial ¢)E + P sobre uma superficie qualquer é de-
terminado apenas pelas cargas livres internas a superficie. A este vetor obtido da combinacao
de campo elétrico com polarizacdo elétrica se d4 o nome de deslocamento elétrico:

ou

D = ¢E + P. (1.9)

Note que esta defini¢do ndo passa de um artificio matematico: os dois vetores somados, ¢ E
e P, ttm a mesma dimensdo, mas representam grandezas de natureza completamente difer-
entes. O vetor D, portanto, ndo representa nenhuma grandeza fisica diretamente mensuravel.
Mesmo assim ele é utilizado porque simplifica os cdlculos em alguns casos. O equivalente da
Lei de Gauss para D fica,

7{ D - dA = Qjivre, (1.10)
S

e envolve apenas as cargas livres dentro da superficie.
Utilizando a Eq. (1.8), P = x.eoE, obtemos que dentro de um dielétrico vale

D = (1+ x.)eE = keE = €E. (1.11)

O parametro € = ¢y é uma outra maneira de expressar a constante dielétrica. Este parametro,
por analogia com ¢, é denominado permissividade elétrica do material.

Observe que a Lei de Gauss para D, a menos do fator ¢, é equivalente a do campo elétrico
E, devido apenas as cargas livres. No caso de um capacitor com o espaco entre as placas
preenchido completamente com um tnico dielétrico, determinar D utilizando a Eq. (1.10) é
completamente similar a determinar o campo elétrico das cargas livres E,.!

'E importante salientar que este resultado simples ndo é geral. Ele s6 vale em situages de alta simetria onde
existem as chamadas superficies gaussianas. O motivo é que a similaridade entre as equagdes para D e o campo
elétrico das cargas livres egEg ndo é completa. Os seus fluxos sobre uma superficie fechada sao idénticos, mas o
campo elétrico é sempre conservativo o que ndo é o caso do vetor deslocamento elétrico. A integral de linha de
D num circuito fechado qualquer, como o circuito ¢ indicado na Figura 1.4, é:

%D-ds:%(eoE—l—P)-ds:%eEo-ds—&-j{Pds.

Como o primeiro termo da soma é sempre nulo para o campo eletrostatico, segue que

%D-ds:?{P~ds.
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Assim, para o capacitor da Figura 1.4 podemos aplicar a Lei de Gauss para D na superficie
S, por exemplo, e obter
D= 0o Z.

Com isso,

1 o1y (o1y)
E=-D=—2=—2.
€ € KE€Q

Este resultado é idéntico ao obtido na se¢do anterior onde consideramos as cargas de polarizagao
explicitamente.

1.4 Resumo

(16) onl = — f P-dA (17) Opol = P-n
S

€o % E.-dA = Qlivre + onl
S
(1.9) D=¢E+P=cE (1.10) ]{ D-dA = Qi
S
(1.8) P=x.e0E (1.11) D=¢E

e = (14 xe)eo = Keo

Assim, a integral de linha do vetor D num circuito fechado pode ndo ser nula. Este é o caso no circuito ¢ exempli-
ficado, ja que P s6 é ndo nulo no interior do dielétrico. Isto faz com que, em geral, o vetor D ndo se comporte
como um campo eletrostético.

Lembre-se que a solugdo que estamos assumindo para o capacitor plano (um campo uniforme no interior e
nulo do lado de fora) é uma aproximagdo que s6 vale longe das bordas. Na regido em torno das bordas o campo
elétrico se modifica e s6 se anula gradualmente do lado de fora do capacitor. A circuitagdo do campo elétrico
real, mesmo num circuito como ¢, é sempre nula. Isto ndo acontece com a circuitagdo de D porque na parte do
circuito dentro do dielétrico, onde P = ¢y x.E, D = ¢E, mas do lado de fora P = 0e D = ¢yE.
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Campo elétrico da matéria polarizada

1.5 Exemplo

Um capacitor de placas paralelas de drea A é
preenchido com dois dielétricos de constantes
K1 € kg com espessuras d; e dp, respectiva-
mente, como mostra a figura ao lado, de forma
que a separagdo entre as placas é d = d; + ds.

Qual é a capacitancia do sistema?

di

dy

Figura 1.5: Capacitor plano com dois
dielétricos.

Para determinar a capacitancia, supomos cargas livres £, nos eletrodos, como esquema-
tizado na Fig. 1.6. Por simetria, estas cargas se distribuem uniformemente nas superficies
internas dos eletrodos. Assim, o vetor deslocamento elétrico é uniforme no interior do capac-
itor apontando na dire¢do da placa com +(@) para a placa com —(). Nesta geometria, a lei de
Gauss para o vetor D aplicada as superficies S; ou S; indicadas na figura, resulta que o vetor
deslocamento elétrico é o mesmo nos dois dielétricos. Explicitamente:

Di=Dy=D=

Qo

= 09-

A

Na Fig. 1.6 o vetor D esté representado por linhas de forga.

s
0=—-Q/A ey
_QO ”””” - - - - S el - - :’ -
|
dy
DAAAAAAAAAALAALAALAALAALALD
\77777\ (12
+Qu A
o =+Q/A R

Figura 1.6: Vetor deslocamento elétrico D no
capacitor plano com dois dielétricos. Nesta
geometria, D é determinado apenas pelas car-
gas livres Q.

I
Bl T SRR S SIE I 1[7{7}] - 40,
E, = ﬁ A A A A A A A A A
L I A P T P e @
+ ¥ ] ¥ ¥ ¥ ¥ Ty
E, = éD A A A A A A A A A AL 7@{1
+Qo[F T T T T T F F % 7 T 7 7 T :+7+

Figura 1.7: Campo elétrico no capacitor
plano com dois dielétricos. As cargas de
polarizacdo @’ nas superficies dos dielétricos
também estdo indicadas.

Como D = eFE = kepE, 0 campo elétrico é diferente em cada dielétrico, ou seja

D
Elz—
€1
F =
D
Ey=—
€2

1 G

K1€gA’

1 Qo

K2egA’

no dielétrico 1

no dielétrico 2.

Na Fig. 1.7 o campo elétrico é representado por linhas de forca assumindo x; = 3 e Ky =
2. Também estdo indicadas as cargas de polarizacdo ()’ nas superficies dos dielétricos. E a
presenca dessas cargas de polarizagdo que provoca a descontinuidade do campo elétrico na

interface entre os dois dielétricos.

FAP2292
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Campo elétrico da matéria polarizada

A diferenca de potencial entre os dois eletrodos fica

d d
V = Eydy + Eydy = (—1 T —2) Qo
EoA

R1 R2

Como V = Qy/C, obtemos
€A
C=—F
d1 / K1+ d2 / K9
O resultado mostra que o sistema é equivalente a associa¢do de dois capacitores em série, um
com capacitancia C = k1(€gA/d;) e 0 outro com capacitancia Cy = ka(€gA/dz).

Para ilustragdo vamos considerar um exemplo especifico. O capacitor tem drea A =
1,00 cm? e espagamento d = 50 um. O preenchimento é feito com uma camada de d; = 25 ym
de espessura de poliestireno (k; = 2,6) e outra de d = 25 um de neopreno (ky = 6,7).

Para capacitancia, a expressdo anterior resulta (com ¢, = 8,8542 pF/m)

C = 66,3 pF.

A sua capacitancia em vacuo seria Cy = €pA/d = 17,7 pF.
Suponhamos que ele esté ligado a uma bateria cuja forga eletromotriz é de 100 V. Quais
serdo 0s campos e cargas no sistema?

e A carga livre, nos eletrodos, serd simplesmente
Qo =CV =6,63nC,
correspondendo a uma densidade superficial de carga de

@

1= 6,63 nC/cm? = 6,63x10* nC/m? = 6,63x107° C/m?.

0o

e Isto é numericamente igual ao médulo do vetor deslocamento elétrico no interior do
capacitor

D =0y =6,63x107° C/m?.
e As polarizagdes dos dielétricos podem ser obtidas de

1
DzeoE—l—P:eE:meoE:P:(1——)D,

K

resultando

P, = 4,08x107° C/m? no poliestireno e
P, = 5,64x107° C/m? no neopreno.

Como nesta geometria op = P, seque que as cargas de polariza¢do sdo

Q, = AP, =4,08nC, no poliestireno e
Qy; = AP, =564 nC, no neopreno.
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Campo elétrico da matéria polarizada

e O campo elétrico, de D = €F, resulta

1 D

E; = — — =288x10° V/m, no poliestireno e
K1€g
1 D ;

E, = — — =1,12x10" V/m, no neopreno.
K2 €g

Para comparagéo, os valores da rigidez dielétrica dos dois materiais sdo 24x10° V/m e
12x10° V/m, respectivamente.

Se o capacitor tivesse ar entre suas placas, com Cy = 17,7 pF, a tensdo necessdria para
obter a mesma carga livre () = 6,63 nC seria V; = Qy/Cy = 374 V. O campo elétrico
entre as placas seria seria Ey = D /ey = Vy/d = 7,49x10° V/m, acima da rigidez dielétrica
do ar que é de 3x10° V/m, e o capacitor ndo suportaria a tensdo aplicada. Com uma
tensdo V = 100 V o campo elétrico seria F = V/d = 2,00x10° V/m, com uma carga livre
de apenas @y = C)V = 1,77 nC.
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