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Descrição do problema físico  

 
 

Figura 1 
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Descrição do problema físico 

Modelo 1 – Barra de Bernoulli-Euler 
Modelo 2 – Barra de Timoshenko 
Modelos 3 a 6 – Modelos de EPT – Estado Plano de Tensão 

 
Relação ℓ/h – 100, 10 e 5 
Força P – Normalizada para a tensão máxima prescrita pelo modelo de 
Bernoulli-Euler. Seja 0,9∙τy, onde τy é a tensão de escoamento do 
alumínio. 
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Modelo de barra 

Figura 2 
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Modelo de Estado Plano de Tensão 

Figura 3 
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Modelo de Estado Plano de Tensão 

Condições de contorno em deslocamentos: 
 

𝑢𝑢 0, 𝑧𝑧 = 0 
 

𝑤𝑤 0, 𝑧𝑧 = 0 
Condições de contorno em forças de superfície: 

 

𝑻𝑻𝑻𝑻 = 𝒇𝒇𝑆𝑆 
• Para as bordas livres: 

𝜏𝜏𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑥𝑥, ℎ 2⁄ = 𝜏𝜏𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑥𝑥,−ℎ 2⁄ = 0 
 

𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥, ℎ 2⁄ = 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥,−ℎ 2⁄ = 0 
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Modelo de Estado Plano de Tensão 

• Para a borda definida por 𝑥𝑥 = ℓ: 
 

𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 ℓ, 𝑧𝑧 = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑆𝑆 ℓ, 𝑧𝑧 = 0 
 
 

𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 ℓ, 𝑧𝑧 = 𝑓𝑓𝑧𝑧𝑆𝑆 ℓ, 𝑧𝑧  
 
 

� −𝑓𝑓𝑧𝑧𝑆𝑆 𝑙𝑙, 𝑧𝑧 𝑏𝑏 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑃𝑃

= 𝑃𝑃 
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Modelo de EPT simplificado  

Determinar uma solução analítica para o modelo da Figura 2 é 
extremamente complexo. Considera-se alternativamente o seguinte 
modelo: 
 

Figura 4 

PEF3302 – Mecânica das Estruturas I 



Modelo de EPT simplificado  

Assume-se a seguinte distribuição de tensões: 
 

𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 =
𝑃𝑃(ℓ − 𝑥𝑥)

𝐼𝐼
𝑧𝑧 =

𝑃𝑃(ℓ − 𝑥𝑥)
𝑏𝑏𝑏𝑏
12

𝑧𝑧 =
12𝑃𝑃(ℓ − 𝑥𝑥)

𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑧𝑧 

 

𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 = −
3𝑃𝑃
2𝑏𝑏𝑏

1 −
4𝑧𝑧2

ℎ2
= −

𝑃𝑃
2𝐼𝐼

ℎ2

4
− 𝑧𝑧2  

 

 

𝜏𝜏𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 = 0 
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Modelo de EPT simplificado  

Seja o equilíbrio diferencial: 
 
 

𝜕𝜕𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0 
 

 

 

 

𝜕𝜕𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜏𝜏𝑧𝑧𝑧𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0 
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Modelo de EPT simplificado  

E as equações constitutivas: 
 

𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐸𝐸

=
𝑃𝑃(ℓ − 𝑥𝑥)

𝐸𝐸𝐸𝐸
𝑧𝑧 

 

 

𝜀𝜀𝑧𝑧𝑧𝑧 = −𝜐𝜐
𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐸𝐸

= −
𝜐𝜐𝑃𝑃(ℓ − 𝑥𝑥)

𝐸𝐸𝐸𝐸
𝑧𝑧 

 

 

𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐺𝐺

= −
𝑃𝑃
2𝐺𝐺𝐺𝐺

ℎ2

4
− 𝑧𝑧2  
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Modelo de EPT simplificado  

Por integração, chega-se em: 
 

𝑢𝑢 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 = −
𝑃𝑃
2𝐸𝐸𝐸𝐸

𝑥𝑥2 − 2ℓ𝑥𝑥 𝑧𝑧 −
𝜐𝜐
6𝐸𝐸𝐸𝐸

𝑃𝑃𝑧𝑧3 +
𝑃𝑃𝑧𝑧3

6𝐺𝐺𝐺𝐺
+ 𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑖𝑖 

 

 

𝑤𝑤 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 = −
𝜐𝜐𝜐𝜐
2𝐸𝐸𝐸𝐸

ℓ − 𝑥𝑥 𝑧𝑧2 +
𝑃𝑃
6𝐸𝐸𝐸𝐸

𝑥𝑥3 − 3ℓ𝑥𝑥2 + 𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝑗𝑗 
 

 

𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥 0,0 = 𝑒𝑒 + 𝑑𝑑 = −
𝑃𝑃𝑃𝑃
8𝐺𝐺𝐺𝐺
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Modelo de EPT simplificado  

Condições de contorno em termos de deslocamento: 
 

 

𝑢𝑢 0,0 = 0 
 

 

 

𝑤𝑤 0,0 = 0 
 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

0,0 = 0 
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Modelo de EPT simplificado  

Figura 5 – Fator de magnificação de 30 
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Modelo de EPT simplificado  

Tabela 1 
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Comparativo de modelos analíticos 

Define-se: 
 

𝑟𝑟𝑤𝑤 =
𝑤𝑤� − 𝑤𝑤𝐵𝐵𝐵𝐵
𝑤𝑤𝐵𝐵𝐵𝐵𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ∙ 100 

Onde: 
𝑤𝑤�  - Deslocamento do eixo segundo Timoshenko ou EPT simplificado 
𝑤𝑤𝐵𝐵𝐵𝐵  - Deslocamento segundo Bernoulli-Euler 
𝑤𝑤𝐵𝐵𝐵𝐵𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 - Deslocamento máximo segundo Bernoulli-Euler (parâmetro de 
normalização) 
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Comparativo de modelos analíticos 

Simplificando-se: 

𝑟𝑟𝑤𝑤 =
𝑘𝑘
2

ℎ
2

2 𝑥𝑥
ℓ
∙ 100 

 
 

Tabela 2 
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Modelo de Elementos Finitos 

Figura 6 
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Modelo de Elementos Finitos 

Figura 7 
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Modelo de Elementos Finitos 

Figura 8 
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Comparativo de modelos 
Tabela 3 
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Comparativo de modelos 

Figura 9 

PEF3302 – Mecânica das Estruturas I 



Comparativo de modelos 

Figura 10 – 𝐱𝐱 = ℓ 𝟐𝟐⁄  
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Comparativo de modelos 

Figura 11 – 𝐱𝐱 = ℓ 𝟐𝟐⁄  
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Comparativo de modelos 

Figura 12 - 𝐱𝐱 = 𝟎𝟎 
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Comparativo de modelos 

Figura 13 - 𝐱𝐱 = 𝟎𝟎 
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Comparativo de modelos 

Figura 14 - 𝐱𝐱 = ℓ 𝟐𝟐⁄  
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Comparativo de modelos 

Figura 15 - 𝐱𝐱 = ℓ 𝟐𝟐⁄  
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Comparativo de modelos 

Figura 16 - 𝐱𝐱 = 𝟎𝟎 
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Comparativo de modelos 

Figura 17 - 𝐱𝐱 = 𝟎𝟎 
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Comparativo de modelos 

Figura 18 
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Comparativo de modelos 

Figura 19 - 𝐱𝐱 = 𝟎𝟎 
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Comparativo de modelos 

Figura 20 - 𝐱𝐱 = 𝟎𝟎 
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Comparativo de modelos 

Figura 21 - 𝐱𝐱 = 𝟎𝟎 
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