LES 201
Matematica Aplicada a Economia

Aulas 15¢ 16
Otimizag¢ao Nao Condicionada

Marcia A.F. Dias de Moraes

Otimizacgao
Equilibrio: resultado da interagdo impessoal de forgas
* Nao requer esfor¢o de ninguém para se atingir as metas

Ex: equilibrio de mercado

forga demanda x forga oferta

familias firmas
— ninguém esta buscando preco e quantidade de equilibrio
especificos

Problemas de OTIMIZACAO: busca-se atingir uma meta

— 0 equilibrio ¢ a posi¢do 6tima para uma unidade

26 ¢27/09/2016 - e
econdmica (familia, firma, etc)
— existem técnicas de determinagdo da posigdo 6tima
T Otimizagdo Ndo Condicionada
Otimizacao .,
1 variavel de escolha
o . . 1 variavel Valores 6timos e valores extremos
Nao condicionada L Otimizacio: escolha da melhor al . el
n variaveis — Otimizagao: escolha da melhor alternativa possive
Otimi Za(;ﬁo — baseada em algum critério: maximizagdo, minimizagdo
o 1 variavel « Maximizagao
Condicionada S — Lucro da firma; Utilidade do consumidor;
n variaveis Taxa de crescimento do bem estar
Chiang ¢ Minimizagdo

Cap. 9 — Otimizagao néo condicionada — 1 variavel de escolha
Cap 11 - Otimizagdo ndo condicionada — n variaveis de escolha

Cap 12 — Otimizagdo condicionada

— Custo; Distancia; Perdas
Matematicamente: Achar os extremos das fungdes
=> Pontos de Maximo ou de Minimo da fungao

Otimizagao
PASSOS

I) Delinear a funcio objetivo

IT) Condigoes de 1a. Ordem

IIT) Condicoes de 2a. Ordem

Otimizagao
PASSO 1: Delinear a funcio objetivo
» Varidvel dependente:
— representa o objeto da maximizag@o ou da minimizagdo
» Variaveis independentes

— sdo aquelas cujas grandezas podem ser selecionadas,
com vistas & otimizagdo

— SAO AS VARIAVEIS DE ESCOLHA

Esséncia do Processo de Otimizacao

Determinacao do conjunto de variaveis de escolha que geram
0 maximo ou minimo (extremo) da fun¢do objetivo




Otimizag¢ao
Ex: Firma deseja maximizar o lucro ()

Funcgdo objetivo:

* Objetivo da maximizago :

» Variavel de escolha:

Problema:

Otimizacao Nao Condicionada

A) Uma variavel

Dada y = f{x), continua e que possui
derivadas continuas

* Procedimento da maximizagdo (ou
minimizacao):
achar o valor de x que maximize (ou
minimize) o valordey

Otimizagdo Nao Condicionada — 1 variavel

Exemplos de fungdo objetivo
a) Funcdo objetivo =cte: y=k
* Todos os valores de x correspondem ao mesmo

y
* Nio existem escolhas a serem feitas

Y

X X2 X3 X

Otimizagao Nao Condicionada — 1 variavel

Exemplos de fungdo objetivo

b) Funcgédo objetivo monotonamente crescente

* Se o dominio for R*, ndo existe ponto de
maximo

*  Ponto D: ponto de minimo absoluto (ou
global)

Otimizagao Ndo Condicionada — 1 variavel

¢) + comum em economia

Achar Maximo e Minimo Global:
Se conhecer todas as abscissas
dos pontos de maximos e
minimos, estimam-se: os valores
da fungdo nestes pontos, 0s
valores da fung¢@o dos pontos
extremos do dominio, e compara
os valores da fungao

Pontos de Minimo Pontos de Maximo

—Uma func@o pode admitir varios extremos relativos

Otimizagdo Nao Condicionada — 1 variavel
Questao: como achar os extremos?

PASSO II: Condicio de 1a. Ordem: Teste da Derivada
Primeira

Dada uma func¢@o continua, y = f(x), se um
extremo relativo ocorre em X = X, entdo:

J(x,)=0

Fungdes continuas:
+ extremos ocorrem em f'(x,) =0
* f'(x,) =0 pode ser ponto de maximo e de minimo




Otimizagdo Nao Condicionada — 1 variavel

Y A D

v

Xo X X, X4

Otimizagdo Ndo Condicionada — 1 variavel
Se 17(x,) = 0 entdo f(x,) é:

- Maximo relativo :

f’(x,) muda o sinal para da
esquerda de x,, para a direita de x,

* Minimo relativo:

f’(x,) muda de sinal para da
esquerda para a direita de x,

* Ponto de inflex@o (nem maximo nem minimo)

Otimizac¢do Nao Condicionada — 1 variavel
Note que: f'(xy) =0

* E condicdo necessaria mas ndo suficiente
para f(x,) ser ponto de extremo

—Pode ser ponto de inflexao

* Extremo: deve ocorrer também mudanga de
sinal de f"(x)

Otimizagao Nao Condicionada — 1 variavel
Pontos de Inflexdo: f'(x,) =0 ou f'(xy) # 0

Otimizagdo Ndo Condicionada — 1 variavel
IIT) Condi¢ao de 2a. Ordem — Teste da Derivada 2?
Se a derivada primeira de uma fung¢@o no ponto x =X é:
f’(x¢) = 0, entdo o valor da fung¢éo neste ponto f (x,) sera:
a) max. relativo (ou maximo local) se f’(x,) <0
b) min. relativo (ou maximo local) se £’(x,) > 0

{f'(xo)=0

) O:xoéabscissade
X,) <

S (%) =0
S (x)>0

=x, ¢ abscissa de

Otimizagao Nao Condicionada — 1 variavel

+ f’(x): mede a taxa de variagio da FUNCAO ORIGINAL

« f7'(x): mede a taxa de variagdo da f’(x) (DERIVADA
PRIMEIRA )

Quando x aumenta:

» f'(xy) >0 valor da funcdo original tende a CRESCER
* f'(xy) <0 wvalor da fun¢do original tende a DECRESCER

» °(xy) > 0 a inclinagdo da curva original tende a CRESCER
* f°(x¢) <0 ainclinagdo da curva original tende a DECRESCER




Otimizagao Ndo Condicionada — 1 variavel
f'(x,) >0  ainclinagdo da curva é POSITIVA E CRESCENTE
{ " o valor da fun¢do AUMENTA A TAXAS CRESCENTES
Sinais de Propriedades do Forma Geral do S (x)>0
Fef Grifico de f Grifico de f . Lo ~ .
{f (x,) >0 ainclinagio da curva ¢ POSITIVA E DECRESCENTE
f'x)>0 f crescente " & 7 2CRESCE T
£ 20 f clincaya pars, cima / f'(x,)<0 o valor da fungdo AUMENTA A TAXAS DECRESCENTES
f'x)>0 f crescente
f'"(x) <0 f concava para baixo /
f'(x) <0 f decrescente \
“; ((x)) >:,) ; :’"Cava pf'a e {f '(x,) <0 ainclinagio da curva ¢ NEGATIVA E DECRESCENTE
'(x) < ecrescente . ~
) <0 ' concava para baixo _\ f'(x,)<0 o valor da fungdo SE REDUZ A TAXAS CRESCENTES
/(%) <0 ainclinagdo da curva é NEGATIVA E CRESCENTE
f'x,)>0 o© valor da fun¢do SE REDUZ A TAXAS DECRESCENTES
INTERPRETACAO GEOMETRICA DERIVADA 2, INTERPRETACAO GEOMETRICA DERIVADA 2.
f(x) Ax) = f(x) D(x,) =
B(x,) = E(x5) =
C(xy) = F(x¢) =
X, X, X X X, X X X
Otimizagdo Ndo Condicionada — 1 variavel Otimizagdo Nao Condicionada — 1 varidvel
Roteiro para otimizagdo ndo condicionada Roteiro para otimizagéo ndo condicionada -
Para uma fungdo objetivo com 1 variavel independente, continuagao
dentro do dominio [a,b]
1. Condigdo necessaria (CPO) . N . .
1.1) calcule £(x) 3. Determina¢@o de minimo (maximo) local
1.2)f’x)=0 —  x*  (valor critico de x) geral

2. Condigéo suficiente (CSO)

~ « .
2.1 caleule £ (x) Inspecao entre os valores f(x*), assim como

2.2) se: entre valores de f(a) e f(b) (pontos extremos
£ (x*) <0 — Maximo Local de dOl’l’lﬁliO)
£ x*) >0 —  Minimo Local

7 (x*) =0 —  provavelmente inflexdo




Otimizagdo Nao Condicionada — 1 variavel
Pontos de Inflexdo

A Px) =1 (x)=0
f77°(x0) = 0
— X, € abscissa de ponto de inflexdo, com reta tangente
paralela ao eixo das abscissas

B) f7(xp) =0
f(xy) =0
77’ (xg) = 0

Note que para ponto de inflexao
ndo ¢ necessario que f '(x,) =0

— X, € abscissa do ponto de inflexdo, com reta tangente
obliqua ao eixo das abscissas

Otimizagao Nao Condicionada — 1 variavel

4) Generalizagdo do Critério
Teste da derivada enésima. Se:
Fr(x) =7 (x) =" (x) = ... £ () =0
e
fr(x,) #0
Entdo:
a) Sen forimpar: — x ¢ abscissa de ponto de inflexao
b) Sen for par:
b.1) fo(x,) > 0 — x¢abscissa de minimo relativo
b.2) fr(x,) < 0 — xéabscissade maximo relativo

Otimizagao Nao Condicionada — 1 variavel

Aplicagdo Numérica

a) y=x y=(7x)*

Otimizagao Nao Condicionada — 1 variavel

Ex 1: Ache os pontos de maximo ou de minimo da fungdo. Dado o
intervalo [-4,2], obter os pontos de maximo e minimo absolutos.

e
f(x)=?+x2—3x

Otimizagao Nao Condicionada — 1 variavel
Ex 2: Maximizagao Lucro - Dadas as fungdes de receita e Custo,
qual a quantidade que maximiza o lucro? Qual o valor do lucro?
R(Q) = 1000 Q — 2Q?
C(Q) = Q¥ - 59Q2 + 1315Q + 2000

Otimizagao Nao Condicionada — 1 variavel
Ex 2: Maximizag¢@o Lucro - Fungdo genérica
R(@Q) =P.Q CQ =1 LQ=RQ) -C(Q)
Para maximizar lucro:
1)  Condigdes de la. Ordem

2) Condigdes de 2a. Ordem




Ex 2: Maximizagao Lucro - Funcdo genérica - Graficamente

Otimizagao Nao Condicionada — 1 variavel
Ex 3: Maximizac¢do Renda Fiscal de um imposto especifico
Seja: R©)=-a0*+p0
C(Q)=aQ’ +bQ+c
LQ)=R(Q)-C(Q)

O governo planeja por um imposto especifico sobre o produto da
firma

!

Objetivo: Maximizar receita tributaria oriunda desta fonte

Questdo: Dada a fungdo receita tributaria: 1 =10
qual a aliquota ¢ a ser escolhida pelo governo?

Otimizagao Nao Condicionada — 1 variavel

Resolugao

Otimizac¢ao Nao Condicionada

Mais de uma variavel de escolha

Otimizag¢ao Nao Condicionada
Mais de uma variavel de escolha
Firma que produz n produtos:
Maximizacao lucro: achar niveis 6timos de
produgdo de varios produtos
Caso (a) : 2 variaveis de escolha: x; e x,
Suposig¢ao:
» funcdo objetivo possui derivadas parciais
continuas até as ordens desejadas

— Garantir a diferenciabilidade da fungado
objetivo e de suas derivadas parciais

Otimizag¢ao Nao Condicionada
Mais de uma variavel de escolha
Processo otimizagao
* Da mesma forma que 1 variavel de escolha,
o critério para se achar os maximos e
minimos relativos baseia-se nas condigoes:
— Primeira Ordem — CPO (derivada primeira = 0)
— Segunda Ordem — CSO (sinal derivada 2a.
no(s) pontos(s) criticos)
* Diferenca: no caso de mais variaveis
trabalhamos com derivadas parciais




Derivadas Parciais de la. ordem

Funcdo z = f (x,y) pode gerar
derivadas parciais de la. Ordem:

_ 0z _ 0z
e e pey

Derivadas Parciais de 2a. ordem

Simbologia

Derivadas parciais de 2a. ordem
Simbologia

9 z 8y
(fy)_i(a )__

S = ay  ay ay

Derivadas Parciais Cruzadas

Simbologia

PN AN

V= ox\ dy - axady
d (0z\ 9’z

fix=—|— =
dy\ox | odyox

* Medem a taxa de mudanga de uma derivada parcial com
respeito a outra variavel

Derivadas parciais cruzadas
Teorema Young:

fxp) =f ()

Observacao:

Jox(x, y)
fw(x,y) E ovalordas derivadas no ponto (x,y)

Soy(x,y)

z=x +5xy-)°

— Obtenha as derivadas parciais de 2a. ordem




Condicdes para extremo para fung¢do de duas variaveis
Dada z = f (x.y)

Condigdo Maix. Local Min. Local

Primeira Ordem
(CPO) Necessaria

Segunda Ordem
(CSO)

Se: fxx . fyy < (fxy*
Se: fix . fyy = (fxy)*

Fungdo de 2 variaveis: pontos de maximo e¢ de minimo

U

Figura 11.1

Fungdo de 2 variaveis: pontos de maximo e de minimo

(a) (b)

Figura 11.2

Funcgdo de 2 variaveis: pontos de Sela e de Inflexao

O CASO DE MAIS DE UMA VARIAVEL DE ESCOLHA

Figura 11.3

Exemplo:
a) Achar as derivadas parciais primeiras e segundas para a fungao:

7=8x3+2xy-3x>+y*+1




b) Verificar as condigdes de primeira ordem:

fx=24x" +2y - 6x Jy=2x+2y
24x* +2y-6x=0
2x+2y=0

¢) Verificar as condigdes de segunda ordem:

d) Qual o valor da fun¢@o no ponto de minimo?

Ex: Chiang, p. 311

Considere uma firma que produz dois produtos sob competi¢ao
perfeita (pre¢os dados exogenamente), com pregos P, e P,; O
custo de produgdo da firma ¢ dado pela fungdo:

C=2Q7+QQ,+2Q,

a) Ache Q, e Q, que, combinados, maximizam o lucro da firma

Ex: Idem anterior, s6 que neste caso o mercado ¢ monopdlio.
Considere que as demandas pela firma monopolista sdo as
seguintes:

Q,=40-2P, +P
Q,=15+P,-P,

Funcao objetivo com n varidveis

Condicao de 1a. Ordem (CPO)
fi =f= - f=0

Condi¢do de 2a. Ordem

Analisar o sinal do Determinante Hessiano H;
onde H; :
¢ 0 iésimo menor principal do Hessiano H
(subdeterminante formado pela reteng¢do dos

iésimos elementos da diagonal principal de
H.




Fungao objetivo com n varidveis
Determinante Hessiano: ¢ um determinante que possui como
elementos derivadas parciais de 2* ordem

Otimizacio NAO CONDICIONADA: Caso de 2 varidveis:

Z=1f(xy)

Condicdo de 2a. ordem H2
Minimo ‘Hl‘ >0 Miximo ‘Hl‘ <0
Local ‘HZ‘ >0 Local ‘HZ‘ >0

Otimizacao NAO CONDICIONADA: Caso de 3 variaveis

foo fv S
H|=\fx fiv fiz
fx fy [z

Condig¢ao de 2a. ordem

i |H1>0 |H1 <0

mimo M’ 1

Local  [H2>0 Local | [H2]>0
‘H3‘ >0 ‘H3‘ <0

Otimizagdo NAO CONDICIONADA, para o caso de n variaveis:

fox! foo.. fin

|H| = [
fox  fny ... fon
HN

Condigao de 2a. ordem

. |H1|>0 . ‘Himpar‘ <0
Minimo Maéximo
Local |H2]>0 Local ‘Hpar‘ >0

‘Hn‘ >0

Otimizagio NAO CONDICIONADA, caso de n variaveis
Critérios para pontos extremos

Condicdo Max. Local Min. Local

Primeira Ordem

(CPO) Necessaria J1=0= i fu= 011 =fo= o 1, = 0

|Hi| > 0 para i par
H!

Segunda Ordem |Hil > 0 para qualqueri

(CSO)

< Oparaiimpar
Sempre positivo
Alterna sinal Pre p

Ex.: Ache os valores extremos da fungdo
3 2 2
z=-x +3xx, +2x, —x,” —3x,

Ler exemplo 1 Chiang, pag 299

Fazer Exercicios do Chiang: 11.4, exercicios 1 a 4
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