Aula 15

Integrais indefinidas

15.1 Antiderivadas

Sendo f(x) e F(z) definidas em um intervalo I C R, dizemos que

F é uma antiderivada ou uma primitiva de f, em I, se F'(x) = f(z)

para todo = € I.
Ou seja, F' é antiderivada ou primitiva de f se F' é uma funcdo cuja derivada é f.

Como primeiros exemplos, temos

f(x) primitiva de f(z)
322 a3

2 2x

e’ e’

sen x —CcosT

Observacao 15.1 Se F' € antiderivada de f em I, e ¢ € uma constante, entdo '+ ¢
também € uma antiderivada de f em I.

De fato, se F'(x) = f(x), para todo x € I, entdo

[F(z)+c] = F'(x) = f(x), e portanto F'(x) + ¢ também é uma antiderivada de
f(x)emI.

Assim, por exemplo 23, 23 + 5 e 23 — \/2 s3o primitivas de 322.

Veremos agora que, em um intervalo 7, duas primitivas de uma mesma funcao
diferem entre si por uma constante.

Proposicao 15.1 Se F e F;, sdo antiderivadas de f, em [ C R, entdo existe c € R
tal que Fy(x) = Fy(x) + ¢, para todo x € I.
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Para demonstrar a proposicao 15.1, faremos uso do seguinte resultado.

Lema 15.1 Se f € continua no intervalo [a,b] e f'(x) = 0 para todo x €la,b|, entdo
f € constante em [a,b], ou seja, existe ¢ € R tal que f(x) = ¢ para todo x € |a, b].

Poderiamos aceitar o lema 15.1 como evidente e seguir adiante. No entanto, este
lema é conseqiiéncia de um teorema importante sobre funcdes derivaveis, conhecido
como teorema do valor médio. Como tornaremos a fazer uso do teorema do valor médio
mais adiante, julgamos oportuno cita-lo agora.

Teorema 15.1 (Teorema do valor médio) Suponhamos que f é uma funcdo con-
tinua no intervalo [a,b] e derivdvel no intervalo |a,b|. Entdo existe w € |a, b| tal que

f() — f(a)

Y pw

Aceitaremos este teorema sem demonstracdo, e faremos uma interpretacao ge-
ométrica de seu resultado.

O quociente w
valo [a,b], sendo Az =b—ae Af = f(b) — f(a).

. L. A - )
é a taxa de variacdo média, A_f da funcdo f, no inter-
x

Ele é o coeficiente angular da reta passando por A = (a, f(a)) e B = (b, f(b)).
O teorema do valor médio diz que essa taxa de variacdo média é também a taxa de
variagdo instantanea de f, em relacdo a z, df /dx, em algum ponto w no interior do
intervalo. Em termos geométricos, a inclinacdo da reta AB coincide com a inclinagdo
de uma reta tangente ao grafico de f em um ponto (w, f(w)), para algum w €]a, b].
A figura 15.1 ilustra o teorema do valor médio.

y
B
(b)
A
f(a) '
0 a w b
Figura 15.1. M = f'(w).
—a

Uma interpretacao cinematica do teorema do valor médio é a seguinte: a velocidade
média de um ponto mével, em movimento retilineo, no intervalo de tempo [t;, 2],
coincide com sua velocidade instantanea em algum instante ¢y € |t1,t[, isto §é,

As  s(ta) — s(t1)

— = = 5'(ty) em um instante ty, com t; <ty <t
N PR (to) 0 1<ty <ty
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Por exemplo, se um carro, com velocidade varidvel, faz um percurso de 180 km

em duas horas, sua velocidade média é 18g|fm = 90km/h. Intuitivamente, sabemos que

em algum instante do percurso, seu velocimetro acusara a velocidade instantanea de
90 km/h.

Demonstracdo do lema 15.1. Suponhamos f’(x) = 0 para todo = € I, sendo I C R um
intervalo.

Mostraremos que, quaisquer que sejam x; e xo em [, x; < x, tem-se f(x) =
f(x2), e portanto f é constante em I.

Temos f continua em [z, z2| e derivdvel em |z, o]

f(x2) — f(1)

To — 1

Pelo teorema do valor médio, = f'(w) para algum w € |z, 25][.

Como f'(w) =0, temos f(z1) = f(x2), e nossa demonstragdo termina aqui. N

Demonstracdo da proposicdo 15.1. Suponhamos que, F|(x) = Fy(x) = f(x) para todo
x € I, I um intervalo de R.

Consideremos a funcdo ¢ = F} — Fb.

Entdo, ¢'(x) = F{(x) — Fy(z) = f(x) — f(x) =0, para todo z € I.

Pelo lema 15.1, ¢ é constante no intervalo [.

Assim, existe ¢ € R tal que Fi(x) — Fy(x) = ¢ para todo = € I.

Portanto Fy(z) = F»(x) + ¢, para todo z € 1. |

Definicao 15.1 (Integral indefinida) Sendo F' uma primitiva de f no intervalo I,
chama-se integral indefinida de f, no intervalo I, a primitiva genérica de f em I,
F(z) + C, sendo C' uma constante real genérica. Denotamos tal fato por

/f(x)dx:F(x)—FC'

Nesta notacao, omite-se o intervalo I.

15.2 Integrais imediatas

Coletaremos agora algumas integrais indefinidas cujo célculo é imediato.

Proposicao 15.2

a+1

1. _fxadx: L

a+1+C, se a # —1.

1
2. /;dx—ln\x\—l—C.
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3. fsenxdx = —cosz +C.

4. [coszdr =senz + C.

5 [e"de=e"+C.
6[“’”d—am(>0 #1)
. Jatde=1—(a ,a .

7. [sec?xdr =tgx+C.
8. [cosec’xdr = —cotgx + C.
9. [secx-tgrdr =secx+ C.

10. [ cosecz - cotgx dx = — cosecx + C.

1
11. / 1+I2dx =arctgz + C.

12 = arcsenz + C.

=

128

Para a deducdo das integrais acima, basta verificar que a derivada do segundo
membro, em cada igualdade, é a funcdo que se encontra sob o sinal de integracdo.

Como exemplos,

a+1 IaJrlfl

)l—(oﬂrl)- _—

a+1

T

se a # —1, <a+1

(In|z]) = 1/a:
sex >0, (In|z]) = (Inz) =1/x;

sex <0, (In|z]) = (In(—x)) = —Lx (—x) =1/x.

/
a® a*lna
I/i xl I — _ m.
(a7)" = a” - Ina, logo (lna) Ina ¢

15.3 Manipulacoes elementares de integrais
Suponhamos [ f(x)dz = F(x) +C4, e [ g(z)dx = G(z) + Cy. Entéo

L [F(x) + G(@)] = F'(x) + G'(x) = f(x) + g(x), logo

J(f (@) +9(x)) dr = F(x)+G(x)+C = [ f(x)dr+ [ g(x)dz (O = Cr+Cy).

2. Sendo k uma constante real, [k - F(z)|]' =k - F'(x) = k- f(z), logo
JEkf(x)de =kF(x)+C =k [ f(x)dz (kC, =C)
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Reunimos os fatos acima, com outros também (teis, na seguinte proposicao.

Proposicdo 15.3 Se [ f(z)dx = F(z) + C e [ g(z) dx = G(x) + C, entdo, sendo
a,beR, a#0,

1 [[f(z)+g(x)]de = F(x)+ G(z) + C
2 [k-flx)de=k-F(zx)+C
3 [flx+b)de=F(x+b)+C

N

[ flx=b)de =F(x —b)+C
5 [f(b—z)de=—-F(b—xz)+C

>

/f(ax) dr = éF(ax) +C

N

/f(aﬂt—i—b)dx-%F(ax—i—b)%—C

Demonstragdo. As duas primeiras propriedades ja foram deduzidas acima. Das cinco
propriedades restantes, as quatro primeiras sao consequéncias imediatas da ultima, a
tinica que deduziremos.

Por hipétese, F'(z) = f(x).
Logo [F(ax +b)|' = F'(ax +b) - (ax +b) = af(ax +b), de onde

<1F<ax ' b>>' = Lo affar )= flaz +b)

a

1
Portanto /f(ax—i—b) dx = —F(ax + b) + C. |
‘ a

15.4 Exemplos elementares

1. [coszdr =senxz + C. Logo,

(a) [cos3xdr = ssen3dz + C

(b) [cos (22 — ) dz = Lsen (20 — &) + C

2. [e"dr=e"+ C. Logo,
(@) [e*Pdr=e""+C
(b) [e*dx=—e*"+C
(c) [e"de =1+ C

3. Caleular [tg?xdx.
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[sec? xdx =tgx+ C.

Temos cos® x +sen?x = 1, logo 1 + tg? x = sec? x.

Logo,

Jtegtxdr = [(sec?z —1)dx = [sec?z — [ldx =tgz —ax+C

4. Calcular [(5cosx + cosbx) du.

/(5cosx+cos5x)dx—5/cosxdx+/cos5xdx

1
:5senx+gsen5:c+0

5. Calcular [ senx coszdz.

Temos sen 2z = 2sen x cos x, logo senx cosx = Lsen2z. Dai

2
1
/senxcosxdx—g /sen2:cdx
. 1.
2

1
(—cos2x) 4+ C = —ZCOSQQL’—‘FC

N —

1
6. Calcular/\/i+ dx.

[+

o= [ (35 +7)
- [Lrdar [ e
/ 1/2d:c+/ dx

:_+1nyx\+0:2\/5+1ny:c\+c

1/2

15.5 Integracao por mudanca de variavel ou
integracao por substituicao

Suponhamos que

/f(x) de = F(z)+ C

130

(15.1)

Suponhamos que = = () é uma func3o derivavel de ¢, para t em um intervalo

I CR
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Na aula 14 definimos a diferencial de x, como sendo

dx
dr = —dt = ¢'(t) dt
= ¢'(t)

No contexto daquela aula, a diferencial dx foi definida como uma boa aproximacao
de Ax, quando dt = At é suficientemente pequeno.

Neste capitulo, a diferencial terda um sentido simbdlico, sendo empregada quando
realizamos troca de varidveis no célculo de integrais.

Suponhamos definida em [ a fung¢do composta f(p(t)).

Como veremos agora, podemos substituir © = ¢(t) na expressdo 15.1, fazendo
dx = ¢'(t) dt, ou seja, de 15.1 obtemos

[ #t0(®) - ¢ 0yt = Flott)) + € (15.2)
De fato, aplicando derivacao em cadeia,
d d dx
SIF(p()] = TIF@)] - S
= I'(x) - ¢(t)
= F’(@(t)) : @’(t)

logo, [ fle(t))-¢'(t)dt = F(e(t) +C.

Portanto

/f (2)+C = /f O(t)dt = F(p(t)) +C

pela mudanga de varidvel © = ¢(t), tomando-se dx = ¢'(t) dt.

Na prética, quando calculamos [ f(¢(t))¢/(t)dt, tendo-se as consideragdes acima,
passamos pela sequiéncia de igualdades:

[ o= [ f@)do = F@)+ € = Folt) +

Algumas vezes, no entanto, fazendo = = ¢(t), passamos por uma seqiiéncia de igual-
dades

2)de = [ F(p0)9'(t)dt = Flo(t) + C = Fla) + €
fazendo uso da integral “mais complicada” [ f(¢(t)¢'(t) dt para finalmente calcular

[ f(z)dz. lsto é o que ocorre em substituigdes trigonométricas, assunto que serd
estudado adiante.
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Neste caso, estamos assumindo implicitamente que

[ s(ew) - ¢ de = Flo) + ¢ = [ fa)ds=Fa)+C

o que é justificado desde que possamos também expressar também ¢ = (x), como
funcdo inversa e derivavel de z = (t), para que possamos, ao final dos calculos, obter
a integral indefinida como funcao de x, a partir de sua expressao em funcao de t¢.

' 1
Exemplo 15.1 Calcul. —dx.
xemp alcu ar/ NeET x

Solugcdo. Comecamos fazendo a substituicao u = 3 — 2.

d
Entdo du = — - dz = (3 —2z) do = —2dx.
dx
1

Portanto dx = —Edu.

Assim, temos
1 "1 1 1/ 1 /2t
———do= | —=- (-2 )du=—= [ v Pdu=—=" C
/\/3—2:;;96 /ﬁ(z)“ 2/“ SR R
= u?+C=—-Vu+C=—-3-22+C

Exemplo 15.2 Calcular [ tgx dx.

Solugéo. /tgxdx: /senxdx.

cos T
Como (cosz)’ = —senx, tomamos u = cosx, e teremos
du = (cosz)'dr = —senx dx.

Assim,

—1
/tgxdx: /senxdx: /—du:—ln|u|—|—C’:—1n|cosx|+C

COS T

Exemplo 15.3 Calcular [ secx dz.

Solugdo. Calcularemos esta integral por uma substituicdo que requer um truque esperto.

sect - (secx +tgx) sec’x + secr - tgw
secrdr = dr = dz
. . secx + tgx secx + tgx

Aplicamos a mudanca de variavel
u =secx +tgw

e teremos du = (secz + tgx)'dv = (sec x tgx + sec?® x)dx.

1
Logo, /secxdz— /—du—ln\u\—i—C—ln]secx—i—tgw!—i—C.
‘ J u
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Exemplo 15.4 Calcular [ cosecz dx.

Solugédo. Imitando o truque usado no exemplo anterior, o leitor podera mostrar que

[ cosec x dx = — In| cosecx + cotg x| + C.

' T
Exemplo 15.5 Ca/cu/ar/ —dux.
P vVarz+5

Solugdo. Note que (2% + 5)' = 2. Isto sugere fazermos

1
u =22+ 5, de onde du = 2z dx, ou seja, v dx = §du.

Temos entao

x 1 1 1
————dr= | = —du== [ Pdu=u"?+C=Va2+5+C
./\/:E2+5 /\/ﬂ 2 2./

15.6 Ampliando nossa tabela de integrais imediatas

Com a finalidade de dinamizar o calculo de integrais indefinidas, ampliaremos a lista
de integrais imediatas da secao 15.2, adotando como integrais “imediatas” as quatro
seguintes, que deduziremos em seguida.

Proposicao 15.4 Sendoa > 0, e A # 0,

dx 1 x

dx 1
2. =—1
/ @2 —22 2a

x
= arcsen — + C.

3 / dx
) Ve =22 a
=lnjz+Va2+ N+ C

a+x

+C.

a—x

4 / dx
) Va4
N dx 1 1
Demonstracao. / m = g / T(%)Q dx

Fazendo £ =y, temos dx = a dy, e entao
a

/dx _1/ ad_1/‘ L
J a2+a22 @) 1+¢2 YT e

1 1 x
= —arctgy + C = —arctg— + C
a a a
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Para deduzir a segunda integral, lancamos mao da decomposicao

1 1
T %
2 2 +
a° —x a—+x a—x

Assim sendo,

' 1 1 [ 1 1 [ 1
——dr = — dr + — d
/aQ—IQ YT a+x x+2a a—z

1 1
=—hla+z|——h|la—z|+C
2a

2a

1 1
Y | PR L ] P

2a |a— x| 2 |a—ux

Para deduzir a terceira integral, fazemos uso da integral indefinida

1
/—dx = arcsenz + C
J V1—2a2
e procedemos a uma mudanca de varidvel, tal como no cdlculo da primeira integral
acima. O leitor poderd completar os detalhes.

Para deduzir a quarta integral, apelaremos para um recurso nada honroso. Mos-

traremos que
1

VETA

De fato, sendo u = x + /2% + ), e sendo (y/w)' = 2\/— -w', temos

(In|z + Va2 + \|) =

1
(nfe+ Va2 + ) = (Infu])" = = - o

1
= (V22N
x+\/:c2 ( )

s s
B 1 .\/xQ Atx 1
a4V F V2N Vit

15.6.1 Nossa tabela de integrais imediatas

Adotaremos como integrais imediatas as integrais da tabela 15.1 dada a seguir. Esta
tabela inclui as integrais imediatas da proposicao 15.2, as integrais calculadas nos exem-
plos 15.3 e 15.4, e as integrais da proposicao 15.4.
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Tabela 15.1. Tabela ampliada de integrais imediatas (nas tltimas linhas, a > 0 e A # 0).

fxo‘alx—x&+1 +C, (a# —1) /ldx—ln|x|—|—0
' Ca+1 ’ J oz
[senzdr = —cosz + C [ cosxdr =senz+ C

[etdr=e"+C

. a*
[a*dx = =

- (a>0,a#1)

[sec?xdx =tgax+C

[ cosec? v dx = — cotgz + C

[secx - tgadr =secax + C

f cosecx - cotgx dr = — cosecx + C'

[secxdr =In|secx +tgax|+ C

[ cosec x dx = —In|coseca + cotg x| + C

[tgxdr =—1In|cosz|+ C

[ cotgzdr =1In|senz| + C

dx = arcsenz + C

[ o=

1

/ 1+x2dx:arctgx+0
dx 1 x

| Zrm=gmeng e

1
= —1In
2a

a-+x
a—2

+C.

/ dz

T
= arcsen— + C
a

| =

=z + Va2 + A +C

a2 _ 2
/ dx
J Vaz+ A

15.7 Problemas

Calcule as seguintes integrais indefinidas, utilizando, quando necessario, mudanca de
varidveis. Sempre que julgar conveniente, faca uso da tabela de integrais indefinidas da

tabela 15.1.

1. [(z ++/x)dx. Resposta. %2 +

BT 1 O

2. f(———) dx. Resposta. (6y/x — 352%/z) + C.

xf/%x. Resposta. 2%\/x + C.

5

3. [
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' 1) 5,323
4. | <x2 + 3—ﬁ) dx. Resposta. &= + s2°vVa? + 3z + C.
5. [senaxdx. Resposta. —<9 4 (',
6. [ 22dz. Resposta. % +C.

£ f ben23$dx Resposta. %_’_0_

-4 Resposta. 1In |3z — 7| + C.
9. f tg 2z dx. Resposta. —11In|cos2z| + C.
10. [ cotg(5z — 7)dx. Resposta. +1n|sen(5z —7)|+ C.
11. [ cotg % dx. Resposta. 3In|sen |+ C'.
12. [tgysec® pdp. Resposta. 1 tg? o+ C. Sugestio. Faca u = tgp.
13. [ e”cotge® dx. Resposta. In|sene”| + C. Sugestio. Faca u = e”.

ben X

14. [sen®x cosx dx. Resposta. + C. Sugestdo. Fagca u = sen z.

15. [ cos®wsenx dx. Resposta. —<512 4 (.

16. [ -Z4=. Resposta. 5\/222 +3 + C. Sugestdo. Faca u = 22° + 3.

17. [ fﬁﬂ Resposta. 2v/23 + 1+ C.

18. [ =ntdr  Resposta. +C.

1
cos3 2cos?

19. [ £%Ldy. Resposta. —% +C.

sen?
20. [ COS%\/tgm— Resposta. 2 /tgx — 1+ C.

21. [ j%. Resposta. 24/1 + sen? x + C'. Sugestdo. Faca u =1+ sen? z.

20 farcsenxdw Resposta arcsen m+0

23. | —arcc—‘is_;’ dr - Resposta. —arccgsgac +C.

24. | ;Cfl. Resposta. 1 In(1 + 22) + C.

25. [ =l —dx. Resposta. 51n(z* + 21 +3) + C.

26. [ z==Ldx. Resposta. sIn(2senz +3) + C.

27. . Resposta. In|In x| + C. Sugestdo. Faga u = Inz.

wln

28. [2x(2® +1)*dx. Resposta. @ +C.
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29.

30.

31.
32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

[ tg* x dx. Resposta. % —tgx+x+C.

Sugestdo. Mostre que tg'z = tg?x - tg?x = sec?z - tg?x — sec? x + 1.

f m. Resposta. %ln\Sthc + 1‘ +C.

tg3 ted 2
| E5~dx. Resposta. 2= + C.

cos?

[ e**dx. Resposta. 3¢** + C.

. 22
[ wa®dzr. Resposta. £— + C.

[ 75=dx. Resposta. {1n(3 4 4e”) 4 C.

1+2x2 Resposta. \}5 arctg(v/2r) + C.

| \/ld_fcw. Resposta. % arcsen(y/3x) + C

I \/ﬁ. Resposta. % arcsen 3 + C'.

dx
9244

dx 1 243z
. Resposta. 35 In ’2—355’ +C.

(@ VITD) +

Resposta. & Larc tg = 32 4 C.

'g”iiﬁ. Resposta. vln 3“/_’ +C.
3

Sugestdo. Faca 2% = (23)?, e entdo u = 3.

Ik ﬁdj&' sarcsenaz? 4+ C. Sugestdo. Faca u = 2°.
[ #%:. Resposta. 5 arctg & -+ C.

[ s=Ld Resposta. Larctg (22£) + C.

a?+sen? x

1-In“z

J/ \/_ Resposta. arcsen(lnx) + C.

T. Resposta. —5(arccosx)” + —xc+C.
j arccos x — :cd R ( ) \/172 C

J %dw. Resposta. 5 In(1 + 2?) — 3(arctgz)? + C.

X zﬁdx. Resposta. %\/ (1+x)3+C.

[ &2y, Resposta. —— —
x

sen?

+C.

2

3 sen3 T
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- - (1
Sugestdo. Faca [ < xdx = [ sty — jwdx e entdo u =

sent z sen? ¢ sen?

senx.



