Aula 1

Velocidade instantanea e derivadas

1.1 Velocidade instantanea

Um ponto mével M desloca-se ao longo de uma linha reta horizontal, a partir de um
ponto O.

As
|O M ] ]
T T | | bl
s=0 s =s(t) sp=s(ty s, =s(ty+ At) s

O deslocamento s, de M, em relacao ao ponto O, é a distancia de O a M, se M
esta a direita de O, e é o negativo dessa distancia se M estd a esquerda de O. Assim, s é

positivo ou negativo, conforme M se encontre, respectivamente, a direita ou a esquerda
de O.

Com estas convengdes, a reta passa a ser orientada, o que chamamos de eixo,
sendo O sua origem.

O deslocamento s depende do instante de tempo ¢, ou seja, s é uma funcao da
variavel t:
s = s(t)

Em um determinado instante ¢y, o deslocamento de M é sy = s(tp). Em um
instante posterior ¢1, o deslocamento de M é s; = s(t1).

A velocidade média do ponto M, no intervalo de tempo [tg,?;] é dada por

- S1 — So _ S(tl) — S(to)
"t — o 1 —to

Podemos também escrever t; = to + At, ou seja, At = t; — ty, e também
As = s(ty) — s(tg) = s(to + At) — s(to).
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Teremos entdo
~ s(to+ At) —s(tg)  As

Um At AL

Por exemplo, vamos supor que s(t) = 2at® (ponto mével uniformemente ace-
lerado). Assim, no instante ¢ = 0 o ponto mével estd em s(0) = 3a- 0% = 0.

A partir de um certo instante t;, temos uma variacao de tempo At. Seja t; =
to + At. Podemos ter At > 0 ou At < 0 (quando At < 0, ¢, antecede ;). Teremos
entao

s(t1) = s(to + At) = %a(to + At)? = % - (atg + 2atoAt + a(At)?)

A variacao do deslocamento do ponto mdvel, nesse intervalo de tempo, sera

1 1 1
As = S(tl) - S(to) = §at(2) + atoAt + §G(At)2 - §at(2)

ou seja,

At)?
As = atgAt + G(T>

A velocidade média do ponto, no intervalo de tempo [to, 1], serd dada por

As atoAt—F% — gt + al\t
At At Ty
Se At =~ 0, entdo também teremos As = atoAt + @ ~ 0. No entanto,
As al\t

ato + T ~ at()

E:

De um modo geral, definimos a velocidade instantinea v(t,), do ponto M, no instante
to, como sendo o /imite da velocidade média no intervalo de ty a to + At, quando At
tende a zero (esta foi uma idéia de Isaac Newton), e escrevemos

As

vlto) = fim =7

No nosso exemplo,

. al\t
v(ty) = Al}tl—r}o aty + — )= ato

1.2 Derivada de uma funcao

Uma fungdo f é uma lei que associa cada valor = de um certo conjunto A (o dominio
de f), um dnico valor f(z) de um certo conjunto B (o contra-dominio de f). Neste
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curso, teremos sempre A C R e B C R. Veja também a observacdo 1.1, mais adiante
nesta aula. Muitas vezes diremos “funcdo f(z)", em lugar de “funcdo f”.

Dada uma fungdo f(x), a fungdo derivada f'(x) (leia-se “f linha de x") é a fungdo
definida quando consideramos, para cada x, sujeito a uma variacdao Az # 0, a variacao
correspondente de y = f(x),

Ay =Af = f(x+ Az) — f(z)

e entao calculamos o valor limite da razao

Af _ fla+ Az) - f(z)
Ax Ax

quando Az se aproxima indefinidamente de 0. Ou seja,

Para um valor especifico de x, digamos = = x,

f/(QL’O) _ AI}CIBO f(IO + AAI; — f(x0>

é a derivada de f (ou de f(x)), no ponto x.

Como primeiro e importante exemplo, temos

1

Regra 1.1 Se f(x) = a™, n inteiro positivo, entdo f'(x) = na""

Demonstragdo. Da algebra elementar, temos as seguintes férmulas de fatoracao:

v —a? = (b—a)(b+a)
b’ —a® = (b—a)(b® + ab + a?)
b —a' = (b— a)(b® + ab® + a®b + a®)

que o leitor pode verificar, simplesmente efetuando os produtos a direita, e entdo sim-
plificando. De um modo geral, para n > 4, vale a seguinte férmula:

V' —a"=(b—a) 0" +ab"*+ " P+ +ad" TP+ a" P+ e (L)
Sendo f(x) = z™, temos para Az # 0,
Af = flx+Azx) — f(z) = (v + Azx)" — 2" (1.2)
Substituindo b=z + Arx e a =z, em 1.1, temos b — a = Az, e entdo obtemos

Af=Ax-((z+Az)" ' +o-(x+An)" 2+ +2" (x4 Ax) + 2" )
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do que entao

A
A_i =(@+Ax)" T+ (z+ Ax)”*2 o 2" 2 (24 Az) 4 2"
Dai, lim &L =z 14t 4. p "t = pgn L,
Axr—0 Az _
n parcelas
Portanto, (z") = na™ 1. -

1.2.1 Notacoes simbdlicas para derivadas, habitualmente usadas

Sendo y = f(z), também escrevemos Ay = Af = f(z + Az) — f(x), e denotamos
dy Ay

o= (derivada de y em relagdo a x) = Al;:IBO N

d
Assim temos - = /' (x). Indicamos ainda

dx
dy dy
/ _ [ %I _ %y
F'(wo) = <d:c>$$0 dz

T=x0

A razio
Ay flxo + Ax) — f(w)

Az Az

é a taxa de variacdo média de y, em relacdo a x, no intervalo |x¢,xo + Ax] (ou no
intervalo [xo + Ax, xg], se Az < 0).

[ (zo) = <d_y> = lim %

é chamado de taxa de variacdo (instantdnea) de y em relacdo a x, no ponto x = xy.

O valor

Outras notagdes freqiientemente utilizadas para as derivadas (os simbolos abaixo
tem o mesmo significado):

f'(x) (notagdo de Lagrange)

(f(x))

;i—f (notagdo de Leibniz, leia-se “dé f dé x")
T

d

o (sendo y = f(x))

d

o)

#(t)  (notagdo de Newton, derivada de = em relagdo a varidvel ¢ (tempo))
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Também tem o mesmo significado as notacoes para a derivada de f no ponto z,

df

(a0) (@D, L ()
dy d
el R U1

Exemplo 1.1 De acordo com a regra 1.1, temos

() = (') =127 = 2% =1, ou seja (2)' = 1.

Observacao 1.1 (Intervalos da reta, e dominios das funcdes que estudaremos)
Aqui, e no restante do texto, estaremos assumindo sempre que nossas funcées sao funcoes
de uma variavel real x, com valores f(x) reais, e estio definidas em intervalos ou reunibes
de intervalos de R, ou seja, tem os valores de x tomados em intervalos ou reunides de
intervalos.

Os intervalos de R sdo conjuntos de uma das formas:

la,b] ={z € R |a <x<b} (intervalo fechado de extremos a e b);
la,b[={r € R |a<x <b} (intervalo aberto de extremos a e b);

l[a,b] ={z € R |a<x<b} (intervalo de extremos a e b, semi-aberto em b);
la,bl ={z € R|a <z <b} (intervalo de extremos a e b, semi-aberto em a).

sendo a e b nudmeros reais, com a < b. Os intervalos acima sdo os intervalos limitados.

Os intervalos ilimitados sdo conjuntos de uma das formas:

la,+oo[={z eR |z >a} (intervalo fechado de a a +00);
la,+oc[={x e R |z > a} (intervalo aberto de a a +00);
|—00,b ={z eR |z <b} (intervalo fechado de —oo a b);
|—00,b] = {x ER|x<b} (intervalo aberto de —o0 a b);
|— o0 +oo[ (intervalo aberto de —oc0 a +00);

sendo a e b numeros reais.
Assim, por exemplo,
1. f(x) = \/x € uma fun¢do que esta definida para os valores reais de x para os

quais \/x existe e é um numero real, ou seja, para x > 0. Assim, dizemos que o
dominio ou campo de definicdo de f € o intervalo D(f) = [0, 4+o0|.
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2. f(x) = 1/x € uma funcdo que esta definida para os valores reais de x para os
quais 1/x existe e é um nidmero real, ou seja, para x # 0. Assim, o dominio ou
campo de defini¢do de f € o conjunto D(f) = R — {0}, ou seja, a reunido de
intervalos | — 00, 0[U]0, +o0].

3 flr) =V2—a+ \/xlj estd definida para os valores reais de x para os quais

V2 —x el/\/x — 1 existem e sdo nimeros reais, ou seja, parax <2 (2—x >0)
ex>1(x—1>0). Assim, o dominio ou campo de definicdo de [ € o intervalo

D(f) =11,2].

Para um valor especifico de x, digamos x = x(, no dominio de uma fungdo f, ao

calcularmos o limite
f(xo + Az) — f(20)
0 Ax
estamos supondo que algum intervalo aberto, contendo xy, também € parte do dominio

de f, de modo que xo + Ax também estara no dominio de f quando Ax for ndo nulo
e suficientemente pequeno.

f'{wo) = Jim

1.3 Primeiras regras de derivacao (ou diferenciacao)

Diferenciacdo ou derivacdo de uma funcado é o processo de célculo da derivada da funcao.

Regra 1.2 Se f(x) é uma funcdo e ¢ é uma constante, entdo

(cf(x)) = cf'(x).

Ou seja, a derivada de uma constante vezes uma fun¢do € a constante vezes a derivada
da fungao.

Regra 1.3 Sendo f(z) e g(x) duas fun¢ées,
(f(x) +g(2)) = f'(x) + 4'(x).

Ou seja, a derivada de uma soma de duas fungcées € a soma das respectivas derivadas.

Demonstragdes das propriedades 1.2 e 1.3. Alguns fatos sobre limites sao assumidos
intuitivamente.

(Cf(l’))/ — lim Cf(l'—i-Ax) _Cf(x) — lm e f(x—l—Ax) —f(;y)

Az—0 Ax Az—0 Ax
et A s
Az—0 Ax
=c- lim af cf'(x)

Az—0 Ax
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[f(x+ Ax) + g(x + Ax)] — [f(2) + g(2)]

[f () +g(x)] = lim

Az—0 Ax
[t An) — @]+ [ola + Ar) — (o)
o Az—0 Az
(Sl Ax) — flx) | gle+ Ax) —g(x)
- Alggo Az * Az
~ lim flz+ AAx; — fl) | Jim, g(x + AAQ«Z —g(x)
= dim R+ fim 50 =70+ )
Exemplo 1.2 Sendo f(z) = 22 — 32°, temos
f'(x) = (22° — 32°)
= (208 + (<3)a%
= (22%) + ((=3)2°) (f+9)=f+4d)
=2(2") + (=3)(a”) ((cf) =cf)
=2-32> + (-3) - b ((z™) = na™ 1)
= 62” — 152"

Observacao 1.2 Por um argumento tal como no exemplo acima, temos também

(f(x) —g(@))" = ['(z) — g'(x).

Regra 1.4 A derivada de uma funcdo constante é 0: se f(x) = ¢ = constante,
entdo f'(x) = (¢) = 0.

Demonstracdo. Sendo f(x) = ¢ = constante, entdo
Af=flx+Az) — f(x) =c—c=0.

Portanto, &L = Al =0 (% é 0 mesmo antes de calcularmos o limite). Logo
xZ xZ

A Ax
lim A—f = lim 0=0.
Az—0 2% Az—0

Assim, se ¢ é uma constante, (¢)' = 0. [ ]

Exemplo 1.3 Sendo y = —3t° + 21¢*> — 98, calcular %

Aplicando as regras acima estabelecidas, indicando por u' a derivada de u em
relacdo a t,
dy 6 2 !
— = (=3¢" 4+ 21t — 98
o = (=30 )
= —18t° 4 42t
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1 d
Exemplo 1.4 Sendo y = —, calcular &
x dx

1 -
Temos y = —, e entdo
x

Ay — 1 1 z—(x+Az) Az
YSerAr T r(x+Ax)  z(z+ Ar)
Ay 1
Ar  x(z + Ax)
dy .. Ay 1 1
dx_AaHoAx_A}cIEOx(x—i—Ax)_ x2

1.4 Problemas

1. A posicdo de um ponto P sobre um eixo x, é dada por x(t) = 4t*> + 3t — 2, com
t medido em segundos e z(t) em centimetros.

(a) Determine as velocidades médias de P nos seguintes intervalos de tempo:
[1; 1,2], [1; 1,1], [1; 1,01], [1; 1,001].

(b) Determine a velocidade de P no instante ¢t = 1seg.

(c) Determine os intervalos de tempo em que P se move no sentido positivo
e aqueles em que P se move no sentido negativo. (P se move no sentido
positivo ou negativo se x(t) aumenta ou diminui, respectivamente, a medida
em que ¢ aumenta.)

2. Se um objeto é langado verticalmente para cima, com velocidade inicial 110 m/seg,
sua altura h(t), acima do chdo (h = 0), apds ¢ segundos, é dada (aproximada-
mente) por h(t) = 110t — 5% metros. Quais sdo as velocidades do objeto nos
instantes t = 3seg e t = 4seg? Em que instante o objeto atinge sua altura
maxima? Em que instante atinge o chdo? Com que velocidade atinge o chdo?

3. Calcule f’(z), para cada uma das fung¢des f(x) dadas abaixo, cumprindo as
seguintes etapas

i. Primeiro desenvolva a expressdo Af = f(z + Ax) — f(z), fazendo as simpli-
ficacGes cabiveis.

fa+A0) (@)

ii. Em seguida obtenha, uma expressao simplificada para ﬁ—i = =

S . Af
iii. Finalmente, calcule o limite lim —.
Axz—0 A[E

(a) f(x) =17 —6x
(b) f(z) =72 -5
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4. Usando as regras de derivacdo estabelecidas, calcule as derivadas das seguintes

funcdes.

(@)
(b)
(c) /I
(d) S(
(e) J(

) =
) =

v) =

—6t3 + 12t —
(3t +5)?

4+ 7

Sugestio: Primeiro desenvolva o quadrado.

(—22? +1)3 Sugestdo: Primeiro desenvolva o cubo.
(Bx —7x—|—1)(x2+x—1) Sugesto: Primeiro desenvolva o produto.
— 22 +15

5. Determine o dominio de cada uma das seguintes funcdes. Represente-o como um

intervalo ou uma reunido de intervalos de R. No nosso contexto, o dominio de
uma fungdo f € o conjunto de todos os niimeros reais = para os quais f(z) é um
numero real.

(@) f(z)=a®—5x+3

(b) f(z)=—-vd—=

(c) flx) = —vd4—a?

(d) f(z)=+Va?—bx+4
1

(e) f(x):\/ﬁ

1.4.1 Respostas e sugestoes

(a) 11,8; 11,4; 11,04; 11,004 (cm/seg).
(b) 11cm/seg

(c) P se move no sentido positivo quando ¢t > —3/8, e no sentido negativo quando
t<—3/8

2. 80m/seg e 70 m/seg. Em t = 11seg. Em t = 22 seg, com a velocidade de —110 m/seg.

3. (a) i
i,

ii.

(b) .

i. &L =142+ 7Az

Af =—6Ax
=6
Fa) =6

Af = ldzAz + 7(Ax)?
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ii. f'(z) =14«
i. Af = (322 +2)Az + 3z(Ax)? + (Az)?
i, 2L =322+ 2+ 32(Az) + (Az)?

i, f(x) =322 42
i Af=Vr+ Az —Jx
Af _ VetDdr—x
VAV Ax
B !/ _ 1 ~ _ . Af . ,
- fi(x) = N Sugestdo. Ao calcular o limite AI;;IEOA_QC' o leitor chegara

a expressdo 0/0, que ndo tem significado matematico. Para contornar este
problema, devemos “ajeitar” %ﬁ, através das simplificacdes dadas abaixo.

Af Va+Ar—Va _ Ve+Ar—Var vatAr+Jx
Az Ax N Ax Vr+ Az + Jx
B (x 4+ Az) —x 1

Az (Vo + Az +7) - Va+ Ar+/x

Aqui fizemos uso da identidade (v/a — v/b)(y/a + vb) = a — b.

i Af: 1 1 _ —Ax

r+Az+5 ~ z+5 ~ (x+Az+5)(x+5)
Af 1

© Az T (@tAz+5)(a+5)
iii.

fl(x) = - (z15)2

(f) f'(a) =5z

(@) f'(x) = 3
4. (a) f'(t)=—18t*+24t — 4
(b) f/(t) = 18t + 30
(c) f'(x) = —482° + 4823 — 127
(d) f'(z) =122% — 1222 — 182 + 8
(e) f'(z) =322z
5. (a) R
(b) ]— o0, 4]
(c) [-2.2]
(d) ]— o0, 1] U [4, +00]
(e) ]0,2]



