3. Limites

Ao trabalhar com uma fung¢do, nossa primeira preocupagio deve ser o seu dominio (condi¢@o
de existéncia), afinal, s6 faz sentido utilizd-la nos pontos onde esteja definida e sua expressao
matemadtica, portanto, tenha significado. Todavia, em muitos casos, é importante saber como a
funcdo se comporta quando a varidvel estd muito proxima de um ponto que nio pertence ao seu
dominio. E para este estudo, nos valemos da teoria de limites, a qual permite a andlise de uma
funcdo em uma vizinhanca muito préxima de um ponto, sem se preocupar com o valor da funcdo
neste ponto. Este conceito serd ilustrado nos exemplos abaixo:

sen(x)

a) Vejamos o que ocorre com a fungdo f(x)= quando x estd muito préoximo de 0:

x |-05 -0,01 -0,0001 0,0001 0,01 0,5
flx) [ 0,95885 | 0,99998 | 0,9999998 0,9999998 | 0,99998 | 0,95885

Observamos que quando x se aproxima de 0 (ou x “tende” a 0, ou x —0) tanto pela

esquerda quanto pela direita, f{x) se aproximade 1 ( f(x) —1). Vejamos o grafico:

Y

X
| | | | | | h | |
T T T T T T T T T T
=5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

Observe que o programa utilizado desenha o griafico de f como se tivéssemos f{0) = 1, porém

sabemos que 7 f{0) (mais uma vez, cuidado ao utilizar o computador para fazer graficos).

b)  Observemos agora a fungdo f(x) = ;2 ,quando x — 2:

X L5 1,9 | 1,999 | 1,99999 2,00001 | 2,001 | 2,1 |25
fix) | -2 |-10|-1.000 | -100.000 100.000 | 1.000 | 10 |2
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Note que quando x — 2 pela direita (ou seja, x > 2), f{x) cresce infinitamente de modo positivo e
quando x — 2 pela esquerda (ou seja, x < 2), f(x) decresce infinitamente de modo negativo.

Vejamos o gréfico:

Conceito de limite: Se f(x) se aproxima de um nimero L quando x se aproxima de um nidmero c,
tanto pela esquerda (x — ¢~ ) como pela direita (x — ¢*), entdo L é o limite de f{x) quando x tende

a ¢, o que € denotado por lim f(x)=L.

Observacoes:

. Jlimf(xy)=L & 3 limf(x) = lim f(x)=L.

Coroldrio: lim f(x)#lim f(x) = A lim f(x).

X—C™

2. Se f{x) cresce ou decresce infinitamente quando x se aproxima de um nudmero c, pela esquerda
ou pela direita, entdo dizemos que o limite de f{x) ndo existe quando x tende a ¢, e denotamos

lim f (x) = oo

3. Se f{x) se aproxima de um ndmero L quando x cresce ou decresce infinitamente (x — too),

entdo L € o limite de f{x) quando x tende a infinito, o que é denotado por lirP f(x)=L.

Calculo de limites: o cédlculo do limite de uma fungio na vizinhanca de um determinado ponto (que
pertenga ou ndo ao seu dominio) € feito a partir das propriedades abaixo:

1.limk=k e limx=c,Vk,ceR.

X—c X—c

2. Se lim f(x) e lim g(x) existem, entdo:
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2.1 lim[f(x)* g(x)]=1lim f(x)*1lim g(x)
2.2 limlk f(x)]=klim f(x), Vk e R
2.3 lim[f (x) g(0]=lim £ (x) x lim g (x)

lim f (x)

24

- , se limg(x)=0
e gx)  limg(x) woe

25 lim[f @) =fim rf, se fiim ff existe

1 1

3. lim — = +oo; lim — = —o
=0 x =07 x

4. lim l =0
Xt y

Exemplos:

1. lim(3x’ —4x+8)=3(-1)° —4(-1)+8=9

x——1

2_ —
5 1im X2 = iy EZIE+3)
=3 x=13 x—3 x—3

= ling(x+3) =6

3. lirrzl(xz -4 (x+1)=0

g |lim XS,
4. lim X222 =077 XS
=5 x+5 . x5
lim = +o0
-5 x+5
1 1
ol x(1+—) (1+-)
5. lim = lim ;C =lim—3=1
X—>+o0 ¥ X—>+o0 X—>+o0
x=3 =) 1-)

CNx=3 . =) Wx+3) x=9 .
6. lim——=1lim =l =lim

1 1
=9 x—9 19 (x—9) (\/;+3)_x£lg(x_9)(\/;+3) X9 (\/;_,_3)_6

Expressoes indeterminadas: sdo expressdes que, a priori, nada se pode afirmar sobre o valor de

seus limites. Neste caso faz-se necessario um trabalho algébrico para transformar a expressao em
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uma equivalente a ela, para a qual seja possivel o cdlculo do limite. Os exemplos 2, 5 e 6 acima
possuem expressoes indeterminadas.

Sao consideradas indeterminadas as seguintes expressoes:

97 i’ +°O_°O7 OXOO’ 00’ 0007 100
0 oo

Limites fundamentais: os trés limites abaixo sdo denominados limites fundamentais e podem ser
utilizados no célculo de outros limites, quando necessdrio. A demonstracdo serd omitida aqui,
porém € aconselhdvel que os estudantes facam a verificacao através da visualizacdo grafica e/ou a
construcdo de tabelas.

. 1im 2 _

x—0 X

2. lim(1+lj =e
x—too X

X

1

—1 =In(a), (a>0,a#1)

3. lim <

x—0

Exemplos:

1. 1im 2€O%) _

x—0 X

Seja 9x = y. Entdo, x=y/9 e x - 0 < y — 0. Substituindo na fun¢do acima, temos:

lim sen(9x) — lim 9sen(y) —9lim sen(y)

x—0 X y—0 y y—0 y

=9x1=09.

1
2. 1im (1+cos x)eoss =2
v

x—>—
2

. Entao, cosx =

. 1
Seja y = —
cosx y

kY2 . ~
e x— - & y — . Substituindo na fung¢ao, temos:

y
1
lim (14 cosx)eosx = lim(l +lj =e.
sz oy
2
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3. 1im5 -2

x—2 x_2

?

Sejay=x-2.Entdio,x =y +2e x > 2 < y — 0. Substituindo na fun¢do, temos:

x y+2 y g2 _ Yy _ Yy _
lim > =25 =lim > 25 =lim >3 -2 = limw =25 limu =25In5 = 40,236
=2 x=2 y—0 y y—0 y y—0 y y—=0 y
EXERCICIOS:

Calcule os limites abaixo, caso existam:

1. lin}(x—l)z(x+l) 2.
3. lim > 4.
x5 5__x
_ 2
5. limo— > 6.
x—3 x_3
2_ —
7. lim % %% 8
=2 x" +3x+2
9. lim 340 10.
x—0 3X
11. 1im(1+9j 12.
X—yo0 X
13. lim|x—10]
x—10

4. lim f(x) e lim f(x) se f(x):{

. lim

lim(1 - 5x")

. 2x+3
lim
=l x+1

2 —_—
lim X*~ =D

x—0 xz

Jx-2

x4 x—4

lim
-5 x—5

et -1
lim
=2 x— 2

2x*—x, x<3

15. lim+f(x) e lir_l}f(x) se f(x)=9x-1

x—-1

3—x, x23
L, <_1
X +2x, x>-1
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4. Continuidade

Informalmente dizemos que uma funcdo é continua quando seu grifico ndo apresenta
interrupgdes, ou seja, seu grafico pode ser tracado sem que o lapis se afaste do papel. Assim, para
que uma funcdo f seja continua em um ponto x = a € necessdrio que a fun¢do esteja definida em a e
que os valores de f(x), para x préximos de a, estejam proximos de f(a). Uma definicdo formal é dada
a seguir:

Defini¢do: Uma fungio f é continua no ponto a se:
(a) dfla);
() 4 lgn f(;

(c) lgn f(x)=fla).

Exemplos: Verifique a continuidade das func¢des abaixo, nos pontos indicados:
1) f(x):l ; x=0.
X

(a) A f(0). Assim, a primeira condi¢do de continuidade jd ndo € satisfeita, o que implica que f

ndo € continua em x = 0. Observe a descontinuidade no gréfico.

x* -1
2) f(x)=— ;o ox=-1. ‘
x +1 \ f
(a) Af-1)=0; NN .
2 _ 2 _
(b) lim xz 1=O.Portant0, existe lim xz ! e
==l x” +1 ==l x” +1
x* -1
(©) lirnl > 1=f(-1). Logo, f € continua em x = -1.
=l x™ +
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x+1, x<l1

3) f(X):{Z—x, le; x=1 /
@3 F(H=1; \

limx+1=2
b) i = = A lim f(x);
®) xlirllf(X) lIim2—x=1 ﬂ x—1 S )
x—1*

Logo, f ndo é continuaem x = 1.

Observacao: Se uma fungdo nao é continua em um ponto a, dizemos que ela é descontinua neste

ponto.

Continuidade em intervalo: Uma funcdo f € dita continua em um intervalo aberto (a,b) se for
continua em todos os valores de x contidos neste intervalo. f € dita continua no intervalo fechado

[a,b] se for continua no aberto (a,b) e, além disso, lim f(x) = f(a) e lir[? f(x)=f(b).

Uma pergunta natural que surge aqui é: como verificar se uma func¢do € continua em um
intervalo, se ele contém infinitos elementos?

Existem duas maneiras de respondé-la: podemos tomar um ponto genérico do intervalo, por
exemplo, xp , e verificar, usando a defini¢cdo, se f é continua neste ponto. Se for, serd em todo o
intervalo, uma vez que xp representa um ponto qualquer do intervalo em questdo. Outra maneira é

utilizar as propriedades validas para continuidade, apresentadas abaixo.

Propriedades:
1. Toda funcdo polinomial é continua em todos os reais.
2. Toda fungao racional (divisdo de polindmios) é continua em seu dominio.
3. As fungdes f(x) = sen(x) e f(x) = cos(x) sdo continuas para todo nimero real x.
4. A fungdo exponencial f(x) = ¢" é continua para todo nimero real x.
5. Se f e g sado fungdes continuas em um ponto a, entio:

(i) f + g € continua em a;

(i) f - g é continua em a;
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(i) f X g € continua em q;
(iv) f/ g € continua em a, desde que g(a) #0.
6. Sejam f e g fungdes tais que lim f(x) =b e g é continua em a. Entio
lim g[ £ ()] = gtim £ ()]
7. Se fé continua em a e g é continua em f{a), entdo a fungdo composta g o fé continua em a.
8. Seja y = f(x) definida e continua em um intervalo real /. Seja J = Im(f). Se f admite uma func¢do
inversa f ': J - I, entdo f "' é continua em todos os pontos de J.

Obs.: Devido a esta propriedade, a funcdo f(x) = In(x) é continua em todo o seu dominio (Rr*),

uma vez que € a inversa da fun¢do exponencial, que é continua.

Exemplos: Investigue a continuidade das func¢des abaixo, ou seja, determine os pontos ou

intervalos onde elas sejam continuas ou descontinuas, explicando porque.

L. fix) = tg(x)
A funcdo f{x) = tg(x) = sen(x)/cos(x) € o quociente de duas funcdes continuas e, pela propriedade
4(iv), f€ continua em todos os pontos que ndo anulam o seu denominador, ou seja, no conjunto S =

{(xeR:x+n2+kmn, keZ}.

x -8
x*—4

2. fo)=

f € uma funcgdo racional (quociente de duas fungdes polinomiais) e, portanto, continua em seu

dominio. Logo, f € continuaem R - {-2,2}.

3. f(x)=+x*+5

f é a composta das fungdes u(x)=x*+5 e v(x)=+/x.u é uma fungio polinomial e, portanto,
. 2 . ~ ., 2 . .

continua; v € a inversa da fun¢do continua f{x) = x° e, portanto, continua em seu dominio. Como a

composta de fungdes continuas € uma funcio continua em seu dominio, segue que f é continua em

seu dominio. Porém, dom(f) = R. Logo, f'é continua em todos os reais.
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EXERCICIOS
1. Investigue a continuidade das fungdes abaixo, ou seja, determine os pontos ou intervalos onde
elas sejam continuas ou descontinuas, explicando porque. Depois faca os respectivos gréficos,

utilizando o programa winplot.

2x—4 e’ =2
(a) f(x)_3x—2 (b) f(x)= 2
(¢) f(x)=cotg(x) (d) f(x)=In(x*+1)
() f(x)=|x-5| (f) f(x)=cossec(x)
© Fr)= I—cos(x), x<0 (h) f(x)= sen(x+7mwl2), x<ml2
&= x*+1 , x<0 Y =zi2 , x>7xl2
. :H . _
1 f(x) 0) f()=——
X e —e

2. O Brasil taxa em 15% a renda mensal entre R$ 1.313,70 ¢ R$ 2.625,12 e em 27,5% a renda
acima deste valor, sendo isenta a parcela inferior ou igual a R$ 1.313,69.

a) Determine uma fun¢do que represente o imposto pago sobre uma renda qualquer.

b) Verifique se esta funcio € continua, ou seja, se a transi¢do entre uma faixa e outra se dd de modo

continuo, minimizando injusticas.

3. Suponha que a temperatura é T (° F) e que a velocidade do vento é v (milhas/h). Neste caso, a

temperatura corrigida é dada pela fungao

T , se 0Zv<4
Ww)=491,4+(91,4—-T)(0,0203v — 0,304\/; —-0,474), se 4<v<45
1,6T —55 , se v=45

(a) Suponha que T = 30 °F. Qual é a temperatura corrigida quando v = 20 milhas/h? E quando v =
50 milhas/h?
(b) Para T = 30 °F, que velocidade do vento corresponde a uma temperatura corrigida de 0 °F?

(c) A funcao W € continua em seu dominio?

56



4. Se uma esfera oca de raio R € carregada com uma unidade de eletricidade estitica, a
intensidade do campo elétrico E(x) em um ponto P situado a uma distancia de x unidades do centro

da esfera € dada por:

0 , O<x<R
1
E(x)=<— , x=R
() 2x?
1
— , x>R
X2

A funcdo E(x) é continua para x > 0? Faca o gréfico para visualizar seu comportamento.

5. A populag@o (em milhares) de uma coldnia de bactérias ¢ minutos apds a introdu¢do de uma
toxina € dada por

t +7 ,t<5

fn=
-8t+72,t25

(a) Quanto tempo levard para a colonia se extinguir?

(b) Existe algum instante em que a populacdo varia abruptamente ou esta variacdo se dd de modo

continuo ao longo do tempo?

6. O raio da Terra tem aproximadamente 6.400 km e um corpo situado a x km do centro da Terra

pesa p(x) kg, onde

Ax, x<6.400
X)=
PROZNE s 6400
X

e A e B sdo constantes positivas. Qual deve ser a relacdo entre A e B para que p(x) seja continua para

qualquer valor de x?
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