Aula 5

Limites laterais

Para cada z real, define-se o valor absoluto ou médulo de x como sendo

r sex >0
2| =
—x sex <0

Por exemplo, [v2| = V2, |+3| = +3, |- 4| =4, [0] =0, |1 — V2| = V2 — 1 (pois
1 -2 <0).

Para apresentar o conceito de limites laterais, consideraremos a funcao
flo) =z +—

cujo campo de defini¢do (dominio) é o conjunto R — {0}.

Sex > 0, |x| = x e portanto f(z) = x+ 1. Se x < 0, |z| = —x e portanto
f(xz) =x — 1. O grafico de f é esbogado na figura 5.1.

‘y

2+

Figura 5.1. Esbo¢o do grafico de f(x) =z + =R
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Se x tende a 0, mantendo-se > 0, f(z) tende a 1. Se tende a 0, mantendo-se
<0, f(z) tende a —1.

Dizemos entdo que o limite de f(x), quando = tende a 0 pela direita, ¢ igual a 1,

e denotamos
lim f(z) =1

z—0t
Dizemos também que o limite de f(x), quando = tende a 0 pela esquerda, é igual
a —1, e denotamos

lim f(z)=—1

z—0~

De um modo geral, sendo f(x) uma fungdo, se xy estd no interior ou é extremo
inferior de um intervalo contido em D(f),

lim f(z) significa lergo f(z)

LTI r>10

Se x estd no interior ou é extremo superior de um intervalo contido em D(f),

lim f(x) significa Am f(z)

Ty r<x0

Exemplo 5.1

Consideremos agora a fungdo f(z) = 1/x. Conforme ja observado no exemplo 4.7, aula
4 (reveja-o0), esta fungdo ndo tem limite quando = — 0.

Temos D(f) =R — {0} =] — 00,0[ U ]0, +o0[. Assim, 0 é extremo superior do
intervalo | — 00, 0[ C D(f), e também é extremo inferior do intervalo |0, +oo[ C D(f).

y

y=1/x

Figura 5.2. lim,_g+ % = +o00, lim,_,o- % = —00

No esbogo do grafico de f, figura 5.2, ilustramos a ocorréncia dos limites laterais

.1 1 .1 1

lim — = lim — = +o0 lim — = lim— = -
x—0tT T z—0 1 z—0— X x—0 1
x>0 <0
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(Também ilustramos que lim * = lim = =0.)

T—-+00 z——o00 ¥

Neste caso, é conveniente denotar, introduzindo novos simbolos em nossa algebra

de limites,

. 1 po L1
Sz o ot Tt T

Observacao 5.1 Em geral, dizemos que

lim f(z) =0% se

T—x0

(i) im f(z)=0,e

T—T0o

(ii) f(z) mantém-se > 0 quando x — x, ou seja, f(x) > 0 para todo x suficiente-
mente proximo de x.

Dizemos que lim f(x) =0~ se

T—T0
(i) im f(z) =0, e
T—x0

(ii) f(x) mantém-se < 0 quando x — x, ou seja, f(x) < 0 para todo x suficiente-
mente proximo de xy.

Escrevemos ainda lim f(x) = 0" para indicar que
:c—»:ro
(i) lim+ f(z) =0, e (i) f(z) >0 quando x — o e x > xy.

CL‘HCL‘O

Analogamente, podemos também conceituar os casos

lim, f(x) =07, lim f(zr) =07, e lim f(z)=07.

'IA’IO 'IA’IO :cﬂ:co

Nossa algebra de limites passa a contar agora com os seguintes novos resultados:

—00 sec<0( 0~ 400 sec<0

c {—l—oo sec >0 c {—oo sec >0

Também é facil intuir que

+00 +oo —00 —00
O_+7+OO OT——M O—Jr——OO O_,*_‘_OO
Exemplo 5.2
. 9 ) 1 1
lim(x — 1)* = 07, portanto lim ——— = — = +00.

21 =1 (x—1)2  0F
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. 2x—-3 =3
lim = — =—00
z—0t x 0+
lim 0 = i =07
z—4o0o T — 3 +00
2 2
Exemplo 5.3 Calcular lim ——= e lim -

r——21 |[E + 2| rT——2" |I —+ 2|

Solugdo. Observe que = + 2 > (0 se e somente se x > —2.
Assim sendo, se x > —2, temos x +2 > 0 e entdo |x + 2| = x + 2.
Por outro lado, se v < —2, temos x 4+ 2 < 0 e entdo |x + 2| = —(x + 2).

Assim sendo, temos

T+ 2 . T+ 2 . o+ 2 .
im =1 = lim = lim 1=1
r——2+ |I + 2| r——2 |I + 2| x——-2 1 + r——2
r>—2 r>—2
2 2 2
lim 4 gy 2 im 2% i 1= 1

1m -———m = I[l1In
T——2" ]x + 2’ z——2 ‘x -+ 2’ r——2 —(x + 2) T——2
r<—2 r<—2

Observacao 5.2 A afirmacio
lim f(z) =a
T—x0
€ equivalente a afirmacdo, simultanea, de que
lim fz)=a e lim f(zr)=ua

T—T) T—Ty

Se no entanto f(x) € definida para x > o, mas ndo € definida para x < x¢, entdo
lim, .., f(x) = a significa lim,_ .« f(z) =a

Por exemplo, lim, g v/z = 0, muito embora \/x ndo esteja definida para x < 0.
Neste caso, afirmar que lim, .o +/x = 0 significa que lim, .o+ /z = 0, jd que ndo se
define o limite lim, _o- /T

Observacao 5.3 (O grafico de uma fungao continua em [a, b))

No exemplo ao inicio da aula, vimos que a fun¢do f(x) = = + x/|z| tem limites laterais
diferentes no ponto xy = 0, sendo lim+ f(z)=1e lim f(x) = —1. Assim, conforme
z—0 x—0~

podemos vizualizar na figura 5.1, o gréfico de f apresenta um salto no ponto 0.

Também a fungdo f(z) = 1/x tem um salto no ponto 0. Agora porém o salto é

infinito, sendo lilgl+ f(z)=+occe lilgl_ f(z) = —o0.
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f(b)
f(a) /

by

Figura 5.4. f é continua no intervalo [a, b], mas ndo tem derivadas nos pontos ¢ e d.

Na aula 4, estivemos observando que a fun¢do f(z) = 1/x? tem limite infinito no
ponto 0: lin% f(z) = +o00. Aqui, nas proximidades de 0, o grafico “salta” para cima dos

dois lados, apresentando uma quebra na curva do gréfico.

Quando uma fun¢do f(x) é continua nos pontos de um intervalo [a,b], a curva
y = f(x), a <z <b, grafico de f no intervalo [a,b], ndo apresenta quebras ou saltos.

Intuitivamente falando, podemos desenhar o grafico ligando o ponto inicial A =
(a, f(a)) ao ponto final B = (b, f(b)) sem tirarmos o lapis do papel, tal como na figura
5.3.

Observacao 5.4 (Uma funcdo continua pode nao ter derivada sempre) J4 na figu-
ra 5.4 temos uma ilustracdo de uma funcdo continua no intervalo |a, b] que, no entanto,
ndo tem derivada em dois pontos desse intervalo. Note que nos pontos correspondentes

a c e d ndo € possivel tragar retas tangentes ao grafico de f.

Observacao 5.5 (Continuidade significa Alim0 Af =0) Na observagdo 2.1, aula 2,
vimos que, sendo xy € D(f), se existe f'(xy) entdo Alim0 Af = 0. Na verdade, ndo é

necessario termos f diferenciavel xy para que tenhamos Alim Af=0.
z—0
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A condicdo necessaria e suficiente para que tenhamos Alililo Af =0 €éque [ sea
continua no ponto xy.

Vejamos: Af = f(xo+ Ax) — f(x0).

Fazendo v = xy + Az, temos Af = f(x) — f(x9). Temos que Az — 0 se e

somente se x — xg.
Se AliIEO Af =0, entdo lim (f(x) — f(zo)) =0, logo
lim flz) = lim [(f(z) = f(z0)) + f(xo)] = 0+ f(xo) = f(xp). Assim, f € continua

em Xy.

Se f € continua em xzy, lim f(x) = f(xg). Logo, lim (f(z) — f(x9)) =0, e

T—T0 T—T0
entdo lim Af =0.

Axz—0

Assim, Alim0 Af =0« lim f(x)= f(xo).

T—x0

Quando existe f'(xy), temos Alim0 Af =0 eentio lim f(x) = f(zo), ou seja

T—x0

Se f tem derivada em 1z entdo f é continua em x.

No entanto, podemos ter f continua em x(, sem ter derivada em xy. Veja proble-
mas 5 e 6 abaixo.

5.1 Problemas

hy

Y

-12

Figura 5.5.
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1. Na figura 5.5 estd esbogado o grafico de uma funcdo y = f(x). Complete as

igualdades:
(@) Jim f@) = () lim fl@)= () Jim f@) =
@l f@)= () lim Sl = () lim (o) =
() lim f(z) = (h) lim f(z) =

2. Em que pontos a funcdo f do problema anterior é definida? Em quais pontos é
continua?

3. Calcule os limites laterais

(a) lim Ir = 2|

(b) lim (c) lim
z—n~ LT — T z—rt T — T x—8~ T —
25 4
@ Jim o5 (€ Jim e () Jim Ve

4. Calcule os limites lim f(xz), lin%_ f(z) e diga se existe o limite lim_f(z).

r——3F r——3
Diga também se f é continua no ponto —3.
1
sex < —3 % ser < —3
(@) flz)=q 2237 (b) f(z)=q 7

Vr4+2 sex> -3 vVd+x sex>-—3

5. Verifique que a fun¢do f(z) = |z| é continua em zo = 0, mas n3o existe f'(0)
(mostre que ndo existe o limite Alim0 f(()*;—f(o)). Mostre que existem os limites
r—

laterais Alim+ Mi_f(o) e Aljm %ﬁ—ﬂo)
70 —
derivada direita de f no ponto 0 (f'(0")) e derivada esquerda de f no ponto 0

(f'(07)). Esboce o grafico de f e interprete geometricamente os fatos deduzidos
acima.

, chamados respectivamente de

6. Verifique que a fungdo f(z) = /x é continua em xy = 0, mas Alim0 %ﬁfﬂo) =
Tr—

+00. Neste caso, por abuso de linguagem, dizemos que f'(0) = 4+00. Esboce o
grafico de f, tracando-o cuidadosamente através dos pontos de abcissas 0, £1/8,
+1, £8, e interprete geometricamente o fato de que f/(0) = +oo.

5.1.1 Respostas e sugestoes
1. (a) —o0  (b) =1/2 (c)+o0 (d)0 (e) -1 (f) -1 (g) —1/2 (h) —0
2. A funcio f é definida em R — {1}. E continua em R — {1,2}.

3.(a) -1 (b)1 (c) =0 (d) 400 (e) 400 (f)0
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4.
(a) xllrgﬁ flx) = -1, xll{rg_ f(x) = 1/11. Nao se define (ndo existe) o limite
xlinggf(m). f(—=3) = —1, mas como nio existe xlinggf(m), f ndo é continua no ponto
—3.
(b) lim f(z)=1, lim f(z)=1, lim f(x) =1. f é continua no ponto —3 pois
r——3+ x——3~ z—=3

Tim, f(x) = f(=3).

5. Ao esbogar o gréfico de f, notamos que f(x) =z, se x > 0, e f(x) =z, se x < 0.
Assim, f/(0%) = 1 indica a presenca de uma reta tangente ao grafico de f, “a direita do
ponto (0,0)", como sendo a reta tangente ao grafico de y = x, z > 0, no ponto (0,0) (a
reta tangente a uma reta é a prépria reta). Analogamente, interpreta-se f/(07) = —1.

6. f'(0) = 400 significa que a reta tangente a curva y = /x, no ponto (0,0), é vertical.



