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PREFACIO

Este livro baseia-se nos cursos de Célculo ministrados aos alunos da Escola Politécnica
da USP, do Instituto de Matematica e Estatistica da USP e do Instituto de Ensino de Enge-
nharia Paulista — IEEP.

Os assuntos abordadoes neste volume sdo os de limite, derivada e integral de fungdes de
umi varidvel real.

O curso € desenvolvido de forma que os conceitos e teoremas apresentados venham, sempre
que possivel, acompanhados de uma motivagdo ou interpretagio geométrica ou fisica. As de-
monstragoes de alguns teoremas ou foram deixadas para o final da se¢@o ou colocadas em apén-
dice. o que significa que o leitor poderd, numa primeira leitura, omiti-las, se assim o desejar.

Muitos problemas que ocorrem muito cedo na Fisica requerem, para suas resolugdes, o conhe-
cimento de equagdes diferenciais; por este motive, € importante que o aluno entre em contato com
elas o mais rapido possivel. Neste volume, no Cap. 14, estudamos as equagdes diferenciais ordi-
ndrias de 1.* ordem, de varidveis separdvels, e as lineares de 1.* ordem. Deixamos para o infcio
do Vol. 2 o estudo das equagdes diferenciais lineares de 2.7 ordem com coeficientes constantes.
Qutros tipos de equagdes diferenciais serdo estudados ao longo dos Vols. 2, 3 e 4.

Para atender ao curso de Fisica, talvez haja necessidade de o professor ter que antecipar
o estudo das integrais; se este for o caso, sugerimos deixar o capitulo sobre o estudo das
variagdes das fungdes (Cap. 9) para ser estudado ap6ds o Cap. 14.

Quanto aos exemplos e exercicios, pensamos t&-los colocado em nimero suficiente para
a compreensiio da matéria. Procuramos dispor os exercicios em ordem crescente de dificul-
dade. Existem exercicios que apresentam certas sutilezas e que requerem, para suas resolu-
¢des, um maior dominio do assunto; deste modo, niio se aborrega caso ndc consiga resolver
alguns deles: tudo que vocé terd que fazer, nestas horas, € seguir em frente e retornar a eles
quando se sentir mais senhor de si. Coloco-me & disposi¢do para quaisquer esclarccimentos
ou troca de idéias, tanto pessoalmente quanto por carta, aos cuidados da Editora. Ficaria,
ainda. muito feliz em receber sugestdes ou criticas visando a um aprimoramento do texto,

Observamos que o 2.° Teorema Fundamental do Célculo bem como as integrais tmprd-
prias serdo vistos no Vol. 2.

Na 4.7 edigiie, foram incluidos dois capitulos: um, atual Cap. 13 e que antes fazia parte
do Vol. 2. sobre aplicagbes das integrais ao cdlculo de volumes de sélidos de revolugiio, de
areas de superficies de revolugio, de comprimentos de curvas, de dreas e comprimentos de
curvas em coordenadas polares ¢ de centros de massa; e outro, novo (Cap. 17), sobre
Arquimedes, Pascal, Fermat e o cdlculo de dreas. Trés novas secdes, sobre integracio de
fungées trigonométricas, foram acrescentadas ao Cap. 12. A Se¢io 12.9 (exercicios do ca-
pitulo) da edi¢do anterior foi eliminada e os exercicios distribuidos pelas se¢des do capi-
tulo. A Secao 1.8 (Principio de Indugio Finita) da edigfio anterior foi, também, eliminada e
parte dela deslocada para a Secio 17.2.

Nesta 5.7 edi¢@o toram feitas uma revisdo meticulosa do texto e corregGes de algumas
falhas graficas relacionadas ao texto e as figuras.

Nio poderfamos deixar de agradecer, pela cuidadosa leitura do manuscrito, s colegas
Elvia Mureb Sallum e Zara Issa Abud. E ainda com satisfagio que agradeco ao ¢colega Nel-
sont Achcar pelas sugestdes e comentdrios que muito contribufram para o aprimoramento
das apostilas precursoras deste livro. Finalmente, agradecemos & Editora LTC pelo exce-
lente trabalho grifico e pela forma cordial com que sempre nos tratou,

Hamilton Luiz Guidorizzi
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1

NUMEROS REAIS

O objetivo deste capitulo € a apresentagio das principais propriedades dos nimeros re-
ais. Nio nos preocuparemos aqui com a defini¢iio de mimero real, que € deixada para o
Apéndice 6. No que segue, admitiremos a familiaridade do leitor com as propriedades dos
niimeros naturais, inteiros e racionais. Mesmo admitindo tal familiaridade, gostariamos de
falar rapidamente sobre os niimeros racionais. Eo que faremos a seguir.

1.1. Os NUMEROS RACIONAIS

a
(s mimeros racionais sdo os numeros da forma E sendo a e b inteiros e b # (; o con-
junto dos mimeros racionais € indicado por {, assim:

@Z{%la,bez,biﬂ}

onde Z indica o conjunto dos nimeros inteiros:
Z=4{.,-3-2-10,1,2,3, ...}
Indicamos, ainda, por N o conjunto dos nimeros naturais:
N=1{0,123 ..}

Observamos que N é subconjunto de 7, que, por sua vez, é subconjunto de (; isto &,
todo niimero natural é também niimero inteiro, e todo inteiro é também numero racional.
. a [ . . . . . . .
Sejam — e 4 dois racionais quaisquer. A soma e o produto destes racionais sfo obtidos

da seguinte forma:

a.c ad + bc
b d bd
a ¢ ac
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A operagdo que a cada par de nimeros racionais associa a sua soma denomina-se adi-
¢do, € a que associa o produto denomina-se multiplicacdo.

. . a . . a
O ndmero racional = se diz positvosea-bEN;sea-beENea + 0, entio 5 se diz

estritamente positivo.

Sejam r e s dois racicnais; dizemos que r & estritamente menor que s {(ou que s é estrita-
mente maior que r} ¢ escrevemos r <. g (respectivamente s > r) se existe um racional ¢ es-
tritamente positivo tal que s = r + 1. A notagio r < s (leia: r menor ou igual a s ou simples-
mente r menor que 5) é usada para indicar a afirmagiio “r < sou r = ™. A notagio r = 5
(leia: r maior ou igual a s on simplesmente r maior que s5) & equivalente a s < r, Observe
que r positivo equivale a 7 = 0. Se r = 0, dizemos que r € negativo.

A quidrupla (Q, +, -, <) satisfaz as seguintes propriedades (x, y, z sio racionais quatsquer):

Associativa

AD G+ +z=x+(+2) M) (xy) z = x (y2)

Comutativa
(A2 x+y=y+yx M2y xy = yx
Existéncia de elemento neutro
(A3) x+0=1x M3)x-1=x (1#0)

Existéncia de oposto

(A4) Para todo racional x existe um dnico racional y tal que x + y = (). Tal ¥ denomina-se
oposto de x e indica-se por —x. Assim, x + (—x) = 0.

Existéncia de inverso
(M4) Para todo racional x # 0 existe um tinico racional y tal que x - y = 1. Tal y denomina-

. S - 1 -
se inverse de x e indica-se por x Lou —. Assim,x-x 1 =1,
X
Distributiva da mudtiplicacdo em relacdo & adicdo
o)) My +2)=xy+az

Reflexiva
(O1) X

bl
e

Anti-simétrica

(02) XSy e ysr=x=y
(leia-se:sex < yey =< x entiox = youx =yey=yimplicax = y).
Transitiva

(03) XEy e y=7 = <

™

Quaisquer que sejam os racionais x e ¥

(O4) XSy ou y=y,

Niimeros Reais 3

Compatibilidade da ordem com a adigdo

(OA) XEy=>xtzs=y+z

(Somando-se ¢ ambos os membros de uma desigualdade um mesmo niimero, o senti-
do da desigualdade se mantém.)

Compatibilidade da ordem com a multiplicagio

(OM) x=y e 0=z = xz=yz

(Multiplicando-se ambos os membros de uma desigualdade por um mesmo niimero
positivo, o sentido da desigualdade se mantém.)

(Observagio. Seja < um conjunto qualquer com pelo menos dois elementos e suponl}amos
que em [€ estejam definidas duas operagGes indicaFias por te-;sea terrlla (I, +,9 saﬂsﬁ%er
as propriedades (A1) a (A4), (M1) a (M4} e (D), diremos que (K, +, <) éum corpo. Se,_ além
disso, em [ estiver definida uma relagio (<) de modo quea quadrupla (KK, +,-, 5’) satisfaca
todas as 15 propriedades anteriormente listadas, entdo diremos que (i€, +, -, =) € um corpo
ordenado. Segue que ({, +, -, =) é um corpo ordenado; entretanto, (Z, +, -, =) ndo € corpo
ordenado, pois (M4) nio se verifica.

Os nimeros racionais podem ser representados geometricamente por pontos de uma reta.
Para isto, escolhem-se dois pontos distintos da mesma, um representandp oldcooutroo 1.
Tomando-se o segmento de extremidades 0 e 1 como unidade de medida, marcam-se os
representantes dos demais nimeros racionais.

S
Ja—aiw

B

 J

-3 -2 -1 o0 ! 1 2 3 4 5 6
Se o ponto P for o representante do mimero racional r, diremos que r é a abscissa de P.

1 . : .
Na figura anterior, — € a abscissa de A; 5 é a abscissa de B.

Todo niimero racional r € abscissa de um ponto da reta; entretanto, nem todq ponto -da
reta tem abscissa racional. Antes de construir um pounto da reta que nio tem abscissa racio-
nal, vejamos os seguintes exemplos.

. . a2 . <
EXEMPLO 1. Seja a um nimero inteiro. Prove: (i) se @ for impar, entio a° também serd
{mpar; (ii) se a” for par, entdo g também ser4 par.
Solugao
{i) Como a é {mpar, ¢ é da forma ¢ = 2& + 1, k inteiro. Entdo:
A=k P = A A+ 1= 22K 20 + 1
como 2k + 2%k & inteiro, resulta a* impar.

. N 2 (e )
(i1) Por hipotese, até par; se a fosse fmpar, por (i), terfamos a“ também impar, que contra
ria a hipdtese. Assim,

a® par = a par. n
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EXEMPLO 2. A equagio x% = 2 ndio admite solugdo em ©.
Solucdo

2
De fato, suponhamos, por absurdo, que exista uma fragiio irredutivel % tal que (%) =2,

entao:

a2

bT:2=>a2=2b2:>a2par:>apar;

sendo a par, serd da forma a = 2p, p inteiro;

2 _np2
ac=12b 2 L ap2 2_ 42
a=2p}:>4p 2b° = 2p- = b=,
a
Assim, pré par e, portanto, b também o ¢; sendo a ¢ b pares, a fragio 5 € redutivel,
contradi¢do. [

Vejamos, agora, como construir um ponto da reta que nio tenha abscissa racional,

(P ¢ a interseccdo do eixo x
com a circuntferéncia de
centro @ e raio 4.)

o

0 1 F x

Pelo teorema de Pitdgoras, F=12+12=2 (veja figura anterior); assim a abscissa de
F deveria ser d que ndo é nimero racional (Exemplo 2).

Admitiremos que todo pento da reta tem uma abscissa x; se x ndo for racional, diremos
que x € irracional. O conjunto formado por todos os nimeros racionais e irracionais € o
conjunto dos niimeroes reais que serd indicado por R.

1.2. Os NUMEROS REAIS

Comao dissemos na segfo anterior, o conjunto dos nimeros reais serd indicado por R R
contém {3, isto é, todo nimero racional é um nimero real. Os nimeros reais que nio sdo
racionais denominam-se irracionais.

Em [ estdo definidas duas operagdes, adigdo (+) e multiplicagio (-) e uma relagdo (=).
A adicfo associa a cada par (x, y) de nimeros reais um srico nimero real indicado porx +y,
a multiplicagdo, um #nico real indicado por x - y. As operagdes de adi¢do e multiplicagdo
definidas em R, quando restritas a QQ, coincidem com as operacdes de adi¢do e de multipli-
cagiio de (; o mesmo acontece com a relagio (). '

Admitiremos que a quadrupla (R, +, -, <) & um corpo ordenado, isto &, satisfaz todas as
15 propriedades listadas na se¢fio anterior: (A1) a(A4), (M1) a(M4), (D), (01) a(04), (OA)
e (OM). Reveja tais propriedades.

Os exemplos que damos a seguir mostram como obier outras propriedades a partir das jd
mencionadas.
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EXEMPLO 1. Quaisquer que sejam oS reais x, v, , w

r=y

ZSW}:bx-i—zS.y-i-w.

(Somando-se membro a membro desigualdades de mesmo sentido, obtém-se outra de mes-
mo sentido.)

Solugdo
Pela (OA)

XSy x+rsy+z
IsEw=Sytzsy+w

Pela transitiva (O3)

ytz=y+tw
Portanto,
X =y -
ZSw}ﬁx+z§y+w.

Como observamos anteriormente, a adi¢io associa a cada par de mimeros reais um #nico
ndmero real; assim, sex = ye z = w, entdox + z = y + w; em particular, se x = y, entio
x+z =y + zparatodo z, o que significa que, somando a ambos os membros de uma igual-
dade um mesmo nimero, a igualdade se mantém.

EXEMPLO 2. (Lei do cancelamento.) Quaisquer que sejam os reais x, v, z
xtz=y+tz > x=y
Solucdo
Somando-se —z a ambos os membros da igualdade x + z = y + z, vem:
xt+ta+(-a=0+2+(-2.
Pela associativa (A1),

x+z+(—]=y+[z+ (-2]

x+0=y+0

ou sgja,
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Assim,

x+z=y+z:>x:y. u

EXEMPLO 3. Quaisquer que sejam os reats Xy w

O0=sxy=
O<z=w =X = yw,

{(Multiplicando-se membro a membro desigualdades de mesmo sentido € de niimeros posi-
wves, obtém-se desigualdade de mesmo sentido.)

Solucdo

Oﬁxﬁy} ((2:/[) Xz = yz

= X7 S yw.
O=sz=sw vz = yw = yw "

}(Oﬁ

Vamos, agora, fazer uma lista de outras propriedades dos reais que podent ser ohtidas
das 15 anteriormente listadas e Que nos serio lteis no decorrer do curso,

Quaisquer que sejam os reais x, y, z, w, tem-se:

a)x <y Sxt <y 4z
B)z>0e: >0,
z>0 e —z<(.
disez>0,x<y = a7 < yz.
eysez<0,x<y = Az > yz.

(Multiplicando-se ambos os membros de uma desigualdade por um mesmo nimero negati-
Vo, 0 sentido da desigualdade muda.)

N O=sx<y

80$z<w} = Xz < yw.

1 1
N<x<ye=0<c — < —,

¥ x
h) (Tricotomia.) Uma e somente uma das condigdes abaixo se verifica:
x<ymx=ymx>y
i) (Anulamento do produto.)
=0 & x=00uy=0,

(Unmi produto é nulo se e somente se um dos fatores for aulo.)
EXEMPLO 4. Suponha x = 0 ¢ v = 0. Prove:
a x<y = x2<y2.
brx=sy = xzsyz.
cdx<y < x2<y2.

Nimeros Reais 7

Solugdo

g 0=x<yl __ 2 ¥2. (Veja item f do Exemplo 3.)
Co=sx<y

b) Faga vocé. ) , " 2

=x" < y". Suponhamos, agora x
¢) Por (a), x <y .
terfamos $ = yz, contradigio. Assim, < y2 = x < y. Fica provado, deste modo, que
quaisquer que sejam os reais x = O0ey = 0

< y2; se tivéssemos x = y, por (b)
<y & x2 < y2. |

EXEMPLO 5. Resolva a inequagio
Sx+3<2x+ 7.

Solucdo
Sx+3<x+T &< +4

«3x <4

< 4

o x < —.

3

Assim {x ERIx< i} € o conjunto das solugdes da inequagio dada. [ |
' 3

EXEMPLO 6. Estude o sinal da expressdo x — 3.
Solugdo
x—3>0 © x>3 x—-3=0 © x=3 x—3<0 & x<3.

Assim,x —3 > Oparax > 3;x — 3<<0Oparax <3 ex — 3 = 0 parax = 3. Esta discus-
sdo sera representada da seguinte forma:

-0 +
x—3 _I_._3 . |
. x+3
EXEMPLO 7. Estude o sinal de ~— 3
Solucdo
- — 0 + + + + +
+3 }
! -3

NS L )
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+3

Parax<—3,x+3<0ex—2<0,log0,x = 0.
x =2
Para—3<x<2,x+3>03x—2<0,dal’,x+3<0.
x—2
p . _ x+3
ara x x4+ 3> 0ex 2 >0, logo, > 0.
p _ o, xt+3 x+3
arax = —3, — = 0; para x = 2, a expressio nio estd definida.
x—2 x—2
x+3 + 0 - 3 +
P !
(3 = ndo existe.)
Conclusdo
x+3>0 < _3
a _ .
P para x oux>2;
x+3<0 3«
ara — ;
- p x<<2;
x+3
=0 parax = —3,
x =2
EXEMPLO 8. Resolva a inequagio 2x 7 < 0.
Solugdo
L. . x +1
Inicialmente, estudaremos o sinal de e
X —
- 0 + 4+ o+
2x+1 }
1
2
— — 0 +
x—4 t
4
2x +1 * (l) B Iﬂ +
x—4 ﬁll :1
2

. 1
Assim, {x eRI ~5 <x < 4} € o conjunto das solugdes da inequagdo dada.
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EXEMPLO 9. Resolva a inequagio 3x+—21 = 5.
X
Seolugdo
— - +
3x 1;5@ 3x 125(x 2)(x¢—2).
x+2 x+2 x+2
o 3xfl*5x71020.
x+2
—2x—-11 = 0.
x+2

Multiplicando por —1 ambos os membros da Gltima desigualdade, resulta:

2x +11
=
x+2
- 0 + +
2x + 1 t
1
2
- - 0 —+
x+2 }
—2
- +
2x + 11 ) 3.5
x+2
u
2

+ 11

Assim, 50@7%\x<ﬂ2.L0g0, {xERIAI—;sx<—2}éocon-

x
junto das solugdes da inequagdo dada.

CUIDADO!

3x —1

= 5 ndo éequivalentea3x — 1 2 5 (x + 2)!!
x+2

A equivaléncia serd verdadeira para x > —2, pois, x > —2 = x + 2 > (; multipli-
cando, entdo, ambos os membros da desigualdade por x + 2, o sentido se manterd; assim,
parax > -2,

Pl s o 125012
x+2
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Por outro lado, para x < -2,

-1 -2 2. n
A —d' =" T e T e

Nimeros Reais

3 4
O — & =0 — ot +ad + 2P+ ax+ ah

— - =1
HE S L )

3x -1 .3y S onde n # 0 é um natural.
o ZS & 3x-1 'S 5(x +2). (Por qué?) n
6. Simplifique.
Exercicios 1.2 2 4 -8
x2 -
a) b) JC2 —4
1. Resolva a inequagio. x -l
aA3x+3<x+6 Dyx—3>3x+ ] Ax—1=5r+3 2 l_l
dx+3=s6x-2 )l —3x >0 A2x+1=3x )41 -9 dy X
C
+3 -1
2. Estude o sinal da expressio. # :
@) 3x - | b3 - x LI ]_24
)2~ 3y 5%+ 1 x2 pE=2
x—1 6’) r—1 x—3
E)x*2 B+ Dix—2)
¥ x+2 h)3—x g x 3 X p
H(2x — 13 - 20 N oxix — 3) x—35 x—p
l)x(xzﬁ DEx+ 3 m) (x — 1)(1 + x)(2 — 3x) 1
mx(x” + 3) o) (2x — D(x? + 1) 1—2 - x4 = p?
p)ax + b, onde a e b silo reais dados, com a > 0. i) al L 7
q)ax + b, onde @ << 0 e b 530 dois reais dados. x—p ror
3. Resolva a inequacio. 1
x—1 1 [)(x"'h)z_xz m xt+h x
— 5 - - -
a) <0 b = h
x+1 ) 3y 0 h
2
x -2 3.3 (x+h% —(x—h
c >0 - (x +h)y —x
)3x+1 d)2x— D)x+3) <@ n)__h— o) n
3x -2
¢ 2-x =0 Dre—1=0 7. Resolva a inequagao.
2
2 _ byx*=1=<0
2x — 1 a) x 4>0
HE=-Dx+n>0  p L g : 2
x = x> 4 x> 1
. x —
i) =3 ; < 2 _
2x -3 7 —,; =1 - H= * a0
e) <0 Z4y
DA =DEH1>0  my@x— D - 3) > 0 il )
2 hy 3x° = 48
2 . x=3 2 2x— D" —H=0
n2x=3Hx"+1)<0 o <0 . 5
) 2 1 i)xz<r2,onder>0éumrealdad0- J)xzzrzgonder>0eumrealdado.
4. Dividax3~a3p0rx—aeconclua que13~a3 =(x— a) (x2+ax+a2). . 8. Considere o polindmio do 2.° grau ax2+bx+c, onde a # 0, b e ¢ s3o reais dados.

3. Verifique as identidades. @) Verifique que

a) 12 - a2 =x-akx+a

b)x3 - a3 ={(x— a)(;c2 + ax + az)

2 2

ax2+bx+c—-ali(
c)x4—a4=(x—a)(x3+ax +ax+a3)

b)z
x+ — -

2a

AZ } onde A = b — 4ac.
da

11
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b) Conclua de (a) que, se A = 0, as raizes de ax® + bx + ¢ sdo dadas pela férmula

—b* A
r=—

2a
, b AA b3
c)Sefam x) = ————— e x; = —— —— (A?-())asraizesdeaxz-‘rbx+c.Veriﬁqucque
2a 2a
b
x| +12 =T e XX :i.
a a

. S 2 :
Considere o polindmio do 2.° grau ax” + bx + c e sejam x| € x» como no item (¢) do Exercicio.

Verifique que

ax® + bx + ¢ =alt — x)x — x).

10. Utilizando o Exercicio 9, fatore o polindémio do 2.° grau dado.

1

—_

12,

13.

Axt -3+ 2 By —x—2
c)x2-2_x+1 d)x2—6x+9
ey’ — 3x Y P
Qx =25 M3 +x—2
4’ — 9 7125 — 5%

- Resolva a inequagio.

D=3 +2<0 P —5x+6=0

c‘)xzk3x>0 d)x2—9<0
e)xz—xAZ‘:‘:() f)3x2+x—2>0
g)x2~4x+4>0 h)3x27xs_0

Dax’ —dx+1 <0 N4 —ac+1=0

Considere o polindmio do 2.° grau ax’ +bx+ee suponha A < 0. Utilizando o item (a) do
Exercicio 8, prove:

a) se a > 0, entio ax2 + bx + ¢ > ( para todo x.
b} se a < 0, entdo ax2 + bx + ¢ < 0 para todo x.

Resolva a inequagdo.
a) P43 0

c) T 10

e {x — 3+ 5)> 0
) )c(x2 +1y=0

B +x+1>0
d)xz+5:§0
P+ D +x+ =<0
(1= 0+ 2+ 2 <0

3x+3
x2 +1

=3 o S5x+325x24+0)

16.

17.
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. A afirmagio:

2 4+r+1

“para todo ¥ real, x # 2, >3 @ ¥ Hx+1>3(x-2)"

x =12
¢ falsa ou verdadeira? Justifique.

] n—1 . s
Suponha que P{x) = agx” + a1x + ...+ a, _ | x + a, sejaum polinémio de grau n,
com coeficientes inteiros, isto &, ag # 0, 4, 43, ..., 4, 540 nimeros inteires. Seja a um
nimero inteiro. Prove que se « for raiz de P{x), entdo o serd um divisor do termo indepen-

dente a,,.

Utilizando o Exercicio 16, determine, caso existam, as rafzes inteiras da equaciio.
a)x3+2x2+J:*4:0 2 c)x4—3x3+x2+3x=2

by~ +x+14=0
H - —-1=0 v+l +x—14=0 A3 —4x—12=0

. Seja P(x) um polindmio de grau n. Prove:

a éraiz de P(x) < P(x) é divisivel por x — a.

(Sugestdo: dividindo-se P {x) por x — «, obtém-se um quociente @ (x) ¢ um resto R, R constante,
talque P(x) =(x — o) G () + R.

19.

20.

2

—_

22.
23,

Fatore o polindmio dado.
Q) &+ 2x2 —x—2
D+ —dax— 12

c)x3+ 2 - 3y
pad—1

b)x443,r3+x2+3x—2
ar et llxté

Resolva a inequagéo.
ay x3 - 1>0
c)x3 + 3x2 —4x—=12=0

P+ 6+ 1x+6<0
D+ 27— 3x<0

. A afirmagio:

“quaisquer que sejam os reais x e y, x <y & P < yz”
é {alsa ou verdadeira? Justifique.

. : . 3 3
Prove que quaisquer que sejam os reais xe y, x <y > x” <y

Neste exercicio vocé devera admilir como conhecidas apenas as propriedades (Al) a (A4), (M1)
a (M4), (D), (O1) a (04), (OA) e (OM). Supondo x, y reais quaisquer, prove:
a)yx-0=0.
b) (Regra dos sinais)
(—xy = —xyix{—y =m0 () = ay
c) ¥ =0
dyl1 >0,
eyx >0 e o
£ {Anulamento do produto)
=0 x=00uy=0
g)x2=y2 Sx=youx= -y
h)Sex?Oey?O,xzzyz e x =y
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1.3. MODULO DE UM NUMERO REAL
Seja x um nimero real; definimos o médulo (ou valor absolute) de x por:

_ X se x=0
lxl =
—X s x < (.

De acordo com a definigio acima, paratodo x, | x | = 0, isto &, o médulo de um ndmero
real € sempre positivo.

EXEMPLO 1.

a)l51=35.

EXEMPLO 2. Mostre que, para todo x real,

[x 12 =x2.

Solugdo

Sex=0,lxl=xedaflxi® =2
Sex<0,lxl=—xedailxP = (-x? =

Assim, para todo x real, | x I = 42,

Lembrando que va indica a raiz quadrada positiva de a (z = 0), segue do exemplo an-

terior que, para todo x real,
Nx2 o=x] u

EXEMPLO 3. Suponha g > 0. Resolva a equacio
lxl=a.
Solugdo

Comolxi=0eaqa>0

]

Ixl=a o 1x1? =g

Mas!x{* = x2, assim

|x|=a@x2:a2

Sx-—adxta=0ox=aoux=—a.
Portanto,

Ixl=a s x=aoux= —a -

BI-31=—(~3)=3, .
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EXEMPLO 4. Resolva a equagiio | 2x + 11 = 3.

Solucdo
2x+1=3 x=1
Rx+11=3 o ou = ou
2x+1=-3 x=-2.
Assim,
i2Zx+1l=3 @x=1loux= -2 [

Sejam x e y dois nimeros reais quaisquer. Definimos a distdnciade xa y por lx—yl
Sendo P ¢ Q os pontos do eixo Ox de abscissas x e y, € 11 0 segmento de extremidades O e 1,
I x — v | é amedida, com unidade u, do segmento PQ.

u

— P Q
0 1 x y
Delx!l=1x—01I,segue que | x|¢&adistinciade x a0,

Seja r > 0; o proximo exemplo nos diz que a distincia de x a O € menor que 7 se, e so-
mente se, x estiver compreendido entre —re r.

EXEMPLO 5. Suponha r > 0. Mostre que

lxI<r&o—r<x<r

Solucdo
xl<r o lxP<r? o <
mas,
2 < Sh-—Nx+nNn<0oe —-r<x<r
Portanto,

lxl<r&e —r<x<r ]
EXEMPLO 6. Resolva a inequagdo | x | <C 3.
Solucao

Pelo Exercicio 3,

[x1 <3 <& —3<x<3, ]

EXEMPLO 7. Elimine o médulo em

lx—pl<r{r>=0).
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Solucdo
!x—p|<r<:>—r<x—p<r(:)p—r<x<p+r.

Assim,

ix—pl<rop-—r<x<p+r

(A distdncia de x a p € estritamente menor

que r se, e somente se, x estiver estritamente
compreendido entrep — re p + r.)

]
EXEMPLO 8. Mostre que quaisquer que sejam os reais x e y
fxyl=lxllyl
(O modulo de um produto & igual ac produto dos médulos dos Sfatores.)
Solucdo
oy P = (o = A2 = 1x Ply R = Uxtyn?
Comalxyl=0elxilyl=0resulta
Lyl =txllyl
Antes de passarmos ao préximo exemplo, observamos que, para todo x real,
r=|xle-x=slxl (Verifique.) (]
EXEMPLO 9. (Desigualdade trianguiar.) Quaisquer que sejam os reais xe y
lx+yl=lxl+1yl
(O méduio de uma soma é menor ou igual a soma dos médulos das parcelas.)
Solugdo

Sex+y20,|x+y|=x+y£!x|+ly|.
Sex+y<0,|x+y|=—(x+y)=—x—yi-’:lx[+|yl.

Assim, quaisquer gue sejam os reais x e y.
fx+yl=ixl+1yl [ |
EXEMPLO 10. Elimine o médulo em | x — 1§ 4 | x + 21

Selucdo

x+ 2
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Parax < —2,x — 1 <Oex + 2 <0, assim
lx—Hl+1lx+2l=-(x—-1)—-—(x+2})= —2x—1.
Para—2=x<1,x — 1 <0ex+ 220, assim
lx—11+lx+2l=-(x—-1D+x+2)=273.
Parax = 1,x — 1= 0ex + 2 2 0, assim
fx—=1l+tx+2I=x—-1D+{x+2)=2x+ L
Conclusdo
—2x—1 sex<<—-2
lx —1l+Ix+ 2 = 3 se 2= x <1
2x+1 sex=1 n
Exercicios 1.3
1. Elimine o médulo.
Al —=51+1-21 byl =5+ 8| Al—al,a>0
dlal,a<0 eyl —al N2al—13al
2. Resolva as equagdes.
= iZx—11=1
fxl=2 Hix+11=3 )
2\i—21=—1 al2x+31=0 Plxl=2x+1
3. Resolva as inequagdes.
a)lxi=<l l2x—11<3
1
ol3x—11< =2 d)l3x—1|<;
ol —11<1 Hlx—31<4
glxl>3 Mlx+31>1
NI2x—31>3 2x—11<x

Dlx+1l<12x—1]
mylx =3i<x+1

milx—1l—lx+21>x
Nlx—=21+1x—11>1

4. Suponha r > 0. Prove:

Ixl>r o x<—roux>r

wn

. Elimine o médulo.

aylx+ 11+ 1xl
o)l 2= 11+1x—2]|

hlx—21—ix+ 11
dlxl+lx—11+1x—-21

6. Prove:
lxt+yl=lxl+Iyvi xy=0
7. Prove:
aylx—yl=lxi— Iyl hylx—yl=lyl—lxl
Allxl—1Iyll=lx— ¥yl
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1.4. INTERVALOS

O objetivo desta segdo € destacar certos tipos de subconjuntos de R, os intervalos, que

serdo bastante tteis durante todo o curso.

Sejam a e b dois reais, com a < b. Um intervalo em R ¢ um subconjunto de [® que tem
uma das seguintes formas;

[a.b] = {xERla<x<bh)
la,b[={x€ERla<x<bh}
Jla,bl ={xERla<x=<b}
[ab={xERlasx<h)
]-®,al = {xERIx < a} (—® = menos infinito)

Observagio. — nio & ndmero, — € apenas um simbolo.
I=®,a]l= xERIx=a)

[a, +=[ = {xE Rix=a}

la, To[={x€ERIlx>a}

1=, +x[ = R.

Os intervalos ja, b[, 1—%, a, Ja, +=[ & |~=, +o¢[ sGo denominados intervalos abertos;
[a, b] denomina-se intervalo fechado de extremidades a e b,

EXEMPLO. Expresse o conjunto {x ER | 2x — 3 < x + 1} em notagdo de intervalo.

Solucde

2x—-3<x+]1 &@x<4.
Assim,

FERIZX-3<x+1}=]-4[. ]

1. Expresse cada um dos conjuntos abaixe em notacio de intervalo.
@ {xERI4x—3 < 6x+2} By (r& Rilxl<1}
OxERNAI-31<1) d){xERI3x+I<§}

2. Determine r > 0 de modo que 14 — r, 4 + A C 2, S
(Lembre-se: A C B < A é subconjunto de B.)

3. Sejam g << b dois reais e p € ]a, b|. Determine r > () de modo quelp~rp+r Cla bl

4. Expresse o conjunto das solug@es da inequagio dada em notagio de intervalo.

WP - +2<0 1o,
x+3
c)x2+x+1>0 d)x2-9:<_0
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1.5. PROPRIEDADE DOS INTERVALOS ENCAIXANTES E

PROPRIEDADE DE ARQUIMEDES

A seguir destacaremos duas propriedades fundamentais dos nimeros reais e cujas de-
monstragdes serdo apresentadas no Apéndice 1.

Propriedade dos Intervalos Encaixantes. Seja [ag, &g, [a1. By, [az, b5, .., @, b,], ...
uma segiéncia de intervalos satisfazendo as condigSes:

() [ag. bol 2 [a, b1 2 a3, 631 D ... Dlay. b1 O ...
(ou seja, cada intervalo da seqliéncia contém o seguinte);
(il) para todo r > 0, existe um natural » tal que

b, —a, <r
(ou seja, a medida que n cresce o comprimento do intervalo {a,, b,] vai tendendo
a ZEere).

Nestas condi¢des, existe um nico real a que pertence a todos os intervalos da se-
giiéncia, isto €, existe um tnico real e tal que, para todo natural n, a, < a < b,

Propriedade de Arquimedes. Se x > 0 e y s30 dois reais quaisquer, entdo existe pelo
menos um nimero natural # tal que

Y >y,

EXEMPLO

a) Para todo x > 0, existe pelo menos um natural » tal que é <x.

by Para todo real x existe pelo menos um natural # tal que n > x.

Solucdo

a) Como x > 0, por Arquimedes, existe um natural » tal que nx > 1 e, portanto, % <X
(Observe:nx > 1= n +0.)

b) Como 1 > 0, por Arquimedes, existe um natural n tal que n > x. ]

1.6. EXISTENCIA DE RAIZES

Inicialmente, observamos que se [ag. bgl, [aq, b1], [a5, bs]. ..., [a,. b,], ... for uma
seqiiéncia de intervalos satisTazendo as condicdes da propriedade dos intervalos
encaixantes e se para todo n, a,, > O e b, > 0, entdo a seqiiéneia de intervalos [a%, bg],
[alz, b]2], [u%, bzz], et [a,%, b,%], ..., também satisfard aquelas condigdes (verifique).

Antes de apresentar o proximo exemplo, lembramos que por um digifo entendemos um
natural pertencente ao conjunto {0, 1,2, 3, ..., 9}.
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EXEMPLO 1. Mostre que a equacio x% = 2 admite uma vinica Taiz positiva a.
Solucdo
Seja Ay o maior natural tal que
A& =2@lg=1D
daf
Ao+ 17 >2 Ay + 1=22">2),

Fagamos, agora, ag = Age by = Ay + 1. Seja A| o maior dfgito tal que
AV
[AO + ﬁ] <24 =4 (147 <2< (1.5,

Facamos:

1

A +
a1=A0+Eeb1:A0+Al 1

10

Assim,
a]2 =2 < blz.
(Observe: ay = 1,4e by = 1,5).

Seja A, o maior digito tal gue

A ALY 2 2
[Ao + =+ —J = 2(A2 =1; (1,41)° < 2 < (1,42)°).

10 102
Fagamos:
A A A Ay +1
a=Agt -+ S eby=A45+ — + 2~
2000y T ez "R 102

(Observe:ay = 1,4l e by = 1,42))
Assim,
2 2
ay <2< bs.
Prosseguindo com este raciocinio, obteremos uma seqiiéncia de intervalos [ag. byl,
[aj, b1, ..., [a,, b,] satisfazendo as condicdes da propriedade dos Intervalos encaixantes

(observe que b, — a,, =

1 .
Ton e quando n cresce b, — a,, tende a zero). Assim, existe um
unico real a tal que, para todo n,

€, portanto,
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Mas o ¢ o tinico real tendo esta propriedade, pois, [ad, 671, [a?. BY1, ..., [d2, ), ...
também satisfaz as condi¢des daquela propriedade. Como, para todo ,
a2 <2< bl

segue-s¢ que o = 2. Fica provado, assim, que existe um real « > 0 tal que a’t =2 Veja-
mos, agora, a unicidade. Suponhamos que 8 > 0 também satisfaca a equagio; temos

a? =

B =2

}=>a2=ﬁ2=>ak,8. |

Teorema. Sejam a > 0 um real e # 2 2 um natural. Entio existe um tnico real & > 0
tal que o = a.

Demonstragdo. B deixada para o leitor [sugestdo: siga o raciocinio utilizado no exemplo
anterior]. ]

Netagdo. Sejam @ > Oumreal e n > 1 um natural. O dnico real positivo « tal que o = a é

indicado por %a. Dizemos que a é a raiz n-ésima (ou de ordem r) positiva de a.

Sejama > 0 e b > O dois reais, m = 1 e n = 1 dois naturais € p um inteiro. Admitiremos
a familiaridade do leitor com as seguintes propriedades das rafzes:

@) Na? = "amp
3 iWa = ™a

@a<b < %a < 4b.

EXEMPLO 2. Seja g um real qualquer. Mostre que se # for impar, n natural, entio existe
um dnico real o = 4.

Solucdo

Se a > 0, pelo teorema anterior, existe um tnico e > 0 tal que o = a. Por outro lado,
para todo B < 0, 8" << 0 (pois estamos supondo » impar). Segue que o o acima ¢ o tinico
real tal que o = a.

Se a < 0, existe um dnico real B tal que B = —ae dai (- §)" = a (lembre-se que (— B)" =
~B"). Assim, — 3 é o tnico real tal que (—8)" = a.

Notagdo. Se n for impar e 2 um teal qualquer, o tinico « tal que o” = @ é indicado por ¥ a.m
1 qualg q P

EXEMPLO 3. Calcule.

a) Y-8 by Y16
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Solugdo
Y-8 = 20(-2"=-8] b #16 =2
(Lembre-se: 416 indica a raiz positiva de ordem 4 de 16.) n

EXEMPLO 4. Verifique que

a—-b=a - ¥y a2 + Yab + Vp?).

Solu¢do
a-b= (lay - @by
i :xs_YB (x=3{j;ey=%@)
= -y +xy+y)
= (¥a — ¥b)(Va? + Yab + Yp?).
Assim;

a=b=a ~ Va2 + Vab + Yp?). -
Observagao. Veja uma forma interessante de fixar a identidade acima:
@ = b =(a—b) (@ +ab+ b
agora, extraia a raiz cubica de todos os termos desta identidade.
J4 vimos que a equagio £ = 2 ndo admite solugiio em Q; como ~/2 € raiz de tal equa-
~ [_ - . . . . i~ - - .
¢do, resulta que +/2 ndo é racional, isto é, /2 € um niimero irracional.

Observe que x=2ter solugio em R € uma conseqiiéncia da propriedade dos intervalos
encaixanies; COmMo esta equagao nio admite solugio em 4, isto significa que o corpo orde-
nado dos racionais nfo satisfaz tal propriedade. Esta é a grande falha dos racionais. A gran-
de diferenga entre o corpo ordenado dos reais e o dos racionais & que o primeiro satisfaz a
propriedade dos intervalos encaixantes e o segundo, nio.

Os dois préximos exemplos mostram-nos que entre dois reais quaisquer sempre existem
pelo menos um racional e pelo menos um irracional.

EXEMPLO 5. Sejam x e y dois reais quaisquer, com x < y. Entdo, existe pele menos um
irracional ¢ tal que x << ¢ < y.

Solucéo

x € racional ou irracional; suponhamos inicialmente x irracional. Temos
x<yeoy—x>0

Por Arquimedes, existe um natural # tal que

1
—<y-x,daix+l<y.
n -~ n
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1 1
Como l> 0, x<<x+ —; tomando-se { = x + — tem-sex <<t <<y
n

v

com 7 irracional (a soma de um racional com um irracional € irracional). Supenhamos, agora, x

2 V2

. R _
racional. Por Arquimedes existe um natural n tal que — <<y — x; tomando-se f = x + —
n

tem-se x << 1 <y, com ¢ irracional. n

EXEMPLO 6. Sejam x, y dois reais quaisquer com x < y. Entdo existe pelo menos um ra-
cional r com x << r <y,

Solucdo
1°Caso: 0 < x <y

Por Arquimedes existe um natural &, com k > y; ainda, por Arquimedes, existe um natu-
ral n tal que

k k
—<y—xe—<ux
n n

l_a‘;+1=l

a, e
0 a, x ¥y k=an
3k ik .. s
Sejam a) = E, ay = & a3 =-—, ..., a; = J—, ...ndy = k; seja j 0 maior indice tal
n n n n

k 3
queajsx;assimaj+1>xecom0aj+1:aj+ ~ <x+(y—x)=y,resu1tax<aj+1<y

tomando-se f = &; 4 |, tem-se x < { <7y, com ! racional.

2.°Caso: x <0<y
Basta tomar ¢ = 0.
32Caso: x <y <0
x<y<0e0<—y<—x
Pelo 1.° caso, existe um racional s tal que

—y<s< -
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Portanto
X< —5 < y

com —s racional.

4.°Caso: x = Oocuy=0

Faga vocg, ' w3

Exercicios 1.6 \

1. Prove que a soma de um racional com um irracional é um irracional,

2. O produto de um racional diferente de zero com um irracional é racional ou irracional? Justi-
fique.

3. Prove que & irracional,

a) /6 by /2 + 3

4. x = \f;— J§ + %;’2 + x/g € racional ou irraciona)? Justifique.
5. Verifique as identidades ondex > 0ey >,

Ax—y=Wx -\ + )

Dx-y= @~ AP 42 1 4ln? 403

6. Determine uma aproximagao por falta, com duas casas decimais exatas, de %/-13 .
7. Prove: se paratodo r > 0, rreal, lga — b | < F, entdo g = b,
8. Sejam x, y dois reais quaisquer com x = (J e ¥ > 0. Mostre que
e xEty
Xy =
K 2
9. Sejam x, y dois reais quaisquer, com (} < x < y. Prove

Ny - x >.\f—w/;

10. Seja € > 0 um real dado, Prove que quaisquer que sejam os reais positivos x e y, tem-se:

x — yl < 2 :I\/_kvgl‘(e.
11. Sejam x, y dois reais quaisquer, com ) < x < ¥. Prove
x> - ¥,
12. A afirmagio:

“para todo real x = 0, x = \/; ”

¢ falsa ou verdadeira? Justifique,
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1.7. POTENCIA COM EXPOENTE RACIONAL

m . .
= — m racional. Definimos
j >Qumreale r = —,n>0,u
Sejam a .

i
woonlm

al’:an yar.

Tendo em vista a propriedade {2) das raizes, segue que tal deﬁni;ﬁo nio depende da

art lilal ]a(_ﬁa(l —, N (] om sentante dO racional r.
OInamaos como p
p: 1C i > » que con repre: Al al r.

EXEMPLO

=352 s

i
a)ZE:% b)s

i ionai i TOpPrie-

Sejam a > 0 e b > 0 dois reais quaisquer ¢ r, s dois racionais qualsqu'eri Dasr (1)) ;)ilz e

d desJ das poténcias com expoentes inteiros e das raizes seguem as segmg EI:)S( .'fdaf floda
d:s das poténcias com expoentes racionais e cujas demonstragdes sio de

exercicios:

(1) ar . ax _ ar + s-

@@y =d"”
(3) “— =a
a

4) (ab)" = ab.
(5)Sea>ler<s,entiod <da'.
6)Se0<a<ler<s,entdoa >a'
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FUNCOES

2.1. FUNCOES DE UMA VARIAVEL REAL A VALORES REAIS
Entendemos por uma fungio f uma terna
(A, B,a—b)

onde A ¢ B séo dois conjuntos e @ — b, uma regra que nos permir.e associar a cada elemento a de
Aum inico bde B. O conjunto A ¢ o dominio de f ¢ indica-se por D, assim A = Dy. O conjunto
B é o contradominio de f. O Gnico b de B associado ao elemento a dfe Aé 1nd1cado porf(a) (leia
Jfde a); diremos que f (a) € o valor que f assume em a ou que f (a) é o valor que f associa a a.

Uma fungio fde dominio A ¢ centradominio B € usualmente indicada porf: A — B (leia:
fde Aem B).

Uma fungdo de uma varidvel real a valores reais € uma fungio f: A — B, onde A e B sfio

subconjuntos de R. Até mengio em contrdrio, $6 trataremos com fungdes de uma varidvel |

real a valores reais.
Seja f: A — B uma fungio. O conjunto

Gr={(x.fx) I x €A}

denomina-se grdfice de f; assim, o grafico de fé um subconjunto do conjunto de todos os §
pares ordenados (x, y) de niimeros reais. Munindo-se o plano de um sistema ortogenal de
coordenadas cartesianas, o grafico de f pede entdio ser pensado como o lugar geométrico 3

descrito pelo ponto (x, f (x)) quando x percorre o dominio de f.

f

(x, f(x))

=y

7 -
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Observacio. Por simplificagdo, deixaremos muitas vezes de explicitar o domfnio € o con-
tradominio de uma fungio; quando tal ocorrer, ficard implicito que o contradominio ¢ Re o
dominio o “maior” subconjunto de R para o qual faz sentido a regra em questZo.

E usual representar uma fung¢io f de uma varidvel real a valores reais e com dominio 4,
simplesmente por

v=Ff(x),x €A

Neste caso, diremos que x & a varidvel independente, ¢ y, a varidvel dependente. E usual,
ainda, dizer que y € funcio de x.

EXEMPLO 1. Scja y = £(x). f(x) = x°. Tem-se:

a) Df—

[IRY valor que fassume em x & f (x) = x>, Esta funcfio associa a cada real x o nimero real
f) = b ; N

of-H=(- = -Lro=0=070=1=1

d) Grdfico de f
Gr= (. Ny=x.xERY.

N . ‘ . 3
Suponhamos x > 0; observe que, i medida que x cresce, y também cresce, pois y = x,
sendo o crescimento de y mais acentuado que o de x (veja: 2 =83 =27ew. ) quando xse

aproxima de zero, ¥ se aproxima de zero mais rapidamente que x ((1/2) = 1/8; (1/3) = 1/27
etc.). Esta andlise dd-nos uma idéia da parte do gréfico correspondente ax > 0. Parax << 0, £ 56
observar que f (—x) = —f(x).

x | o Y
0 b
4 1
2 8
1 i
2 8 x
-1 | -1
2 8
-1 -1
-2 -8 ™

EXEMPLO 2. Seja f a fungio dada por f(x) = /x. Tem-se:

@) D= {xERIx=0}.
b) f(4),\[_:2 {o valor que fassume em 4 & 2).
O fu2y=+2 =111,

d) flx+3)=Jx+3, x=-3
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e) Grdficode f

A fungdo ¢ dada pelaregra x— v, y = /x. Quando x cresce, y também cresce, sendg
o crescimento de y mais lento que ode x (V4 =2, V16 = 4, /64 = § etc.); quando x se

aproxima de zero, y também se aproxima de zero, sé que mais lentamente que x ( V’y % 1.

11
\‘le =7 etc.),

|
|
|

Vx 3
0
L
2
1
2

x
0
1
3
1
4

x

FYE"Y A
[y I

EXEMPLO 3. Considere a fungio g dada por y = l Tem-se:
x

a)D, = {xERIx# 0}

b) Esta funcfio associa a cada x # 0 o real g(x)= i

X

1
+ h) = , + — h,
) elx ) x+h * k

d) Grdfico de g

Vamos olhar primeiro para x > 0; 3 medida que x vai aumentando, y = I vai se aproxi-
x

mandodezero(x=lOo—)y:—l--x=100,__) 1 N . .
_ 10 y= 100 etc.); a medida que x vai se aproxi-

mando de zero, y=; vaisetomandocadavezmaior(x:i ey =2y :i,_)y_
2 o107

1 o
x = 0 =y = 100 etc.). Vocé j4 deve ter uma idéia do que acontece para x << 0,

10;
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[N)

o
[N Y

1
[ [ N -

EXEMPLO 4. Dada a fungéio f (x) = —x° + 2x, simplifique:

flx) — f) fx+h)~ fl)
q) —————. b ——
x—1 h
Solucdo

g LSO 24201 —(x—1)?

x—1 x—1 x—1

assim
M:—(x—l),xil.
x—1

Observe: f(1) = =1 + 2 = 1.

b) Primeiro vamos calcular f (x + h). Temos
Fr+hy=—G+m2+2x+h) = —x* - 2th— K+ 2x + 2h.

Entio
fGx+ k) — fx) _ —x2 = 2xh —h% + 2x + 2h — (=x% + 2y)
h h
_ —2xh— A2 +2h
h
=-2x—h+2
ou seja,

fx+ 0= fx) _
h

—2x—h+2,h#0.

29



Fungoes 31
30  Um Curso de Cdlculo — Vol 1

EXEMPLO 7. (Fungio linear.) Uma funggo f: 8 — R dada por f (x} = ax, a constante,

EXEMPLO 5. (Fungdo constante.) Uma fungdo y =/ (), x € 4, dada por f(x) = k k cons- denomina-se fungdo linear; seu grifico ¢ a reta que passa pelos pontos (0, Oy e (1, a):

tante, denomina-se fungdo constante.

a) f(x) = 2 ¢ uma func¢io constante; tem-se:

() D= R Gi) Grdfico de f oo vi y—ax Y i<0
ab-—-
Gr={(x, fN1x ER) = {(x,2) | x € R}. !
1
Q gréfico de /' é uma reta paralela ao eixo x passando pelo ponto (0, 2). ! . ¥
1 x |t x
]
* ’] ¥ Yi 4 S, N
-1 2
0 ‘ 2 2 H
; % : — Se a = 0, o gréfico de f coincide com o eixo x. =
A
EXEMPLO 8. Esboce os grificos.
b)g:f—1, +[ - Rdadaporg(x) = —1 éuma fungdo constante e seu grifico ¢ 0F @ = 2. Byg () = ~2x. R0 =21xl
Solugdo
"t a) O grafico de f¢é a reta que passa pelos pontos (0, 0) € (1, 2).
-1
! X
A | f y e
] ol
y={tx) ; N
lsex=0 0 1 x
EXEMPLO 6. Seja f(x) = {*1 se x < 0 1 2
Tem-se:
a) Df =R
b) Grdfico de f
g P b) O gréfico de g é a reta que passa pelos pontos (0, 0) e (1, —2).
f
)
yh
X
! x 1 y=g(x 1
T X
0 0 '
1| -2 AN
y=-2x

Observe que (0, 1) pertence ao gréfico de £, mas (0, —1) nio. [
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c) Primeiro eliminemos o médulo

) 2xsex=0
h(x)_{~2xsex<0

n

1
i
TN 1 x

’ \ j
y=2t | v y=_ax m 3

EXEMPLO 9. (Fungdo afim.) Uma fungio f: R — R dada pory = ax + b, a e b constan-
tes, denomina-se fungdo afim. Seu grafico é a reta que passa pelo ponto (0, b) e & paralela a §
retay = ax. m i

EXEMPLO 10. Esboce o grificode f(x) = {x — 1! + 2.
Solugdo

Primeiro eliminemos o médulo

_ x—1+4+2 sex=1 _] x+1 sex=1
f(x)f{—(xfl)+2 se x <1 f(x)~{~x+3 se x < 1.

Agora, vamos desenhar, pontilhadas, asretasy = x + 1 e ¥ = —x+ 3 e, em seguida, mar-
car, com trago firme, a parte que interessa de cada uma:

parax = 1, f{x) = x + |
parax << 1, f(x) = —x + 3

Sempre que uma funcdo for dada por vdrias sentencas, vocé poderd proceder desta forma.

Um outro modo de se obter o grifico de /¢ o seguinte: primeiro desenhe pontilhado o
grificode y = | xI; o grdficode y = | x — 1 | obtém-se do anterior transladando-o para a
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direita de uma unidade; o grafico de f obtém-se deste tltimo transladando-o para cima de
duas unidades.

N
\\ \\ 1 :}///
T'\_ \-;F_I-I
1 Mid - |
XEMPLO 11. (Funcdo polinomial.) Uma fungfo £ R — R dada por
¢ p
f(x):aox"+a]xn_] to.ta, . xta,
onde ay # 0,4y, a,, ..., @, $30 numeros reais fixos, denomina-se Jung¢do polinomial de grau

n(n € N).

ay flx) = 2~ 4éuma fungdo polinomial de grau 2 e seu grdfico é a pardbola

x| fix) ‘
2 0 772\ -1 | 1 /2
-2 0 [ X
4 [
o R N [
-1 -3 |

O gréifico de uma fun¢ao polinomial de grau 2 é uma pardbola com eixo de simetria
paralelo ao eixo y.
b) g (x) = (x— 1)3 € uma fungZo polinomial do grau 3; seu grifico é obtido do grifico de
y = x7, transladando-o uma unidade para a direita.

.
\
O
>
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Afm =x*— 1 éuma fungio polinomial do grau 4; seu grafico tem o seguinte aspecto:

EXEMPLO 12. (Funcdo racional.) Uma fungdo racional f é uma fung¢do dada por |

flx) = r Exi onde p e g sdo duas funcdes polinomiais; o dominic de fé o conjunto ]
q(x

{xeERig(x)#0)}.

i
i
:
i
i
4
§

@) fxy =71

¢ uma funcao racional definida para todo x # 0. Como f(x) =1 + l,
x ¢

1 ‘
scgue que o grafico de f¢ obtido do grifico de y = —, transladando-o uma unidade para *
cima (veja Exempio 3). x

v4
x | fx) 2--|
_________ ‘l.__'._______. —
2 "\ 1
_ 0 -1 1 x

x2

+
by g(x) = 1 € uma fungdo racional com dominio {x € Rlx# 0). Observe que

1, . . [ .
g(x) =x + —. Amedida que | x| vai crescendo, — vai se aproximando de zero e o grifico
X

de g vai, entdo, “encostando” na reta ¥ = x (por cima se x = 0; por baixo se x < 0). A me-

. . . . 1
dida que x se aproxima de zero, o grafico de g vai encostando na curva y=-—
X
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c) h(x) = L 2 ¢ uma fun¢fo racional com dominio {x € Rl x # — 2}. Ogréficode h é
x+

obtido do grificode y = l transladando-o duas unidades para a esquerda.
x

| Y
|
|
x | k(x) |
~3-2%gl
0 ! —t A e
H 1 —1 X
Jo—q-1
-1 1 :
-3 -1 |
]
| |

EXEMPLO 13. Determine A e B para que a terna (4, B, x — ¥) seja fungfo, sendo a regra
x>y dada implicitamente pela equagio xy™ = x — 1.

Solucdo

2. /x—l

¥ ox

r—loy=+

Xy

Para se ter fungdo, é preciso que a regra x — y associe a cada x € A um dnico yE B
Basta, entdo, tomar

A=reR1Z 20— reRIv<0our=1)
X

B={yCRly=0}
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Temos assim a fungdo f: A — B dada por

ix —1

f(1)=\/

Observaciio. A escolha de A e B acima no € a tnica possivel. Quais as outras possibili- §

dades? ™

EXEMPLO 14. O conjunto H = {(x, y) € R?12x + 3y = 1} é gréfico de fungfio? Em caso '

afirmativo, descreva tal funggo.
Solugdo

1-2 -
x; segue que F € o grafico da funcio dada por y = L~ 2x

x+3y=1= y=

Notagéo. O simbglo R’ ¢ usado para representar o conjunto de todos os pares ordenados de

nimeros reais, R° = {(x, y) [ x, y € R}.

Observagiio, Sejam H um conjunto de pares crdenados e A = {x € R 13y & R com (x, ¥) 8
€ H}. Entdo H € grafico de fungfio se, ¢ somente se, para cada x em A, existe um tnico y, §

com (x, y) € H.

V4 x x %

E grifico de fungao Nio ¢ grafico de fungio.

Antes de passarmos ao proximo exemplo, lembramos que a distdncia d entre 0s pontos

(xg ¥o) & (x1, ¥1) € definida por

d= \/F(Xl —xp) +(n — ,Voi)7

Veja

77 S -
Yob—— _1_..{‘_‘1 ﬂ :[y 17 pelo tecrema (%e Pitagoras 5
[ d” =y =y + (x) —xp)".
t Xy — X, e
' x, X, X
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Pois bem, a circunferéncia de centro (a, b) ¢ raio r (r > 0) &, por definigio, o lugar geo-
métrico dos pontos do plano cujas distancias a (a, b) sdo iguais a r. Assim, a equagiio da
circunferéncia de raio » e centro {a, b) é

x—al+ 5 -bi=r
EXEMPLO 15. Esboce o gréfico da fungao fdada pela regra x —> y, onde P+ y2 =1,y=0.
Solugdo
¥ er2 =ley=0 :>y=qdl—x2,Afung:ﬁofédadapor

y=ql-x, -l=as=s1

Como x” + y2 =lex— 0)2 +(y— 0)2 = 12, segue-se que 2+ y2 = 1€ a equacio
da circunferéncia de centro na origem e raio 1; o gréfico de f € a parte desta circunferéncia
correspondente a y = 0.

EXEMPLO 16. O conjunto H = {(x, y) € R? 15 + y* — 2y = 0} é grafico de funcio? Por
que?

Solucdo

e +y2— 2y =0 +y2 —2y+1=1 e+ (y — 1)2 = 1 que € a equagdo da
circunferéneia de centro (0, 1) e raio 1. Temos

Pro-1DP=1ey=1+1-x2.

Assim, para cada x € ]—1, 1] existe mais de umn y, com {x, y) € H; H niio é grifico de
fungdo.
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Exercicios 2.1

I, Calcule.

a) f(-De f(%} sendo f(x) = —x° + 2x

by g(0), g (2)e g(V2) sendo g (x) =

2 -1
9 %JM sendo f(x) = e ab # 0
[t
5 fﬂtb_)%_f&e;él sendof(x) = 3x + leab #0
a

2. Simplifique (x # p) sendo dados:

fx - fp)
x—p
B f=xPep=—1
df=2x+1lep=2
N fx=5ep=2
mfH=rep=—2

Pfo=tep=1
X

a) fmy =xlep=1

) f(x)=x26pqualquer

e)f(x)=2§c+lep:—l
Nf=xep=2

i) f(x) = x° e p qualquer

D f=Lep=2 m) ) =1>—3xep=—2
X
1 1
n) flx)=—ep=3 o) flx)=— ep=-3
x x

1 1
pyfx)=—ep#0 @ fxy=—ep#*0
X X

3. Simplifique wx—) (h # 0) sendo f(x) igual a

ay2x+ 1 b) 3x — 8 ¢y —2x+4
d)x2 e) o+ 3 h - +5
)~ 2x B &% -2+ 3 ) =27+ 3
Nt rxtl 5 my x>+ 2x
n) x3+x2—x a) 5 p)l
X
3 1 1
I - —
q) x i3] 2 ) p—
4. Dé o dominio e esboce o grifico.

a) f(x) =3x by g(x)= —x
) hx)=—x+1 d) f)=2x+ 1
e} g =—2x+3 N gx)=3

g fly=-2 h)h(x)=§x+§
. 1 . sex =2
) s==Ls pse=fieis3
Df(x):{,iﬂl:sjf:ll m k) =lx—11

X2 -1

0 pix)=

m fx)=lx+ 2|

x —

S

X2 —2x+1
pelo=—=—""0—
x—1
lx =11

ngix)=
x—1

Considere a fungéio f(x) =tx — 11+ 1x—21.

—2x+3 se x<1
a) Mostre que f(x)=+ 1 se 1<x<2
2x—3 se x=2
b) Esboce o grifico de f

. Esboce o gréfico.

a) fy=Ixl+1x—2]|
o y=lixl—11

. Olhando para o grafico de f, estude o sinal de f (x).

a) fixy=x-3
o) fx)=3x+1
ey f(x)=x+3
gfxy=ax+bla>0)

. Estude a variagio do sinal de £ (x).

a fO=E-1x+2)
€) flx}=x(1-x)

=221
e) f(_x)—x+1
_ X
g) J’(JC)usz_3
. _x{2x—1)
D Jo x+1

D= =-3x+1)x-2

. Determine o dominio.

a) f(x):-_.l_
x—1
2x
) gx)=—
x<+1
e) hix)=./x+2
o y= 21
x+1
i) y=%/x2—x
2x—1
) =
7 1-3x
H)S:\,tz_]

Funcoes

x|

9) glx)=—
x

_BRx+1

9 1= 2x+1

B)ygx)=Ixi—1
D fx=lx+11—Ixl

by flx})=—2x+ 1
dy flx) = =3x -2
N fx)=—-8x+1
D fx)=ax+hba<)

b) fl)=(Zx + 3 (x + 1)
dfR)=(x+E-3)

=2x—3
H f=

2x+1

x—2

3x -1

x2 +1
2x—3

(1—x}1—2x)

h) f(x)=

N flxy=

m) fx)=

X
by y=
2
X

d)y—x+2

+1

he=2
x“+x

hyy=

x+3
N y=yx2-3x

]

—
myy=5
x+2
X
6) y=
-1

39
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Fungoes 41

p)y=\f4*x2 q))":\/57212 1 L
_ P e y=—2+- noy=—=
ny=Jx-1+3-% §) y=41—+x x x
L= R - - o
B y=A+x A3 —2x i) y—-\/;—w‘x & y= 1 B oy= !
x+2 x—2
10. Esboce o gréfico. 1 1
a)f(x)=x2 2 b)y:x2+12 C)y:_rz—l i y=x_2 » yii;z—
d)y=(x*1)2 e)}:x-gl) j)y=(x—1)23-1 1 )
Qy=lxiF N =2 hyy=—x Ny=-(x—2 )y m) y= 3
Ny=1 -1l hoy=xt m) y=(x+ 1) (x = 1)? (x =1y
n)y=—x 0)y=kx=-2 Py y=xlxl 1 o=l
Dy=2lxl P sex<l o[ -lsex=0 R o x*
2—x—-22sex > YTl sex>0 |
Py y=—x+= q) y=|x|+;
11. Considere a fungio f dada por x)=x2+4x+5. .
N g zf( i oy=a a1 $ y=qyx+l
a) Mostreque f (x) = (x + 2)" + 1 — —
b) Esboce o grifico de f 3] y:%fx w y=lxl
¢} Qual o menor valor de f (x)? Em que x este menor valor é atingido? —
= Je2 =32
vy y=nx N y=Nx

12. Sejaf(x) = ar® + bx + ¢, a # 0,
1

bxl+ \/1_+ x2

diferenca \."1 +x% —ixlse aproxima de zero.

by _A 2 6. a) Verifique que /1 + x2 —lxl= Conclua que 4 medida que | x | cresce a
a) Verifique que f(x)=a [x + ) 1 onde A = b° - dac 16. a) Venfigue que :
4

4a

- b
b) Mostre que se @ > 0, entdo o menor valor de [ {x) acontece para x = *?. Qual 0 menor
a

) f

valor de f (x)? b) Esbace o grifico de y = 4/1 + x2
5 b A - . o .

¢} Mostre que se a < 0, entdo f(*z) = —Z € o maior valor assumido por f. 17. Dé o dominio e esboce o grifico de f(x) = \;xz -1.
d) Interprete () e (c} graficamente. . - . N ;
{Sugestdo: Verifique que & medida que | x | vai crescendo, o gréfico de fvai “encostande”, por baixo,
13. Com relag3o a fung¢do f dada, determine as raizes (caso existam), o maior ou o menor valor e no grdficode y = I x 1)
esboce o grifico. . . .
18. D¢ o dominio e esboce o grifico.

a) fix) =2 =3+ 2
AFH =X —dx+ 4
&) fix) =2 +3

9 f = -2+ 2

D OF = -4 +4x—1

b) f(x)=x2—4

dy Fly=x" + 2 +2
N oFE =27 — 3

B Fx)= —x° +4

D F@=-xr—4r—5

c),y=\tx2 -9
poy=Jl-x+2?

N By y=+x? -4
a) y=42+x ) ¥y =ajx

—

€) y=\;9—xz

19, Seja fdada por x — v, y = 0, onde &~ + y° = 4.

14. Olhando para o grifico, estude a variago do sinal de Six). @) Determine f(x) b} Esboce o grafico de f
- 2 .
@ f = xz — ! by fio) = x ; Sx+6 20/ Eshoce o gréfico da fungio y = f (x) dada implicitamente pela equacio.
W =x+x+1 d) fl)=—x"+3x 2.2 2-90,y=0
& f=—x"—2x—1 NFw=x+6x+9 aj x +y2:1,2y<0 b)xzfyz—O,yf
9 /=22 +9 W F =42 -6 O -1y =420 A3+ Hy=0y=-1
i =2 — 6x + ; = - - +1
/“z)f(x) 6x + 1 A f& X +2x—3 e)x2+y2+2x+4y=0,y€-—2 f y_,m:x,xqél
15, D€ o dominio ¢ esboce o grifico. ?
1
2 21. Considere a fungio f(x) = mdx {x, f}.
a)f(x)i; b y= 21 ¢ x
x l a) Caleule f(2),f(—De f[%) b) Dé o dominio e esboce o grifico
cyy= d) y=1+— ) ) o
x+1 22. Considere a fungio f(x) = méx{n € Z In < x}. (Fun¢do maior inteiro.)
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23.

24,

25,

26.

27.

28.

29,

31

32,

. A reta r intercepta os eixos coordenados nes pontos A ¢ B. Determine a disténcia entre A e B,

a) Calcule f{%), f(, f(%) e f(~%} b) Esboce o grifico
Calcule a distincia entre os pontos dados.

a) (1,2)e(2,3) b) (0, ye(1,3) ¢) (-1, 2)ei0,1)
d) (0,2)e(0,3) e} (—2,3e(l,4) hH (L1e(2,2)

Seja d a distincia de (0, 0) a (x, ); expresse d em funco de x, sabendo que (x, v) € um ponto

1
do grificode y =—.
x

Um mével desloca-se (em movimento retilineo) de {0, 0) a (x, 10) com uma velocidade cons- 3
tante de 1 (m/s); em seguida, de (x, 10) a (30, 10) (em movimento retilinee) com velocidade
constante de 2 (m/s}. Expresse o tempo total T (x), gasto no percurso, em fungfo de x. {Supo-

nha que a unidade adotada no sistema de referéncia seja o metro.) ]

(x, ¥} € um ponto do plano cuja soma das distancias a (—1, 0) e (1, 0) € igual a 4.
2 y2

a) Verifique que T -+ T =1

b) Supondo y = 0, expresse y em fungiio de x e esboce o grifico da funcfio obtida

Sejam F| e F, dois pontos fixos e distintos do plano. O lugar geométrico dos pontos (x, y) §

cuja soma das distincias a F; e £, € sempre igual a 2k (2k > distincia de F, a F;) denomina- |

se elipse de focos F| e F; e semi-eixo maior k.
2 2

X
ay Verifique que — t Z—z =1 € a equagfo da elipse de focos (¢, 0) € (¢, 0) e semi-eixo ]
a
maior ¢, onde b2 = a2 ~ 2
X2 ¥ !
b) Verifique que — t b—2 =1 ¢ a equagdc da clipse de focos (0, —c) e (0, ¢) e semi-eixo §
a

maior b, onde at =~ cz
¢) Desenhe os lugares geométricos descritos nos itens (@) e (b)

Determine o dominio e esboce o grafico.

2
by flxy=—+1-4x
d) glx) =42 — 3x2

! 2
a) y =4 —3x
c')y=\/4—x2

Vocé aprendeu em geometria analitica que y — y,, = m (x — x) ¢ a equagiio da reta que passa §
pelo ponto (xy, ¥} e que tem coeficiente angular m. Determine a equagio da reta que passa §
pelo ponto dado e tem coeficiente angular m dado.

a)y(l,2)em=1 b)(0,3)em=2 (-1, -Nem=-3

d)(2,*1)em=*% e)(5,2)em=0 ﬂ(—S,O)emtg

sabendo-se que r passa pelos pontos (1, 2) e (3, 1).

A reta r passa pelo ponto (1, 2) e intercepta os eixos coordenados nos pontos A e B. Expresse §
a distincia d, entre A e B, em fungdo do coeficiente angular . (Suponha m < 0.)

Na fabricagfo de uma caixa, de forma cilindrica, e volume 1 (mz'), utilizam-se, nas laterais €
no fundo, um material que custa $1.000 o metro quadrado e na tampa um outro que custa ;
$2.000 o metro quadrado. Expresse o custo C do material utilizado, em fungiio do raio r da base. !

40.

41.

42,

Funcées 43

. Expresse a drea A de um tridngulo equildtero em fungdo do lado 1.

. Um retingulo estd inscrito numa circunferéncia de raio r dado. Expresse a drea A do retingulo

em funcdo de um dos lados do retdngulo.

. Um cilindro circular reto esta inscrito numa esfera de raio r dado. Expresse o volume V do

cilindro em funcio da altura k do cilindro.

. Um mével é langado verticalmente e sabe-se que no instante ¢ sua altura é dada per

h()=4t— Ao<r<d. (Suponha o tempo medido em segundos e a altura em quildmetros.)

a) Esboce o grafico de i
b} Qual a altura maxima atingida pelo mével? Em que instante esta altura méxima € atingida?

. Entre os retingulos de perimetro 2p dado, qual o de irea maxima?

. Divida um segmento de 10 cm de comprimento em duas partes, de modo que a soma dos qua-

drados dos comprimentos seja minima.

Um arame de 10 cm de comprimento deve ser cortado em dois pedagos, um dos quais serd
torcide de modo a formar um quadrado e o outro, a forimar uma circunferéncia. De que modo
devera ser cortado para que a soma das dreas das regites limitadas pelas figuras obtidas seja
minima?

Um arame de 36 cm de comprimento deve ser cortado em dois pedagos, um dos quais
sera torcido de modo a formar wm quadrado e © outro, a formar um tridngulo equilatero.
De que modo deverd ser cortado para que a soma das dreas das regides limitadas pelas
figuras obtidas seja minima?

Cologue na forma (x — ar + G — by =r.

b)x2+y2—x—y=0
d)x2+y2+3x~y=2

a) e y2 —2x=0
9] 2,r2+2y2+x:1
Determine a para que as retas dadas sejam paralelas.

a)y=arey=3x—1 byy={a+)x+ley=x

C)y:2x+ley:2ax+1 dyy=—xey=3ax +4

e) 2x+ty=ley=ax+2 Dxt+tay=0ey=3x+2

. Determine a equagio da reta que passa pelo ponto dado e que seja paralela 2 reta dada.

ayy=2x+3e(l,3)
c)x—y=2e(—1,2)

by 2+ 3y=1e(0, 1)
dyx+2y=3e(0,n

- Justifique geometricamente: y = mx + n (m # 0) e y = mx + n; sdo perpendiculares se ¢

somente se mm) = —1.

- Determine a equagiio da reta que passa pelo ponto dado e que seja perpendicular 2 reta

dada.

a) y=xe(l,2)
d) 2+ 3y =1le(l, 1}

by y=3x+2e(0,0)
e} Ix—2y=0e(0,0

¢y y=—3x+le(—11)
fI Sx+y=2e(0, 1)
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2.2, FUNCOES TRIGONOMETRICAS: SENO E CO-SENO

Com os elementos de que dispemes até agora, ficaria muito trabalhoso definir e, em se- |
guida, demonstrar as principais propriedades das fungdes seno e co-seno. Observamos, en- §
tretanto, que apenas cinco propriedades sdo suficientes para descrever completamente tais

fungdes. O teorema que enunciamos a seguir e cuja demonstragio serd feita apos estudar-
mos as séries de poténcias resolverd completamente o problema referente a tais fungdes.

Teorema. Existe um inico par de fungdes definidas em R, indicadas por sen e cos,
satisfazendo as propriedades:

(1) sen0 =0
(2) cos =1
(3} Quaisquer que sejam os reaisa e b

sen(g — by =senacosb —senbcosa
(4} Quaisquer que sejam os reais a e &

cos{a —b)=cosacosb + senasenb
(5} Existe r > 0 tal que

sen x
O<senx<x<tgx(tgx=—]

COS x

parra0 <x <r.

Vejamos, agora, outras propriedades que decorrem das cinco mencionadas no teorema

acima.
Fazendoem (4) a = b = ¢, obtemos

cos 0 =cosrcost+ sentsent

ou seja, para todo ¢ real,

(6) cos®t+ sen®t =1

Deste modo, para todo ¢, 0 ponto (cos f, sen £) pertence 2 circunferéncia P y2 =L

Fungges 45

Para efeito de interpretagdo geométrica, vocé poderd olhar para o ¢ da mesma forma como
aprendeu no colégio: £ ¢ a medida em radianos do arco AP. Lembramos que a medida de um arco
¢ 11d (rd = radiano) se o comprimento do arco for igual ao raio de circunferéncia (1 rd = 57°16").

A préxima propriedade serd demonstrada no Apéndice 2.

(7) Existe um menor ndmero positivo @ tal que cos @ = 0. Paraeste a, sena = 1.

O mimero a acima pode ser usado para definirmos o ndmero .

Defini¢do. Definrimos o ntimero 7 por 7 = 2a, onde a é o nimero a que se refere a
propriedade (7).

. m oy ., . T .
Assim 5 ¢ 0 menor namero positivo tal que cos 5 =0. Temos, também, sen g =1.

Seja fuma fungio definida em R. Dizemos que f € uma furcédo par se, para todo x,
F(=x} = f(x).
Dizemos, por outro lado, que f € uma fun¢do impar se, para todo x,
f=x) = —f (0.
EXEMPLO 1. Mostre que
a) sen ¢ uma fun¢ao fmpar. b) cos € uma funcdo par.
Solucdo
a)Fazendoem (3)a = 0e b = 1, resulta sen (—¢) = sen 0 cos ¢t — sen 7 cos 0 ou seja
sen (—i) = —sent.

b)Fazendoem (4) @ = O e b = sresulta cos (—1) = cos 1.

ser'; (- {j _t
\.“h ¢

EXEMPLO 2. Mostre que quaisquer gue sejam o0s reais a € b

cos{a +b)y=cosacosh —senasenh

sen (g + b) = senacos b + sen b cos a.
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Funcdes
Solucdo
i da cos2 T _ l e como cos % >0, resulta
cos (a + b) = cos [a -~ (—&)] = cosacos (—b) + sen a sen (—b) =cosacos b — senasenb, 4 2
sen(a + b) = sen[a — (—b)] = senacos(—b) — sen{—b)cosa =senacosbh + senbcos a. m | )
cos — =—=.

2

EXEMPLO 3. Mostre que, para todo x, 4
2 2 T \IE .
cos 2x = cos”x — sen” x e sen 2x = 2 sen ¥ COS X. p) sen — = —— (verifique).

Solucdo 2

T 2
¢} Fazendo x = e em cos 2x = 1 — 2 sen”x, obtemos
€08 2x = €OS (X *+ X) = COS X COS X — SEN X SeN X = OS2 X — Sens x.

sen2x=sen(x+x)=senxcosx+senxcosx=?.senxcosx. ] cos m= —1.

EXEMPLO 4. Mostre que, para todo x, J) Fazendo x = % em sen 2x = 2 sen x cos x, resulta

1 1 sen 7= 0.
2 = — pa—
oS~ x = > + 2 cos 2x
Interprete geometricamente os resultados deste exemplo.
) Deixamos a seu cargo verificar que, para todo x,
1
senlx = £y ~ —cos 2x
sen (x + 2m) = sen x
e
Solugdo cos (x + 2mw) = cosx
cos 2x = coszx —sen’x = coszx —(1- coszx)
logo As fungdes sen e cos sdo periddicas com periodo 2.
1 1 Os graficos das fungGes sen e cos €m os seguintes aspeclos:
cos 2x = 2 cos’x — | ou cos? x=5+3c052x.
. ) a1 ] »
Verifique vocé que senx = 3 - £y cos 2x. = = senx
1
EXEMPLO 5. Calcule. - “/"TK_ s i =
] 2 1
! 1 T - T .
T T —2r 37 - ' I " '
a) cos—. b) sen—. -5 : 2 \/
4 ) seng N TR, B R N
€) cos . d) sen . -1

Solucdo

Provaremos mais adiante guecosx > Oesenx > 0em ]0, %[.

a) cos?

x:i+lc052x;fazend0 x=T
2 2 4

47
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EXEMPLO 6. Eshoce o gréfico da fun¢io dada por y =sen l
X

Solucdo

Primeiro vamos estudar o comportamento de y para x = —.

X =

SIS

. 2 1 A . 1 . .
Assim, para x = =, sen — >0, A medida que x aumenta, — vai se aproximando de |
T x x 1

1
Z€ro, 0 mesmo acontecendo com sen —, Para x < —
X

=>O<is
X

ST

2

3y

2 . l ..
— € s6 observar que sen — ¢ Impar.
w X

|
e El L)

/

1

Observe que para x :%, ¥ = sen T = sen g =1

T
Vejamos, agora, o comportamento de sen ! para 0 << x < 2
X T
1 1 L
sen—=1@—:2kfn-+£¢;s =——2—(kmtelro)
X X 2 dkar +
2 2 2 2
x - = - — -0
k4 S# 97 13w
y 1 1 i 1
1 1
sen — =0 <@ —=kr o Jc=L
X X kar
1 1
x — = — =0
3n  4m

olal—~
(=]
3

Funcdes

1 | 3 2
o= - = + == =
sen =le S dkmt o e S
2 2 2 2
x| — — — — -0
37 Tx 1lm 15w
y | -1 -1 -1 -1

Af--———=
=¥
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Exercicios 2.2

1. Esboce o grifico.
a) f(x)=sen2x
)] cos x
&) y= had
7 2
e) v = sen mx
]
= —sen
2 gx) P sen x

1
2 sen —

X

i) y=x
- Sejam a e b reais quaisquer. Verifigue que
a) senacosh = %[sen (@ +b) + sen(a
b) cosacosh = -%—[cos (@ + b) + cos (g

¢)senasen b = l[cos (a — by —cos(a

by y=2cosx

dy f{x)=1lsenxl
H flx)=xsenx

1
k) y=xsen—
X

) glx)=x+senx

— b)]
— b

+ b)]
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Exercicios 2.3

2.3. AS FUNCOES TANGENTE, CO-TANGENTE, SECANTE E
CO-SECANTE

1. Determine o dominio e esboce o grifico.

A fungdo tg dada por tg x = Sen a) fix) =cotgx b) g (x) = cosec x

~ denomina-se Jungdo tangente; seu dominio € o con- 3

co
junto de todos os x tais que cos x # 0 O gréfico da tangente tem o seguinte aspecto: 2, Verifique que sec?x = 1 4+ tgx para todo x tal que cos x % 0,

¥
X
3. Mostre que, para todo x, com cos ) # 0, tem-se:

2.4. OPERACOES COM FUNCOES

8 Sejam f e g duas fungOes tais que DN Dg seja diferente do varzio. Definimos:
Geometricamente, interpretamos tg x como a medida algébrica do segmento AT, onde T§

é a intersecdio da reta OP com o eixo das tangentes e AP o arco de medida x rad. a) A fungéo f + g dada por

b F+o@=fE+g®
T
11 denomina-se soma de fe g. O dominiode f + g é D; N D,. Observe quef + g & uma
0 lglx notagdo para indicar a func¢do dada pory = f(x) + g (x).
i s b) A funcio f - g dada por
eixo das (f g) (x) =f(x) 1 (X)
med AP = x rad tangentes denomina-se produto de fe g. O dominio de f - g é Dy D,
AT AT MP f
Os tridingulos OMP e 0AT sao semelhantes. Assim: A7 _ _1 oy AT _ MP ist0 6, c) Afungio = dada por
P OM 1 OM
sen x (f]() f
[g x= —-
Cos x g g (x)

As fungdes sec (secante), cotg (co-tangente) e cosec (co-secante) sio dadas por

, cotg x =
P g

O grifico da secante tem o seguinte aspecto:

_ 1
sec x =
cos

0S X
€ cosec x =
x

sen x
d) A funcéo kf, k constante, dada por

(kf) (x) = kf ()
€ o produto de f pela constante k; D= Dy

EXEMPLO 1. Sejam f(x)=.7 ~x e g(x)=,x—2.

a) (f+g) ()= 7T—x+x—2 Odominiodef + gé[2,7] = D;N D,
by (f- gy (x) = J7—x-x —2. 0 dominio de fg & [2, 7] :DfﬂDg.
)(i](x)z X e

g

X —

fi

denomina-se guociente de fe g. O dominio de 5 é{xe Dfﬂ Dg lg(x) #0}.
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Sendo f uma fungdo, definimos a imagem de fpor lmf = { f(x) |x € Dy }.

Defini¢io (de fungdo composta). Sejam fe g duas fungBes tais que Imf C D,. A fun-
¢Ao dada por

=g (f(x).x €Dy
denomina-se fincdo composta de g e f. Fusual a notacio g o f para indicar a compostade g e £,

Assim,
{geN=g(flO)lxED,
Observe que g °f tem o mesmo dominio que f.
EXEMPLO 2. Sejam fe gdadasporf(x) =2x+ leg (x) = ¥4 3 Determine g fe fo g.4
Solucdo .
(8N =g()=FEOF+3FWI=@+ 1) +3Q+1.xER= Ds
(Feg)(x)=flgx)n :f(xz +3x) = 207 + 3x) + LxeD, =R ]
EXEMPLO 3. Sejam f (x} = e g(x)=+x. Determine g o fe fo g.
Solucdo
Imf=R. eD, = R ., assim Imf C D,. {Notagio: R, ={xERIx=0})

(20 =g (F@) = JF0) =z2 =I1xLxER =D
Img =R, eDp= R, logo Img C Dy,
(fogd® =f@) = fGWx)=Wx)P =x,xER, =D,

Definicéo (de igualdade de fung¢des). Sejam as fungdes f: A — Re g: A’ R. Dize-
mos que fé igual a g, e escrevemos f = g, se 0s dominios de fe g forem iguais, A =
A ese,paratodox € A, f(x) = g (x).

EXEMPLO 4, Sejam f: A— Re g: A — R duas fungbes. Provequef+ g = g + f.
Solucdo
Divg=A=Dgip
Por outro lado, para todo x em A,
Fro@=fOtg=¢g®+fx=(E+NHx
Assim,
frtg=g+f

Observe que f(x) + g (x) = g (x) + f(x), pois f (x) e g (x) sAo ndmeros reais e, em R, vale I
a propriedade comutativa. "
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EXEMPLO 5. As fungdes fe g dadas por f(x) =+/x x—1 e g(x) = V“'x2 — x sdoiguais?

Solugdo

£# gpois Dy # Dy (Dp=[1, +% [ e Dy = -2, 0] U [1, +5),

Exercicios 2.4

1. Dé os dominios e esboce os grificosde f + ge £

@ fH=xeg@=x"—1 b)) = xe g(x) = ——
Vx

o fxy=1le glx)=yx—1 d f=1egx)= ———
(x —2)

lsexe -
osm={ s o sw={T12IE%

2. Verifique que Imf C Dg e determine a composta i (x) = g (f(x)).

agx=3x+lefX)=x+2
B) (= ef(0 =2+

x+1 2
w—2 ef(x)=x"+3

DW=+ 3+ lef(x)=2x—3

c) 8=

2
Qe efy=x+lx#1

X

He=

x+1 x
R AT
) glxy=+x ef(x)=x2*x,x~<.00ule

_xtl 2r+1
W 8= fx)= x"_l

3. Determine o “maior™ conjunto A tal que Imf C D, em seguida, construa a composta

hix) = g (fx)).

(x)= 2 - =
a) § x+2ej.A—>IR,f(x)-x+3

b) gxy=yx—1 ef:AwIR,f(;c)=x2
2x+1
) x=3
d)g(x):écf:A--)!R,f(x)=x3—x2

" 2 2
e)g(x)=\fx —leftA—-Rf(xy=x—2

c) g(x)=\jx—i ef:A—=R, flx)y=

4. Determine f de modo que g (f(x)) = x para tedo x & Df= sendo g dada por

1 x+2
(x)=— =-_=
a) g X b) g (x} 1
g =x,x=0 dgw=x"— 2,521
3 2
=72+ = 4% =
e) glx)=2 Tl Pgloy=x"—4dx+3,x=2
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LivmiTE E CONTINUIDADE

3.1. INTRODUCAO

Neste capitulo, vamos introduzir dois dos conceitos delicados do célculo: os conceitos |

de continuidade e de limite.
Intuitivamente, uma fungdo continua em um ponto p de seu dominio é uma fungio cujo
grafico ndo apresenta “salto” em p.

¥ ? ) y

£
Jix /
1
fe) g@ |- - '
o / .
— ; P A P

O gréfico de f ndo apresenta “saito” em p: f € continug em p. Observe que & medida ]

que x se aproxima de p, quer pela direita ou pela esquerda, os valores f (x) se aproximam §
de f (p); e quanto mais préximo x estiver de p, mais préximo estard f(x) de f(p). O mesmo g

nio acontece com a fungdo g em p: em p o grafico de g apresenta “salto”, g ndo € continua §
em p. ]

Na préxima segfio, tornaremos rigorosa o conceito de continuidade aqui introduzido de §

forma intuitiva.

EXEMPLO 1. Consideremos as fungdes fe g dadas por

_ _lsex=1
J=xe g(X)—{zsex>1
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y ¥4

=¥
3 )

— -

Vemos, intuitivamente, que f € continua em todo p de seu dominio. Por sua vez, g ndo ¢
continua em p = 1, mas € contfnua em todo p # 1. ™

Intuitivamente, dizer que o limife de f (x), quando x tende a p, ¢ igual a L que, simboli-
camente, se escreve

lim f(x)=1L

X—=>p

significa que quando x tende a p, f (x) tende a L.

vi ¥
f
flxtp——---- o
} '
f)p--- !
Fix -t E -~ fx)
/r x p X ; x
Quando x tende a p, f (x) Quando x tende a p, f (x) tende
tende af(p): lim fix)= f(p) al: lim f(x)=1L
X2 p X p

EXEMPLOQ 2. Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule lim (x + 1).
x—1

Solugdo

fxy=x+1

X x+ 1 X X+ 1
R 05 | LS

1.5 2.5 0.9 1.9
L1 2,1 0.99 1,99

1,01 2,01 0,999 1,999
1,001| 2,001 i1 It
i ] 1 2

1 2

lim (x +1)=2
x—1 |
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2
EXEMPLO 3. Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule Iim ud T
x—=1 X —

Selucédo

x2 -1

Seja f(x)=

X =

Parax # 1

!
foy=2""=x+1

x—1

2 _
m 2= - i kD=2
-1 x—1 x->1

Intuitivamente, é razodvel esperar gue se festiver definida em p e for continua em p, entiioj

Hm  f(x) = f(p), e reciprocamente. Veremos que isto realmente acontece, isto &, se f esti{

x—=p
ver definida em p

-1

E x # 1; fndo estd definidaem x = 1.

feontihuaem p & li
X

m f(x) =f@).

-p

Veremos, ainda, que se lim f(x} = L e se fnio for continua em p, entdo L serd aquele

X p

valor que f deveria ter em p para ser continua neste ponto.

fnéo estd definida em p.

lim f(x)= L.

x—=p

L é o valor que f deveria ter em p para ser conti4

nuaem p.

=¥
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lim f(x) = L. festd definida em p, mas L # f(p).
X—=p

L € o valor que f deveria ter em p, para ser continua em p.

Com toda certeza

lim flp+tm)— fip)
h—=0 h

é o limite mais importante que ocorre na matemética, e seu valor, quando existe, ¢ indicado
por f'{p) (leia: f linha de p) e é denominado derivada de f em p:

F(p) = lim flp+h)— fip)
h—0 h ’

Este limite aparece de forma natural quando se procura definir reta tangente ao grafico de

fnoponto (p, (). O quociente M}Z;ﬂﬂ

tal, nada mais € do que o coeficiente angular da reta s que passa pelos pontos M = (p, £ (p))
eN=(p+hf(p+ k) dogrificodey = f(x)

, chamado as vezes de razde incremen-

fp+h)

f@)

Observe que a equagiio da reta 5 &
y=rp) =mix - p)
onde m, = LM~ f(p)

h
vezmais de M, e areta s vai tendendo para a posi¢do da reta T de equacio

- Quando h tende a zero, o ponto N vai se aproximando cada

y—f@e)y=5px—p).
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A reta T ¢ denominada reta tangente ao gréifico de f, no ponto (p, f (p)).

NOTA HISTORICA. Por volta de 1630, Pierre de Fermat (1601-1665) estabeleceu dois

métodos: um para se determinar o coeficiente angular da reta tangente em um ponto qual-

quer do gréfico de uma fungdo polinomial e o outro para se determinar os candidatos a pontos §

de maximo ou de minimo (locais) de uma tal fungio. Pois bem, a idéia que utilizamos aci-

ma para definir reta tangente é essencialmente a mesma utilizada por Fermat. Por outro lado,
para Fermat os candidatos a pontos de maximo ou de minimo (locais} nada mais eram do §

que as raizes da equagdo f '(x) = 0. (Veja Histéria da Matemdtica, p. 255, de Carl Benja-
min Boyer, editoras Edgard Blucher Ltda e Universidade de Sio Paulo.)

EXEMPLO 4. Seja f(x) = %2 Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule f'(1).
Solucdo

O que gueremos aqui é calcular £’ (p), comp = 1.

friy= Jim B (0]

h
Temos
2 2
L+ R)—f(1) {1+ A -
RS0 UGEL) i S
t
Segue que ‘
= 1lim 2+mn=2 u
h—0

EXEMPLO 5. Sejaf(x) = x2, Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule f'(x).

Solucdo
P tim LEER - F()
h-0 h
Temos ¥
- 2 _ .2
farh = f) _GERio L L, h # 0) §
h h :
Segue que
fl(x)= lim 2x+ k)= 2x.
h—0
Ou seja, a derivada, em x, de f (x) = x2é () =2x. [ ]

Como veremos, um outro modo de expressar £ '(p) & através do limite
, . x)—
Fim= fim LO = F)
x—=p X—p

(Observe: fazendo x — p = h recaimos no limite anterior.)
EXEMPLO 6. Seja f(x) = x*. Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule f'(2).

Solucdo
Flx)— f(2)

(@)= lim
x—=2 x—2
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Temos

f@-F@) _ -2
x—2 x—2

(Lembre-se: @’ ~ b° = (a — b) (a>+ ab + b))

=xZ+2x+4 x#2.

Assim

F'2)= lim (x2+2x+4)=12.
x 2 o

A derivada € um limite. Entdo, para podermos estudar suas propriedades, precisamos
antes estudar as propriedades do limite. E o que faremos a Seguir.

Antes de passar i préxima se¢fo, queremos destacar as fungdes de uma varidvel real que
vao interessar ao curso, tais fungdes séo aquelas que (ém por dominio um intervale ou uma
reunido de intervalos. Portanto, de agora em diante, sempre que nos referirmos a uma fun-
¢io de uma vartdvel real e nada mencionarmos sobre seu dominic, ficard implicito que o
mesmo ou é um infervale ou uma reunido de intervalos.

Exercicios 3.1

1. Esboce o grafico da fungio dada e, utilizando a idéia intuitiva de fungio continua, determine os
pontos em que a fungio deverd ser continua.

a) fix) =2 b fix)=x+1
_ 2 _ xzsexél
o flg=x d)f(x)*{Zsex>l
1
&) flx) = x—zselxlal f)f(x)=x2+2
2selxl <1

2. Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule

a) lim (x +2) by lim 2x+1)
x—1 x—1

¢) lim (3x+1) d) lim (x2 +1)
x>0 =2

s
e) lim ~x £ lim — %
r=1 x—2 x+3
¢ lim % B) im (Vx +x)
x—2 x— 0
) el e x? -1
3. Esboce o gréfico de flxy= . Utilizando aidéia intuitivade limite, calcule  lim ——
2x ~1 x—=Y4 2x—1

4. Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule

2 2
, X< —4 +
@) lim b) tim =~ %
x—=2 x—2 x—=0 x
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Nx —1 ¥2 —ay+4 ou de forma equivalente
¢} lim d) lim ——
x—=1 x—l x—>2 x—2
¢y lim 2 -1 £y lim para todo € > 0 dado, existe 8 > 0 (8 dependendo de ¢), tal que, para todo x
1 5€M X
x=-1 xtl x—0 € Dy,

p—8<x<p+d=flp)—e<flx}<f(p)t+e

3.2. DEFINICAO DE FUNCAO CONTINUA

Sejam fe g fungdes de gréficos Entretanto, a funcio g nfo satisfaz em p tal propriedade:

¥ y £
f / y £
’ f@f--- g@ |- 5 /
1 1 1
E /‘J g kel — — 1|
P * P x g, ;!
Ep)—e f/: i
| 1 !
1 | | |
Observe que fe g se comportam de modo diferente em p; o grifico de f nao apresen Vo-s p pts x
“salto” em p, a0 passo que ¢ de g, sim. Queremos destacar uma propriedade que nos permi-§

ta distinguir tais comportamentos.

Veja as situagdes apresentadas a seguir.
parao € > ( acima, ndo existe é > 0 que torne verdadeira a afirmaciio
¥ ¥
VxEDgp—8<x<p+ =g —e<gx)<g(p)+ €.
fpi+ e

fiprg
fipr-e

Qualguer que seja o 8 > 0 que se tome, quando x percorre o intervalo lp — 8§, p + 8, g (x)
ndo permanece entre g (p) — ee g (p) + €.

A propriedade (1) distingue os comportamentos de f e de g em p. Adotaremos a proprie-
dade (1) como definigdo de fungdo contirua em p.

Defini¢io. Sejam f uma fun¢do e p um ponto de seu dominio. Definimos:

Para todo € > 0 dado, existe § > 0 (8 dependendo de € ), tal
que, para todo x € Dy,

p—8<x<pt+i=fl(pl—e< fix)< f(p) +e

feontinuaemp <

A fungdo fsatisfaz em p a propriedade Observagiio. Sabemos que

fx—pl<dop-—-6<x<p+d
para todo € > () dado, existe & > 0 (8 dependendo de ¢€), tal que f (x) permanece entre
F{p) — eef(p) + equando x percorre o intervalo Jp — &, p + 8[, com x no dominio
de f. ’

lf@m—fpl<e=fp)—e<fla<fip+e
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A definiciio anterior pode, entdo, ser reescrita, em notagao de médulo, na seguinte for-
ma:

Para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que, para todo x em Dy,

feontinua em p @{ lx—pl<8=I1f(x)— fipl<e

Dizemos que f€ continua em A C Dy se f for continua em todo p € A. Dizemos, simples-}
menite, que £ ¢ uma funcdo continua se f for continua em todo p de seu dominio. ]

EXEMPLO 1. Prove quef(x) = 2x + 1 é continuaem p = 1.
éalugdo

Precisamos provar que, para cada e > 0 dado, conseguiremos um & > 0 (8 dependendo;
apenas de €}, tal que 1

l—-6<x<l+éd=>fh—-e<fx)<f()+e
O € > 0 é dado, queremos achar § > 0. Devemos determinar é > 0 de modo que f (xj
permanega entre f (1} — ee f(1) + eparaxentre 1 — §e 1 + 8. Vamos entio resolver &
inequagao
f—e<f<fh+e
Temos

f)—e<f<f)+ee>3—e<2x+1<3+e

Somando —1 aos membros das desigualdades e dividindo por 2, resulta
f)-e<f@<f)+ee 1- % <x<l+ g

Ent3o, dado € > € ¢ tomando-se 8 =§ (qualquer & > 0 com & <§ também serve!).:f

resulta
1-8<x<l+é=2f)—e<f)<f()+ e
Logo, fé continnaem p = 1.

C exemplo acima pode também ser resolvido em notagio de médulo. Neste caso, preci-3
samos provar que dado e > 0, existe § > 0 tal que 1

lx—1l<d=lfx)—Ff)I<e
Temos

ff(x)—f(|)1<e@|zx+1—3|<e=p|2x—2|<6@|x—11<%.
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€

Assim, dado € > 0 e tomando-se 6 = 5

Ix—11<8d= lf)—fDHI<e
Logo, f¢ continnaemp = L.

EXEMPLO 2. A fungdo constante f (x) = & ¢ continua em todo p real.

Solugdo
) — f() | =V k — k| = 0 para todo x e todo p; assim, dado € > 0 e tomando-se um
§> 0 qualquer

Ix—pl<d=lfm-fE)=lk—kl<e

Logo, fé continua em p, qualquer que seja p. Como fé continua em todo p de seu dominio,
resulta que f (x) = k é uma fungdo continua. [ |

EXEMPLO 3. A funcio afimf(x) =ax + bla eb constantes) é continua.

Solugdo

Se a = 0, f é constante, logo continua.
Suponhamos, entdo, a # 0. Temos:

f) - f@)=lax+b—ap—bl=lallx—pl

Assim, para todo € > 0 dado

€

If) —f@)l<eolx—pl<

N €
Tomando-se, entdo, & = Tal

Ix—pl<d=Ifly—flp)l<e

logo, fé continua em p. Como p foi tomado de medo arbitrério, resuita que f € continua em
todo p real, isto é, f & continua. ‘ B i =

Os dois préximos exemplos poderéo facilitar as coisas em muitas ocasides. Antes, porém,
observamos que se p & la, bf, @ € b reais, entao existe § > 0, tal que Jp — 8, p + 8L C la, B;
basta, por exemplo, tomarmos 8 = min {b — p,p — a}.
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Veja
& &
} 7 II: b=bh-p
a p—5 P b=p+3§
1*—’6 [
ha— 6=p—4a
4 P pt+s -
p—5&=a b

Em qualquer caso, & = min {6 — p, p — a} resolve o problema.

EXEMPLO 4. Prove que, se para todo e > 0 dado existir um intervalo aberto I = la, b[;
com p € [, 1al que para todo x € Dy

xET=f(p)— e<fx)<f(p) + €

entiio f serd continua em p.
Selucdo

Pela hipétese, para todo € > 0 dado existe um intervalo aberto I = Ja, b[, com p € I, tal qu
0 x€labl=fp) - e<f<f+e

Tomando-se 8 = min {6 — p,p —a}, Ip — 8, p + &[ C la, b[. Assimn,

xEp—8p+ o = xE]qg b

Segue de (D que

xelp—8&pto=Ffp)e<fx)<fi(p)+e

Logo, fé continua em p. ]

EXEMPLO 5. Seja r > 0 um real dado. Supenha que, para todo € <C r, € > 0, existe um

intervalo aberto I, com p € I, tal que para todo x € Dy

xEl=fp)—e<f)<fip)t+e

Prove que f € continua em p.

Solucdo

Precisamos provar (tendo em vista o exemplo anterior) que, para todo € = 0, existe umj

intervalo aberto I, com p € I, tal que para todo x em D

7
xEI= Fp)— e<fx)<fip) + e
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Pela hipdtese, se € < r, existe tal intervalo.
Suponhamos, entdo, € = r. Seja0 < ¢ < r.
Pela hipdtese, para o €; dado, existe  tal que

xEI=1P)—g<f<f(p)+ ¢.

Para este mesmo / teremos, também,
xeEl=fP)—e<fl<fP)+e

pois, f(p) — € <f(p)— e efp)+ ¢ <f(p) + e (Interprete graficamente.)
Assim

para f ser confinua em p, basta que, para cada € << r, € > 0 (onde r > 0 é fixado a
priori), exista um intervalo aberto 1, com p & [, tal que, para todo x em Df,

xEI=Sfp) —e<f)<f(p) + e

EXEMPLQ 6. Mostre que f{x) = X é continua em 1.

d1+e
YT

Solugdo
Precisamos mostrar que dado € > 0, existe um intervalo aberto 1, contendo 1, tal que
xEl=f(L—-e<f)<f(l)+ e

Varnos resclver a inequagio f(1) — € < f(x) < f(1) + e.
Temos

fh—e<f@<fl+el-e<r <l+ecil-e<x<iite.
Tomando-se =131 — e, %,’fl ;I-ie[, 11,

xEI=2f(—e<fX<f)+ e

Logo, f (x) = x* é continuaem 1.
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Como f(x)=lparax < 1ef{l)=2, tomando-sec e= % (ou0 < e<< 1), paratodo 8> 0,

Observagio, Tomando-se 6 = min {3‘/] +e—-1L1-31— e}
- s<x<1+8=f)—e<f®<f)+e ) | sexcio e

EXEMPLO 7. Prove que f (x) = x° & continua.

Solucdo
[}
Precisamos provar que f € continua em todo p real (Dy = R). 1 AN W
Primeiro vamos provar que f & continua em Q. Convém, aqui, usar a defini¢io em nota-! fiy=2 1 44—
¢3o de médulo. Vamos provar, entio, que dado e > 0 existe 5 > 0tal que 3 fih-r 3777~

lx-0l<8= -0 l<e

1

Para se ter | x° | < €, basta que se tenha | x | < Je. Tomando-se & = Je

Ix-01<6= I —0l<e

. . 1 i

I n&o estd entre (1) ~ = = & i i
Cogo 1 xz © contioa om0 e ) i 5 ef() + 5 Logo, ndo existe § > 0 que torna verdadeira a
Vamos provar, agora, a continuidade de fem todo p # 0. Temos afirmagdo

2 2 2
f(p)_€<f(x)<f(p)+5<:>p—e<x <p-te &

VxEDf, l—-8<x<1+8=f(1)~ % <f@<f+ l”_
Parae<p2,e>0, :
Portanto, a fung&o dada néo € continua em p = 1. Observe que f€ continua em todo p#* 1L
» [ ]
thromm’o exemplo destfica uma propriedade importante (conservacdo do sinal) das
fupg(?e’s continuas. Tal propriedade conta-nos que se ffor continuaem p e f(p) # 0, entdo
existitd um 8 == O tal que f (x) conservard o sinal de f (p) parap — § < x < ptéxe Dy.

. _
p2—6<,‘[2<p2+6<=>\jp2—5 <Ix|<\/;2+e.

Se p > 0, tomamos I = h/p® — €, y/p? + €[ assim

xEI:pz—e<x2<p2+e.

Se p < {}, tomamos [ = ]—\,‘p2 + e, -\572 — € [, assim

xEI=>p2—e<x2<p2+e.

Logo, f{x) = +% é continua em todo p real. (Interprete graficamente.)

“y

EXEMPLO 8. f(x)= {12 Zz i i }

‘ ; — 19 Treti
¢ continua em p = 17 Justifique. Feontinua em p e ) > 0, Fcontinua em p . < 0.
Solugdo existe & > 0 tal que existe 8 > 0 tal que

¢ p—6<x<p+8&=flx)>0 p=3<x<p+td=fx)<0

Intuitivamente, vemos que f nio é continua em p = 1, pois o gréifico apresenta “salto”}
neste ponto. Para provar que f ndo ¢ continua em p = 1, precisamos achar um € > 0 para o} EXEMPLO 9. Seja f continua em pef(p)> 0. Prove que exis =
qual nio exista § > 0 que torne verdadeira a afirmagéo % v que existe &> 0 tal que, Vx & Dy.
- d<x<p+
€Dyl - S<x<1+ 8= f(1)— e<fH<f)+ e P x<pto=f>0.
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Solucdo

Como, por hipétese, ¢ continua em p, dado e > 0, existird 8 > 0 tal que Vx € Df

@

Como para redo € > 0 existe 8 > 0 tal que (O ocorre, tomando-se, em particular;
€ = f(p) (por hipbtese f(p) > (), existird um & > 0 tal que, Vx € Dy, 3

e, portanto,

De mode andlogo, prova-se que se ffor continua em p e f(p) <2 0, entZo (neste caso bas
tomar € = —f (p)) existird 6 > 0 tal que

Exercicios 3.2

L.

. Prove que flx)=

. Seja n > 0um natural. Prove que f(x} = %" é continua.

. Prove que j{x) = ¥x &continua.
=
. D& exemplo de uma funggo definida em R e que seja continua em todos 0s pontos, exXceto en

. D& exemplo de uma fungao definida em R e que seja continua em todos os pontos exceto nog

. Sejafdadapor f(x)= {_1 e r 0 Mostre que f é descontinua em todo p real.

. Determine o conjunto dos pontos em que a fungo dada € continua.

p—8<x<ptdmfp-—e<f)<fp)+e

p-d<x<pti=f-fEP<fO<f@+f@

p—8<x<p+dé=flx)>0.

p—8<x<p+8=flx)<0.

Prove, pela definigdo, que a fungio dada é continua no ponto dado.
by fixy=x+ lemp=2
fHfxy=x emp=12

Af{x) = N emp =4

mnfx) = %’{; emp =1

a)f(xy=4x—3emp =2
o fxy=—3xemp =1
Afm=x‘emp=—1

§fx)= Jx emp=0

¢ continua em todo p # 0.

| —

2x sex<l1, . .
é continua em 17 Justifique.
sex>1

-1,0, 1.

inteiros.

1 sexe@

a) fix) = [xIonde [x] = méx {n € Z | n < x} (Fungdo maior inteiro.)
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by fx) =x — [x]

orw={} Xiea

-1 sexeEQ

d)f(x)={_x2+1 sex €Q

10. D& exemplo de uma fung¢ao definida em R e que seja continua apenas em — 1, 0,1.

11. Determine L para que a fungfo dada seja continua no ponto dado. Justifique.

2 —4
B fn=47_3 sex +2 emp =2
L sex =2
2 —x
b) Flx) = T sex#Oemp:O
L se x =0

12. D& o valor (caso exista) que a fun¢do dada deveria ter no ponto dado para ser continua neste
ponto. Justifique.

Iz_

a) g(x) = emp =2
Y -
2 _

B) flx) = ——  emp=0

<) f(x)zﬂ emp=10
X

-9 £3
Hfo=1,-3 7" emp =
4 sex=3
x sex<1
¢)gx)= sex>1 emp=1
X
lx — 21
hHfixy= emp =2
x—2

13. Sabe-se que f¢€ continua em 2 e que f (2) = 8. Mostre que existe 8 > 0 tal que paratodo x € Dy

2-8<x<2+8=f0)>1.
14. Sabe-se que £ € continua em 1 e que £(1) = 2. Prove que existe r > 0 tal que para todo x € Dy

1-r<x<l+r:>%<f(x)<§‘

15. Seja fuma fungio definida em R e suponha que existe M > Otal que | f(x) — F(p) < Mlx—pl
para todo x. Prove que fé continua em p.

16. Suponha que | £(x) — F(1) = (x — 1)2 para todo x. Prove que f é continua em 1.
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17. Suponhaque | f (x) | < P para todo x. Prove que f¢é continua em (.

i sexeQ

€ continua em 0.
x sex€EQ

18. Prove que a fungiio f{x) = {_

19. Sejam fe g definidas em R & suponha que existe M > O tal que | f(x) — f(p) | = M1 g (x) — g(p) | para |
todo x. Prove que se g for continua em p, entdo f também serd continua em p. 4

20. Suponha f definida e continua em R e que f(x) = 0 para todo x racional. Prove que f(x) = 0 ‘

para todo x real.

21. Sejam fe g continuas em R e tais que f (x) = g (x) para tode x racional. Prove que f(x) = g (x) §

para todo x real.

22. Suponha que fe g sdo continuas em R e que existaa > 0, a # 1, tal que para todo r racional,

fin=daegr)=a Provequef(x) =g emR.

23. Seja flx)=x+ -l— Prove
X
aylfx)—fhl= (1+l) bx—1lparax >0
x

BYlf(xy—~f(1)l=3{x— 1lpara x>%

c)fécontinuaemp = 1
24, Seja f(x) = % + x. Prove que

aylfx)—F2)1=20lx—2lparad =x=<3
&) f¢ continua em 2

1
25. Prove que f(x)=x + - é continua em 1.
X

1
26. Prove que f(x) = x + — é continua em todo p > 0.
X

27. Sejamf(x) = A e p # O.

a) Verifique que | x> = p° 1 < 7p*1x —plparalx|=<2lpi
b) Conclua de (@) que f & continua em p

3.3. DEFINICAO DE LIMITE

Sejam f uma fungio e p um ponto do dominio de fou extremidade de um dos inter-;
valos que compdem o dominio de f(veja o final da Secido 3.1). Consideremos as situa-
¢Oes a seguir: ]
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a) b) Y ﬂ

X

c) y 9

=¥

e

Na situagdo (), f nfio estd definida em p, mas existe L que satisfaz a propriedade:

para todo € > 0 dado, existe 6 > 0 tal que, paratodo x € Dy,

p—8<x<ptéx#p=L-e<f)<L+te

Na situago (b), f esta definida em p, mas ndo ¢ continua em p, entretanto existe L satis-
fazendo (T); observe que neste caso a restri¢do x # p € essencial. Na situagdo (c), f & conti-
nua em p, assim L = f (p) satisfaz (D). Finalmente, na situagdo (<), ndo existe [ satisfazendo

®emp.

A propriedade () € equivalente a

para todo € > 0 dado, existe 8 > 0 tal que, para todo x € Df,

0<lx—pl<d=Ifx)—Li<e

Observeque 0 <lx—pl<dop—-8<x<p+tdx#*p

Vamos provar a seguir que existe no méximo um niimero L satisfazendo a propriedade
acima. De fato, suponhamos que L, e L, satisfacam, em p, a propriedade acima; entdo, para
todo € > 0 dado, existem 8; > O e &, > ( tais que

O<lx—pl<d =21fx)-L;1<e

0<lx—pl<& =1fx)— L <e;
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tomande-se & = min {8, §,}

O0<lx—pl<&=2IfG - Lii<eelf(x)— LI <e

Das hipdteses sobre p ¢ sobre o dominio de £, segue que existe xy € Dy com 0 < L —p <2 §;
temos:

Ly~ Lyl =1Ly = flxg) + fxg) = Ly | < 1Ly = flxg) | + 1 f () — Lo .

Assim, para todo € > 0,

1Ly = Lyl < 2e.

Logo, L; = L.

De acordo com a defini¢io que daremos a seguir, o #nico mimero L (caso exista) satisfa- §

zendo () & o limite de f (x), para x tendendo ap: lim f(x)= L.
x> p

Defini¢io. Sejam fuma fungio e p um ponto do dominio de fou extremidade de um
dos intervalos que compdem o dominio de f. Dizemos que f tem limite L, em p, se,
para todo € > 0 dado, existir um & > 0 tal que, para todo x € Dy,

0<lx—pl<d=lfw—Lli<e

Tal nimero L, que quando existe & Gnico, serd indicado por lim f{x).
i=p

Assim

Yex>0,35>0 talque,paratodoxEDf

lim f(x)=L<:>{
0<ix—pi<é=lfn-—Li<e

X=p

¥ ¥

Jix)

S

lim  f(x)=1L lim  flxy=L(L# f(p)
x=p xX—=p
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vi y

fix)

Vf

v

-~ P x

iy
Ffix)

fndo tem limite

lim  f(x)= f(p)
X‘)F emp

Observagdes.

1. Suponhamos f definida em p. Comparando as definigdes de limite e continuidade, re-
sulta

feontinuaem p ¢ lim f(x)= f(p)
X3 p

2. O limite de f em p niio depende do valor (caso festeja definida em p) que f assume em p,
mas sim dos valores que fassume nos pontos préximos de p. Quando estivermos interessa-
dos no limite de fem p, basta olharmos para os valores que f assume num “pequeno” inter-
valo aberto contendo p; o conceito de limite é um conceito local.

3. Sejam fe g duas funcdes. Se existir r > O tal que f{x) = g () parap — r <x<p+r,x #p,

ese lim g{x) existir, entio lim f{x) também existir e
xX—=p x—=p

lim f(x)= lim g(x). (Por qué?)
x—=p x—=p

EXEMPLO 1. Calcule lim k (k constante).

x—op
Solugdo

O que queremos aqui € lim f(x), onde f & a funcfo constante f (x) = k. Como f é con-
x—=p

tinua em todo p real

lim k= lim f(x)= f(p) =k
X‘)IJ’

x=3p
isto &,
lim k=%
x—p
(O limite de uma constante é a propria constante.) n
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Solugdo

Como lim (x — 3) = 0. a propriedade (<) ndo se aplica.
x—3

— -
VX =33 Nx =3 _ 1
= = — parax # 3
x—3 (Vx —dDNx +3) S +43 p
e
1 1
lim == —
x—=3vx ++3 24/
segue-se que
’ lim Vx =3 lim L -1 "
1 _— = - = .
x—=3 X x=3Jx +43 243

Deixamos a seu cargo verificar, por indugdo finita, que se lim fi(x) = I,
x—=>p

lim fp(x)=Ly,.... lim f,(x)=L,, entdo

Ii
X—p xX—=p

m ) +H @+ .+ L @=L + L+ .+ L,
x=—p

lim (L& ... =10il ...k,
x—=p
para todo natural n = 2.

EXEMPLO 8. Calcule L X2l
N cule 1m1m -————5——.
A e B 32+ 1

Solugdo

Como lim [x4 —2x+1]=0e lim [x3 + 327+ 11 = 5 # 0, pela propriedade (d), ]
x—=1

x=p
fim xt=2x+1 _
rosl x3+3x2 +1
EXEMPLO 9, Caleule lim oL
L, Lalcule 1 —_— .
r—-1 x4+ ax+3

Selucdo

lim (;c2 + 4x + 3) = 0, logo a propriedade (d) nio se aplica. Como — 1 é raiz de o+ ]

x—-—1
ledex? + 4x + 3, estes polindmios sio divisiveis por x + 1:

Sri=@+DEE—x+ Dex +4x+3 =+ 1){x+3).

_0 . ]
r .
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Assim
. 2 +1 . ox2—x+1 3
lim ————= lim ————==.
xo—-1lx+4dx+3 xo-1 x+3 2
b, lim xz_x-H*SeHr 1tal que Sk 2ot ara
e —_— == = =
[Osm xo—-1  Xx+3 2 x2 +4x+3 xt3 7
3 2
x? +1 ¥ —x+1 3
1< x<0,x# —1;pelacbservagio3, lim ————= lim ———— =" |m
X P O A ¥ ax+3 s x+3 2]

3
EXEMPLO 10. Calcule lim Ix -2
o2 x-—2

Soluciio
e=2=FxR - @2y =@ - ¥2) A + Vax + Yay
Assim
Ak = == : para x ¥ 2.
=2 X2 +x+a
Segue

fim EY2 o 1 _ ]
s>2 a2 +Yox + ¥4 A

x—=2 x—2
O proximo exemplo mostra-nos que soma, produto e quociente de fungdes continuas séo
continuas.

EXEMPLO 11. Sejam f, g continuas em p e k uma constante. Entdo f + g, kfe f- g sdo

continuas em p; L também serd continua em p, desde que g (p) # 0.
§

Selucdo
Comofe g sdocontinuasemp, lim f(x)= f(p)e lim g{x)= g(p). Segue das pro-
x X—=p

—Pp
priedades (a), (b) e (¢) dos limites que

lim [f(x)+gxN= lim f(x)+ lim gx)=f(p)+gp),
xop X—p xX—op
im kf() =k Lim f() =kf(p)
X-3p

xXop

lim fx g = lim f@x) lim g () =7f)gp)
x—op x> p x—>p
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logo, f + g, kfef- g sfo continuas em p. Solugdo
Sendo #0
&) tim f(x)=0@{VE>0,E|8>DLalquerEDf
_ f(x) f(P) x=p 0<|x—pl<5=>if(x)—0|<e
Xlinp g0 gp) Ve>0,38>0 tal que Vx € Dy
O<lx—pl<éd=11fx)I—0i<e
logo £ ¢é também continua em p. ' L 1 < xlinp If(x)1=0. -
8
Deixamos a seu cargo verificar que se f1. /5, ..., f,; (n = 2 natural) forem continuas em p, EXEMPLO 17. Prove que
entiof| + 5 + ... + f,efy “fo - f5 - ..., f, também o serdo.
lim flx)=L& lim fi(p+h =L
xX—=p h—>0
“ EXEMPLO 12. Toda fungio polinomial é continua. Solugdio
Solugdo Suponhamos lim f{x) = L; assim dado € > 0 existe 6 > 0 tal que
x> p
Sendo fuma fungdo polinomial, existem n € N e nimeros reais g Gy, ..., G tais que {
n O<lx—pl<d=1fx)—-Li<e
f(x)=aoxn+a1x"_1+...+ a, - (xt ey, dat
{
assim f & soma de fungdes continuas, loge f é continua. I 0<Ihl<d= 0<I(p+h)—pl<d=Ifp+mh-Lli<e
_a.6_ 1 5 5 £ i ou seja
EXEMPLO 13. fdada por f(x)=3x" — 3 x5 +/2x + /3 & continua, pois s¢ trata de § 3
uma fungao polinomial. (Lembre-se: dizer que f ¢ uma fungdo continua equivale a dizer que 4 0<Ihl<&§=Ifp+h-Lli<e
fé continua em todos os pontos de seu dominio.) |
Assim
EXEMPLO 14. Toda fungio racional é continua. ,
lim f(p + h)=L.
Solucdo 0
Verifique vocé a reciproca. [ ’

Sendo fuma funcio racional, f = £ onde g ¢ h sdo fungdes polinomiais. Assim, f¢é
3 EXEMPLO 18. (Conservacdo do sinal.) Suponha que lim f(x)= L, com L > 0. Prove

continua em todo p que no anula o denominador, isto €, f € continua. m ) o p
que existe § > O tal que, V x € Df, ’
3x% +6x +
EXEMPLO 15. f(x)= l—z—x—l é continua em todo p # *=+/3. p-d<x<p+dx#p=flx>0
€2 —

Solugéo Solugao

Sendo lim f(x)= L, paratodo € > { dado existe 6 > 0 tal que, V x € Df,
x—op

p—-8<x<p+8xFtp=>L—-e<fx)<L+e

fé uma fung¢do racional, assim f € continua em todo p de seu dominio, isto é, f € continua }
g

[

emtodop # *+3

EXEMPLO 16. Prove que
7

p—8<x<pt+dxFp=L-L<flxy<L+L,

Para e = I, existe § > Qtal que, Vx € D, ‘

lim fx)=0 < lim |f(x)I=0.
X‘)P

xX—=>p
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ou seja,

p—o<x<p+édx*p=[flx>0

Exercicios 3.3

1. Calcule ¢ justifique.

a) lim x2
x—=2
¢) lim (4x+ 1)
x=-2
e) lim S0
x—=—9
¢) lim N
x> 4
i) lim 5
x— -8
X2
D lim
3 x+3
. 4x2 —1
n) hm
1 2x—1
Xy
2
)1 9x? — 1
im
P 1 3x+1

b) lim Gx + 1)

x—1

d)y lim 3

x— 10

£) lim (—x? —2x+3)

x—=—1

B tim x

x—-3

x2 -9

5 lim
x—=3 X -
-9

S+ ) — flx)

4, Calcule lim
k-0 h
A fl =2
ey fx) =3
1
e} flx)=—
X
5. Calcule.
) i x4+
a m —-
x> -1 x2 =1

¢} im (x% + 3xh)

h—0
) 1 x2 -9
¢} lim
xs3x2 49

4 4l
£) lim M(pio)
x=p

x—=p

. K31
namm —-—-
J)t—)lxll'i-_qjx—4

3_ .3
B lim 2
x—=p x—p
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sendo f dada por

b}f(x) = 207 + x
DF) =~ + 2

NFx=3x+1
3+ 2
A Km T
xo0 30 + 3t +x
+ - il
4 tim SR
R0 h
){"F;*Bs";
fi lim ———(p#0)

x-p X—0Pp
3 2
—5x° + 8 — 4
h)hmu_;
=2 x*-5x—-6

Nx =7

) im — :
x=7 fx+T7 —+ld

4 _ 4
m) lim ——f
x—=p X P
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n_ . al. _nl,
Vr -1 x4 m lim P (z > 0 nawral) o) lim ——YF
¥} lim 5) im ——— xX—sp X—p X—=p X—p
x—3 x—3 x—2 x—2
. Vx -1 L1
x° X — . D [l
im ————— w) lim ———r . . (x) — fip) 1
O T 2 e sk p) lim X2 g tim LS onge = —
x—2 x—2 X3 p xX—p X
2. Determine L para que a fungio dada seja continua no ponto dado. Justifique. ) ) — 1 + B -
r) lim M onde g(x) = s) lim M onde f{x) =x2 -3z
3 3 x—=p xX—p X h—0 h
_ r-e se x 2 _
a) fixy=9 x -2 em p = 6. Prove que existe & > 0 tal que
L se x =2
Jx =3 I—f<a<l+do2- 0 <4< 24m,
—_—— st x#+3 _ 3 3
b) f(x)y= =13 emp =3
L se x =3 7. Prove que existe & > 0 tal que
Vx -5 PS4 3 1
—————— se x#5 _ | -8<x<1l+8§232——<—< -
A f=1/x+5-410 em p=3 ¥ TRty T SRS
L se x =35
8. Sejam fe g definidas em R com g (x) # O para todo x. Suponha que  lim fix) = 0. Prove
x? -+ x @ r -1 que existe 6 > 0 tal que xop &%)
3.f(y=9 x+1 é continua em —1?E em 07 Por qué?

2 se x =—1 O<lx—pl<éd=I1f)I<igl
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9. Suponhaque lim f(x) = L. Prove que existem r = 0, ar ¢ j tais que, para todo x € D,
xXop

0<lx—pl<r= a<f@x<B

Interprete graficamente.

10. Suponha que lim f{x) = L. Prove que existem r > 0 e M > 0 tais que, paratedo x € Df, 1

x—p
O<lx—pl<r=Ilfix)lsM

li. Prove: lim f{(x)=L < lim [f{x)—L]=0.

x—p x—=p
12.Prove: lim f(x)=L < lim |f(x)—LI=0.
x—=p xX—op
S . flx)

0 & lim
r=p lx—pl

13. Prove: lim
x—=p X—Pp

14. Suponha que existe » > Otal que f(x) = 0para0 < lx -~ pl <reque lim f(x)= L Prove

x—p

que L = 0.
(Sugestdo: Suponha L << 0 e use a conservagio do sinal.)

15. Suponha f continua em R e f(x) = 0 para todo x racional. Prove que f (x) = 0 para todo x.

3.4. LiMrTES LATERAIS

Sejam fuma fungio, p um nimero real e suponhamos que existe b tal que 1 p, b [ C Dy 4

Definimos:

lim fy=L &

x—=p*

Ve>0,38>0tal que
p<x<p+d=If(x)-LI<e

O ndmero L, quando existe, denomina-se limite lateral & direita de f, em p.

¥4

Quando x tende a p, pela direita, f (x)

tendea L: lim  f(x)=1L
x—> p+

fixn
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Suponhamos. agora, que exista um real a tal que ja, pl C D¢. Definimos

{Ve>0,§|6>0!alque

lim f)=L S, sci<po Ifx) - Ll<e

x-2 P

O niimero L, quando existe, denomina-se limite lateral & esquerda de f, em p.

¥y

Quando x tende a p, pela esquerda, f (x) tende a L:

L
im flx)=L
fio x> p—
/ T

E uma conseqiiéncia imediata das defini¢des de limite e de limites laterais que se
lim g(x)=Lese paraalgumr > 0,f(x) = g (x) em ]p, p + r{, entdo
x—=p
lim f(x}= lim g(x)= L. Seocorrer f{x) = g (x)em ]p ~ r, p[, entdo
x=pt x—=p
lim f(x)= lim gx) =L

x=p X—p

EXEMPLO 1. Calcule lim f(x)e lim f(x),sendo f(x)= x* se x <l
' x> x> 1 ’ 2x se x>l

Solucdo
lim f)= lim 2x =2¢ lim f(x) = lim ** = L.
x—=>1* x—=1 x—=1- x—1 |
EXEMPLO 2. Calcule lim m e lim lj—'
x0T X x50 X
Solugdo
Ixl _ [ 1 sex>0
X -1 sex<0
. | x1 . . fx| .
lim —=1lm l=1e lim —= lim —1=-—1. [ ]

r—0" X x—0 x>0 X x>0

Teorema. Sejam fuma fungio. p um nimero real e suponhamos que existama e b
tais que Ja, pl e |p, b[ estejam contidos em Df. Entio,

lim f(x)=L &

Jf admite limites laterais & direita e & esquerda em p
e
X p

lim f(x)= lim f(x)=L
x— p* x=p
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Demonstragdo. Deixamos para o leitor. a glx) —g(@)

m) lim  —————— onde g € a fungdo do item {j)
x—2 x =2
Observagies .
2. A afirmagio
1.S¢ lim f(xye lim f{x) existirem e forem diferentes, entdo lim f{x) ndo existir4. } “ lim f(x)= lim f(x) = f continua em p”
X2 p” rop r=p 4 rop x> p”

2. Se existirem « e b tais que ]la, p[ e lp, b[ estejam contidos em D, e se, em p, um do 7- ) )
? aue Ja. pl e Ip bl ! f : z * ¢ falsa ou verdadeira? Justifique.

limites laterais nfio existir, entdo lim f(x) nfo existird.

X=p 2
_ x*—3x+2 . i )
3. Se existirem reais r > 0 e b tais que Ip, b[ C Die porplNDe= ¢, entdo 3. Dadaafungio f(x) = , verifique que lm} Ff(x)= lm f(x). Pergunta-se:
. . . W qr - . - + 1
xll-I;ﬂp flxy= xiin;’ N [f(x), desde que o limite lateral 4 direita exista. Se ocorrer £é continua em 17 Por qua? = =
16, pl © Dye Jp.p + vl N Dp= ¢, entdo xlijnp F(x) =xli“;f J(x), desde que o limite 4. D& exemplo de uma fungfo definida em R, que ndo seja continua em 2, mas que
lateral 4 esquerda exista, lim flg= lim f(x)
x—12 x 2
| . . 3. Suponha que exista r > (tal que f (x) = 0 <x<p+rP il = O des
EXEMPLO 3. lim ! existe? Por qué? upan i %€ ques ) =Opuap<x<p iy Proveque Tim J(0=0desde
x—=0 x que o limite exsta.
Solucdo 6. Sejam fuma fungdo definida num intervalo aberto / ¢ p € 1. Suponhz que f (x) < f (p) para
lxt . . x| . . -
lim —=lim I=1¢e lim = lim —1=-1. todo x € I. Prove que lim Jx = fe) 0 desde que o limite exista.
x—=0" X x—0 x—=0" X x—0 x>p x—p
- . . x)— . -~
Como lim 1=l # lim , segue que lim 1xl nao existe. ni (Sugestdo: estude os sinais de  lim PG A) ede lim S0 = 1)
x =0 X xr =0 x—-0 X 3 x—p* xX—=p x-=p x—p

Exercicios 3.4

3.5. LIMITE DE FUNCAO COMPOSTA

1. Calcule, caso exista. Se ndo existir, justifique.

) & lx—11 by Tim fx—11 Sejam fe g duas fungdes tais que Imf C D, onde Imf € a imagem de f, ou seja,
“ xi>l‘ x—1 ol ox—1 Imf={fx)1xE Df}.Nosso objetivo é estudar o limite
- Jlx) — fy _Jx+lse x=1
O lim T onde SO =0y e x < lim g(f(x))
x> p
— oo lx =11
d) hm ~+x ¢} lim 0 s
S x>l X — upondo que lim f(x} = a & razodvel esperar que
NP ¢ a4 ¢)) x+1se x31 X p perar g
) lim —————— onde f(x)=
1 r—1 2x  se x <1 u
. ’_Aﬁ .
ok —2xrd o dx—1l ® lim g (f(x))= lim g(u)
g) lim —— i) lim xX—p u—a
x—= 2 x—1 x—3 x—1
—— 2 < desde que lim ista (ob u= ;
B lim flx) — f() onde f(x) = {; B %e X ;11 » q Jim g(u) exista (observe: u = f(x); u — a para x — p). Veremos que () se
=1 x—1 rolse x verifica se g for continua em a ou se g ndo estiver definida em a. Veremos, ainda, que se g
= . .. - s . .
_ o2 se x =2 estiver definida em a, mas ndo for continuaema ( lim g(x) # g (@) Q) se verificarad desde
1 g{x) — g(2) d _d.2 £
7) lim 22> onde g(x) o x<2 u—a
¥ 2" x—2 > que ocorra f (x) # a para x préximo de p. Os casos que interessardo ao curso sdo aque-
g —g@ ) . . les em que g ou ¢ continua em a ou nio estd definida em a. O quadro que apresenta-
n . ILH;* T sendo g a fungéo do item (7} mos a seguir mostra como iremos trabalhar com o limite de fungio composta ne cdlcu-

lo de limites.
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o Yx+2-1
lim Fx)=? EXEMPLO 3. Caleule lim ———.

xX—=p

: P P = ao
Suponhamos que existam fungdes g (u) e 4 = f(x), onde g cu é continua em a ou néo Solug

esta definida em q, tais que 3

Fagamos i =3/x +2; assimx =& — 2.

F(x)= g (u)onde u = f(x). x € Dy, lim f(x}=a (u— aparax— p) B
x=p 3f — —
Ax+2 -1 u—1

= 3_1,u:31ix+2,xi—1.

x+1 u

eque lim g(u) exista. Entdo

H-ya
lim F(x)= lim gu). T Rl T e
xop U—a x——1 x+1 w—1 u3—1
. uw—1
= lim 5
Vamos antecipar alguns exemplos e deixar para o final da se¢iio a demonstragio da va.] wst =1 @ +u+h
lidade de (D). ] =1
3
2 .
EXEMPLO 1. Calcule lim T Assim,
x =51 X —
3/ -
Solugdo Axtz-1_1 .
x——1 x+1 3
x2 -1 ~ x? -1 . _ I 2 _
=./u ondeu= ,x>—1,x# 1. EXEMPLO 4. Se lim f(x)= L, entdo lim [f(x)]® = L-.
x—1 x—1 x—p X—=p
2 _ Solugéo
im 2=~ 2 ¢ g(u) = Vu & continua em 2.
¥l x =1 Como 4 (1) = u° & continua (veja Exemplo 7-3.2)
Assim,
2 _ - lim [f(x))? = lim 2= I2
lim L lim u = 2. 1 rop u— L .
x=1 x—1 H— 2 1
bl EXEMPLO 5. Suponha g (x) # 0, paratodox € D,, L # 0 e lm g(x)= L Prove que
(3_-”53)4_16 : 8 x—op
EXEMPLO 2, Calcule lim ——————.
x—1 -1 i 1 1
im =—,
Solucdo r-p glxy L
Fagamos u = 3 — x°; assim Solugdo

1 1
——=—ondeu = LXE D,
) ondeu = g (x), x o

@B-xH-16 _ u'-16
x3 -1 2—u

,comu=3—x3, x#1

1
Para x — |, u — 2. Entdo: Como A(u) = — € continua em todo u # 0 (veja Exercicio 2-3.2), segue-se que
u

@ aHr 16 ut-16 ‘ 1 _ . 1_1
lim ———-——— = lim lim —— = lim —=—,
x—1 x? =1 u—2 2—wu x—pg(X) u-Lu L
I ) [ | )
= u1—13n2 5 Observagio. Se lim g (x) = L, L # 0, pela conservagiio do sinal, existe r > 0 tal que

xX—=p

s 2 _ g
- u11_1)112(u+2)(u +d4)y=-32 . g #0paal <lx—pl<rx €D,
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Como o conceito de limite é um conceito local, segue-se que a hipstese g (x) # 0 q
aparece no Exemplo 5 € dispensavel. Assim, ' Teorema 2. Sejam f e g duas fungdes tais que Imf C D, lim f{x) =ae
X p
hm g{x)=LL#0 = lim = % ,}Enag (u) = L. Nestas condigdes, se existir um » > 0 tal que f'(x) #+ « para
xor K= p g% 0<ix—pl<rientdo lim g (f(x))existirde
Vamos, agora, demonstrar (1) no caso em que g é continua em a. ror .
€ © ques lim g(FG) = lim g ().
x-op u—-a
Teorema 1. Sejam fe g duas fungdes tais que lmf C D, Se lim f(x)=aegcon- |
tinua em a, entio, rer N
) ) Demonstragdo
lim g(f(x))= lim g(u).
e v Como lim g (u) = L, dado € > 0, existe &, > O tal que

X—a
- Demonstracdo 0) 0<lu—al<é =lgm—Lli<e

Sendo g continua em a, lim g (u) = g (a). Precisamos provar que, para todo € > (§

Como lim f(x) = a, para o 6; > 0 acima existe 8, > 0 tal que
dado, existe 8 > 0 tal que —a ! 2

xX—p

O0<lx—pl<dadg@-—e<g{f)<gla+e @ 0<lx—pl<d =21flx)—al<<é.

Como g € continua em 4, dado € > 0, existe 8; > 0 tal que Tomando-se 8 = min {5, r}, segue de (2 e da hipdtese

@ a—8<u<a+d = gla)— e<glu) <gla)+ e ® O0<lx—pl<é=0<Ifx)~al<§.

Come lim f(x) = @, para 0 8, > 0 acima existe 8 > 0 tal que De @ e @ resulia

x=p
® 0<lx—pl<é=a—6<fi)<ats, O<lx-pl<d=lgfen-Li<e

De (2) e @) segue-se que Assim,
O<lx-pl<d= g —e<g(f)<gla)+e xlgnpgv(x))=L=ulgnag(u)- L]

Observaciio, O teorema acima conta-nos que, se g for contiug em a ¢ lim fx) = ad

I-sp Observagio. Se g nao estiver definida em a, segue-se da hipétese Imf C Do quef(x) #a
entio lim g (f(x)) = g(a) = g( lim f(x)), o que nos mostra que os simbolos lim e gf paratodo x € D, Assim, neste caso, a condigdc “existe r > 0 tal que f (x) # « para
r=r rop r—p 0<lx — pl <r"¢édispensdvel. Entretanto, se g estiver definida em a, mas nio for continua

podem ser permutados em lim g (f(x)): em g, tal condigio € indispensdvel como mostra o préximo exemplo.
x—=p
. _ . . . _Jut+lseu#1
lim g(f(x)) = g( lim f(x)). EXEMPLO 7. Sejam f e g definidas em R ¢ dadas por f(x) = | ¢ g{u) = -1
x—op x=p 3 5€ U
R . Temos
O préxime exemplo nos diz que composta de fungdes continuas & continua.

lim f(x)=1e lim g (&) = 2.
X=p w1

EXEMPLO 6. Sejam f e g tais que Imf C D,. Se ffor continua em p e g continua em f (p),

entdo a composta i (x) = g (f (x)) serd continua em p. Como g (f(x)) = 3 para todo , segue que

Solucd
ouiao lim g (f(x)) # lim g u).

. : —1

lim g(f(0)) =g ( im F(x) =g oy “

ror xor Este fato ocorre em virtude de néo estar satisfeita a condigio “existe r > 0 tal que f{x) #

logo, h (x) = g (f (x)) é continua em p. LE lpara 0 <lx —pl<r”. u
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a) Calcule, caso exista, lim0 Foo.
X —

Exercicios 3.5

1. Calcule nfé continua em 07 Por qué?
) 3+ 1 o4xt 3 -2 Solucdo
a) lim 3 p) lim —
x— -1 x+1 r—1 x° =1 a)|f(x)lsx2=)—x2~<-f(x)~<_x2.
. %/x—_{_‘ 7_2 _ 3\/3)(—+5 —>s Como xli_r)no - x2 =)= 1i_[)n0 x2 segue do teorema do confronto que
¢) lim — N & lim ——— x
xr—=1 x—1 x=1 x- -1 X
lim f(x) = 0.
Jix) =0
2. Seja fdefinida R. Suponha que  lim = 1. Calcule
xo0 X b) Segue de (@) que f'serd continua em 0 se £(0) = 0. Pela hipdtese, |/ (x) | < P para todo
2 L logo, | f(O) | = O e, portanto, £(0) = 0. Assim,
a)limi(-iﬂ b)limf(_x.)_ x, logo. 1 f(0) p S ssim
r=0 X x>0 X lim f(x) =0=f(0),
2 7 x—0
&) lim flx* =1 4) lim J(7x) o ’
i1 x—1 x>0 3x ot seja, f € continua em 0. =
_ 1 0 préximo exemplo nos diz que se f tiver limite 0 em p e se g for limitada, entio -
3. Sejafdefinida em R e seja p um real dado. Suponha que  lim FAC it L. Calcule } dumf, g terd limitep() em p. a / P 8/ o o pro
x> p x-p k-
& fim flp+h— f(p) by lim f(p+ 3h) — f(p) EXEMPL.O 2, Sejam f ¢ g duas fungdes com mesmo dominio A tais que xli_r)np fx)y=0¢
A0 h A0 h I g (x}| == M para todo x em A, onde M > 0 é um niimero real fixo. Prove que
_ —h — k) - 1 =
¢ tim fip+h—flp—m d) lim flp — k) — f(p) Ilgnp Flxg (x)=0.
Y] h h—0 [

Solucao

f@g@I=1f@lg@I=MIfx)l

para todo x em A. Daf, para todo xem A4

“MIfW) I =fx)g@y=MIfx)l

3.6. TEOREMA DO CONFRONTO

Teorema (do confronto). Sejamf, g, h trés fungBes e suponhamos que existar > 0

tal que De lim f(x) =0segueque lim MIf(x)|=0e lim ~-MIf(x)! = 0. Peloteorema
fO=gX=hx X=p xop xop
. do confronto
para 0 < lx — pl < r. Nestas condigOes, se
lim f(x)=L= lim h{x) lim f(x)gx)=0. n
xX—=p xop ) xX—p
entao
. L2 _J 1 sexe@
XIT‘P e () =L EXEMPLO 3. Calcule xlli)flo x° g (x)onde glx)= {_1 w xED

Solucéo

Demonstracéo. (Veja Segio 3.9.) lim x> = 0;como lim £ (x)nao existe (verifique) ndo podemos aplicar a propriedade
x—-0

x=0
relativa a limite de um produto de fungdes. Entretanto, como g é limitada, (1 g (x) 1 = 1 para

todox)e lim x° = 0, pelo exemplo anterior
x>0

EXEMPLO 1. Seja f uma fungiio e suponha que para todo x

LFi) | = 2%
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Exercicios 3.6

limitada

. ~

lim ¥* /g (x}; =0.

x—=0 .

. Seja fuma fungdo definida em R tal que para todo x # 1, — 43 flx) <

cule lim f(x) e justifique.
x=1

. Seja f definida em R e tal que, para todo x, | f(x} — 31 < 21x — 1] Calcule lim f(x) ¢

x—1
justifique.
4 . g{x)
. Suponha que, para todo x, 1 g (x) | = x". Calcule lim ——.
x—0 X
o . | P
. @) Verifique que lim sen — nfo existe.
x>0 X
. . 1 .
b) Calcule, caso exista, lim x sen —. (Justifique.)
x—0 x
- f(0
. Calcule, caso exista, lim M onde f é dada por
x=0 x—0
2 1 X sen 1 sex#0
@) flx) = X sen; sex #0 b) f(x) = L
0 sex=0 0 se x =9

Sejam e g duas funcges definidas em R e tais que, para todo x, [g (0)]* + [F(0)]* = 4. Calculd
e justifique,

a) lim x3 g(x) B) lim flxo) 32 -9
x—0 x—3

. Seja f definida em R e suponha que existe M > 0 tal que, paratodo x, | f (x) —f (P < Mlx
P 2.
a) Mostre que fé continua em p.

b) Calcule, caso exista, lim M
x>p x—p

. Sejam a, b, ¢ reais fixos e suponha que, paratodo x, la + bx + cle = |x I3. Provequea = b =
c=0. :

. Prove: lim f(x)=L = Hm If(x)}=1LI.

xop x> p

(Sugestdo: verifique que || f(x) | — | L11 =1 £(x) — L | e aplique o teorema do confronto.) §

Limite e Continuidade

10. A afirmagdo
“Hm Ifx)I =1Lt = lim f(x)=L"

x=—p x—=p
¢ falsa ou verdadeira? Por qué?

11. Dé exemplo de uma fungdo ftal que lim | f(x)| existe, mas lim f(x) ndo exista.

xX—=p o p
. h b
12. Prove: lim &:g = lim f()=0.
koo A K0 Lkl
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3.7. CONTINUIDADE DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Lembrando que sen (—x) = —sen x, segue da propriedade (5) da Se¢fo 2.2, que existe r > 0

tal que, para todo x, com | x | <7,
@ Isenxl={xl

(Interprete geometricamente esta desigualdade.)
Vamos, agora, utilizar () para mostrar que

@ Isenx —senpl=<l|x—pl

paralx — pl << 2r. Temos

P

IIcosx+
2

T x;‘DI:ZIsen

x— —
lsenx—senpl=|25€n—2—cos xzp

+
De lcos 212

I=1, segue

©)] lsenx —senpl <2 lsen

X_pj
2 .

De (D) segue que, paralx — pl < 2r.

@ Isenx_plslx_pl.
2 2

De (3 e @) resulta
Isenx—senpl<ix—pl

paralx — pi<2r.
Fica a seu cargo mostrar que

® lcosx ~cospl=lx—pl

paralx — p| << 2r.
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Assim, para todo x, como 0 < x| < r,
Teorema. As fungdes sen e cos sio continuas.

s€n x

cos x < < I.

Demonstracdo

Seja p um real quatquer. Por (2, Como lim cosx=1= lim I, peloteorema do confronto,

x—0 x—0
Isenx —senpl=lx—pl
lim 22X -4
paralx — pl < 2r.Como lim (x — p) = 0, segue, do teorema do confronto, que =0 X :
x—op
lim (sen x — )=0 ' i senx =
(sen x = sen p) =0, Observe que, para médulo de x suficientemente pequeno, =1 oux =senx. Inter-
X—=>p
ou sgja, prete geometricamente.
lim sen x = sen p.
x=p ., sen Sx
. 1 EXEMPLO 1. Calcule lim .
Logo, sen x € continua em p. Como p foi tomado de modo arbitririo, resulta que sen x x=0 X
continua em todo p real, isto €, sen x é uma fungiio continva. Fica a seu cargo a demonstra-]
¢do da continuidade da funcio cos. 3 Solugdo
Deixamos a seu cargo provar, como exercicio, que as fungdes tg, sec, cotg e cosec sdo,g
também, continuas. ] . sen S5x . sen 5x . sen u
li = lim 5- = lim 5 =35,
x—0 X x—0 S5x u—0 u
o]
s SENX u
3.8. O LIMITE FUNDAMENTAL lim =—— o sefa
ja,
x>0 X
Pela propriedade (5) da Segdo 2.2 (veja justificagio geométrica ao final da se¢do) existe} lim sen Sx _ 5.
r > 0 tal que 3 x>0 X
0<senx<<x<tgx 1 —cos x
EXEMPLO 2. Calcule lim ———.
para 0 < x << r. Dividindo por sen x x—=0 X
Solucdo
f<X <1 ¢
SEn X  COS X
— cos? 2
e, portanto, para 0 <x < r, lim l—cosx _ lim l—cos”x 1 = iy X 1 _ i’
=0 x? x 20 xZ l+cosx x—=0 x2 1-+ecosx 2
cos x < 20X .
2
.. Sencx . 1 1
Por outro lado, pois, lim = = le lim ——=—.
sen (—x) x50 X x=01+cosx 2
—r<x<0=20< x<r=cos(~x) < ——= <1,

Justificacdo geométrica da propriedade (5) da Se¢io 2.2:

Como cos (—x) = cosxe M=§M, sen x
—X X drea AQOAP =

e drea AQOAT = thx (Veja figura na pdgina seguinte.)

sen x

—r<x<0 =cosx< < 1.

Por uma regra de trés simples calculamos a 4rea « do setor circular OAP:
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2qrrad — drea

xrad — area «

Portanto, area do setor circular OAP = %

Assim, para 0 << x < % (x é a medida em rad do arco AP),

senx X lgx
2 2 2

ou

sen x < x < tg x.

Exercicios 3.8

1. Calcule.
tg x
@ lim =2 by lim
x>0 X x—0 sen x
3
¢) lim =22E 4y lim —22
x—0 X x—a X — T
2 3 2
&) lim —= £ Gim ————
x->0 %en x x>0 1g xsen x
tg 3x 1—cos x
g lim —2— m lim ——= X
x—0 sen 4x x>0 X
. 1—sen x o 1
iy lim ——— j) lim x sen —
,r—-\l 2x =7 x—0 X
2
2 2
tg(x — sen (x% —
I lim gz(x f), p#0 my tim S0 TP
x—=p X°—p xop X - p
2_'_1 _ 1
_ sen (x :) sen; ’ T+ sen x
n) lim : o) lim
x—0 x x—=0 X7 —sen x
, x—tgx . sen mx
p) lim —— g} lim

x—=0x+tgx

2. a) Prove que existe r > 0 tal que

cosx — 1<

para Q0 <ixl<r

X —8n x

b) Calcule lim 5

x—=0 X

Limite e Continuidade

3. Calcule.
. senx —senp e
@ lim — B) lim CO$ X — COS p
xp r=p x=p x—p
tgx — sec x — §
o tim EXL_EP d) tim EEEZSER
x—op xX—p x—p x—p
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3.9. PROPRIEDADES OPERATORIAS. DEMONSTRACAO DO
TEOREMA DO CONFRONTO

Teorema. Se k for uma constante, lim f(x)= L e lim g(x)= L, entio
xX-op xX—p

a) lim [fx)+gx)]=L+L = lim f{x)+ lim g(x).

x—=p xop xX—p
by lim Af(x)=kL =k lim f(x).
r=p X—=>p

¢) lim f(x)gx) =LL; = lim f(x) Hm g (x).
xop

x—p x=p

d) lim S _ L desde que Ly # 0.
xop glx) L

Demonstragdo

a)lf(0) +glx) —(L+ LI 1fx) — LI+ 1g(x) — L |. Da hipétese, dado € > 0, existe

6 > 0 tal que
lfx)— Ll < <
0<Ix—pl<d = 25
lg(x)— Ll < —
4 1 D)
daf

0<lx—pl<8=1[f+g@W —(L+L)I<e
b)Sek = 0, kf (x) = 0 para todoxEDf, logo
lim A (x)=0=k Lim fx).
xX—op x=p

Sek # 0, dado € > 0, existe 5 > 0 tal que

0<|x—p|<5:|f(Jc)—L|<Wel
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daf
O<lx—pl<é= Ik —-kLl<e

4

EXTENSOES DO CONCEITO

OF () g (x) = % [(F0) + g (D)2 — (Fx) — g ()2 (verifique).

lim [f(x) + g (1> = [ lim () + g @)I* = (L + L,)* (veja Exemplo 4-3.5)
X p xop ]

lim [f(x) — g ()] = [Jim (7~ g GIP = (L - L~

x=p
Daf
) xlimp Fg = % [(L+ Ly —(L—Lp)= LL). DE LIMITE
B {CON L
D xh—1>np e xhinp & g(x) L LoL

Demonstracdo. (Veja Exemplo 5 da Secao 3.5.)
4.1. LIMITES NO INFINITO

Demonstragdo (do Teorema do Confronto).

; . . . Nosso objetivo, nesta se¢do, € dar um significado para os simbolos
Como, por hipbtese, Hm f(x) =L = lim £ (x), dado e > 0, existem 8, >0e8,> Otai
x—-p

xop lim f(x)=L
que ¥ = +w
O0<lx—pl<b =L—e<fx)<L+e (leia: limite de f (x), para x tendendo a mais infinito, é igual a L) e
lim  f(x)= L
[+ = —x

—-pl< — .
O<lx=pl<d=L-e<hn<L+e Definiciio 1. Seja f uma fungfio e suponhamos que exista a tal que Ja, +of C Dy.
Definimos
Tomando-se 6 = min {8, 85, r} vem:

0<lx—pt<dal—-—e<flsgIsh) <L +e

Ve>0,38>0,comé> q,tal que
lim fx)=L &

Xt x>8=>L—e< f(x)<L+e
logo
¥
C<lx—pl<d=L—-e<gx<L+e i f
ou seja, Lte
L
lim g{x)=1L. L-e
xX—=p

]
¥
|
L
5 X

Defini¢fio 2. Seja f uma fungio e suponhamos que exista a tal que |—, af C Dy.
Definimos
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Ye>0,38>0, com—8<gq,tal que
lim f{x)=L <
X% x<—8=>L-e<fx)<L+e

. |
EXEMPLO 1. Caicule lim — e justifique.

x>+ X
Solucdo
. N P 1
Quanto maior o valor de x, mais proximo de zero estard —: lim —=0.
X x—=+x X
Justificacdo
- 1
Dado € > ( e tomando-se 6 = —
€

x>8=20< l<e
x

e, portanto,

1
x> 86=20—e< — <0+ e
X

. !
Logo, lim —=
x—=+to X

0+€

O-€b ——————— - — -

Deixamos para o leitor as demonstragdes dos seguintes teoremas:

Teorema 1. Sejam fe g duas fungdes tais que Im f C D e linJlr fx)=a
x -+
a) Se g for continua em 4, entio

Lm g(f(x))= lim g(o).
x—+x H->a

b) Se g ndo estiver definidaema e se lim g(u) existir, entdo
w—a

lim g(f(x)= lim g{u).
X =+ u—rda
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Teorema 2. Seja k uma constante e suponhames que  lim  f(x)= L
X—=+»

e lim g(x) = LlA Entdo
x—+x

a) lim [f+g]=L+L,
e

B lim k() =k lim f(x)= kL.
x> +®

x—+x
) lim fx)gx)=LL,.
x - +oo
& tim L2 L esie quer, 0.

x>+ g(x) I

Observamos que os teoremas acima continuam validos se substituirmos “x — +” por
13 )m”
X —> .

. 1
EXEMPLO 2. Calcule  lim —-, onde n > 0 ¢ um nlimero natural dado.
x—=+x X
Solugdo

n
lim L= Iim (iJ = lim u" =0,

x—o+x X" x4\ x x>0
5 4
EXEMPLO 3. Calcule lim % *1
ro 4w 2x0 + x4 1
Solicdo

Vamos colocar em evidéncia a mais alta poténcia de x que ocorre no numerador e proceder
da mesma forma no denominador. Deste modo, irfo aparecer no denominador ¢ numerador

. . 1 - .
expressdes do ipo —— que tendem a zero para x — +%, o que poderd facilitar o calculo do
X

limite.
1 1 1 1
5 4+ S
. P +xt+1 . * |:1 X xs} . 1+x+x5 1
lim P Iim = lm —a—=—=_—
xo4e 2x° +x+1l xotw %5 2+i+7}w x> +® 2+L+L 2
4 ik x4 X3 [ ]
Exercicios 4.1 -
i. Calcule.
. 1 1
&) lim — B lim -
X—+% X X —% X
. t 3 . 1
¢ lhm [5+—+—=1] d) lim [2-—]
X —= —x X X X —+x X
2x +1
e) lim X f) Lim 2x +1
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y x2 —2x+3
111 —_——
& xo>—= 3x2 A x+1

X
i lim S Ta T
x—=+x x° +3x+1

5y lim 3’5-0——
x =+ X
2 +1

n)y lim ————
xot+e 3x+2

o osxt-2x 41
h)  lim —
x—+x 4x7 +3x +2
o 2x3 +1
5 lim S
x——w xT +2x+3
X

my lm 3—
xo—w{x-+3

32—
¢} lim —“‘——
o 4= Lyl 4x ]

4.2. LIMITES INFINITOS
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Definicéo 1. Suponhamos que exista a tal que Ja, +«[ C Df, Definimos

Ve>0,38>0, com 3> g, tal que

(@ lIm f(x}=+= &
x—»+os

Ve>0,36>0, comé > a,tal que

B lim fx)=-—»&
x—+®

X>8= f(x)>e

x>é= flx)<-—e

R i
1 .~ ; - - .
) p) N _1>11‘J1rm Z+3 4 gy Definicao 2. Sejam fuma fungdo, p um niimero real e suponhamos que exista b tal
- que 1p, B[ C Df. Definimos
A lim [x—x? 1] $) lim [yx+1 —afx+3]
Y oo X > +o0 Ve>0,36>0, com p+ &< b, tal que
lim+ fx)=+o &
. i X2 p <x<p+ >
2. Sejam fe g definidas em [a, + %[ etaisque lim A =0, lim g{x)=0eg(x)+04 p<x<pti=fln>e
x> +o g(x) X +% ] 7
q: para fodo x = a. Calcule, caso exista, lim  f{x).
: x—»+oe f
i
’ |
+3x—1
3. a)Caleule fim  —— fok--1
x—o+x= 2x? —6x +1 I:
€ —--++
by Mostre que existe r >> 0 tal que [ r
1
3 L1 .
1 x> +3x—1 3 PIrLxp+s x
x>r= —< — < = !
2x7 —6x + 1 4 . . . .
Deixamos & seu cargo definir  lim  f(x) = —, lim f(x) =+, lim f(x)= —,
3 1o pt X - x— o
+ -
4. a) Calcule lim ad hm_ flx) =+,

- - lim x)= —=, lim x}=+xe lim = —®,
x>+ P21 xop x> p &) xm)pf() xi«)pf(X)

b} Mostre que existe r > 0 tal que 1
EXEMPLO 1. Calcule lim+ — e justifique.

x>0 X

x+3 1
AFr=0< 5 < N
K+ 2x—1 2 Selucdo ,
5. Sejam fe g definidas em [a, +°°[ ¢ tais que f{x) = 0 e g {(x) > O paratodo x = a. Suponha que 1 1 1 1 r
. S{x) . ] /T - — — — — gt
lim —— =L, L > 0, Prove que existe » > 0, r > g, tal que para todo x > r 2 10 100 1000
x— -+ g(x) r
1 R
L 3L -/l 2 10 100 1000 — + x ,
—gx) < fln) < — g(n). x !
2 2 -—!
0 x x
Conclua dai que se  lim g(x)=0, entio lim f{x}=0.
x>+ X+
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Justificagdo
Dado € > 0 e tomando-se &6 = -1-
€

1
0<x<d=>—>¢
x

Logo,

. 1
Im — =+
x0T X

EXEMPLO 2. Calcule lim x e justifique.

x =t
Solugdo

Dado € > 0 e tomando-se § = €

r>6=>x> e

Logo,
Iim x=+toe.
X = 4>
Teorema
lim f{(x)=+» hm [f (x)+ g (x)]=+x=
x>+ x>+
a) =
Hm g{x)=+= Iim f{gx)=+=
x = too E e ]
lim f(x)=1L, L real, im fix)gix)=+= sel>0
X = +x x = +x
b) =
lim g(x)=+x= lim f{x)g{x)=—2 selL<0
x =t x =t
lim f(x)=—w=
x—>tx
<) = lim fx)gkx)=—=
lim g(x)=+= e
x>+
lim f(x)y=L, Lreal
X —»tx
d) = lim {f{x)+g{x)]=+x
lim g (x) =+ X
x—+=
lim  f (x)= L, L real,
x-—+x
€) = lim [f{x)+g{x)]=—=
im g(x)=—-= X
x ¥+
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lim f(x}=-o lm [f(x)+ g(x)]=—w
x—+= X > +x
h =
lim g{x)=—o lim f(x)g(x)=+x
x—T= X — te
lim f{x)=L,Lreal, lim f(x)gx)=—-= seL>0
x> +x= x>+
g =
lim g(x)y=-—= lim f(x)g(x)=+» seL<Q.
x>+ X +w

Demonstracio. Para as demonstragdes de (@) e (), veja os Exemplos 13 e 14. As demons-
tragies dos demais itens ficam a cargo do leitor. n

Observamos que o teorema anterior continua vélido se substituirmos “x — +" por
“y — —” ou por “x — p*” ou por “x — p~” ou por “x — p”.

—

Observacio. O teorema anterior sugere-nos como operar com os simbolos +o ¢ —oo:
400+ (+®) = Hoo, —w 4 (—w) = —oo, L+ (+®) = +wse L >0, L (+%) = —=
se L<O, L-(—x)= —xseL>0,L-(—%) = +wseL<0,L+(+x)=+xseLER,
L+{(—)y=—xse LER, +2 - (+x) = +o, (—®) - (—x) = +xeg +% - (—x) = —ox,

Indeterminagdes

oo — (420), = — (), 0000, 2 0 4 g0 D,
o 0
EXEMPLO 3. Calcule lim x2.
x—+»
Solucdo
lim xI= lim x-x=+4,
x> +% x =+ u

EXEMPLO 4. Calcule lim (3x2 —5x+2).

X — +x

Solugao

lim G —5c+2= IHm 22 |3—-2+4 2| —tx-3= 4o,
X x2

x>+ X o tx
]
¥ i1
EXEMPLO 5. Caleule  lim ———-—,
i+ 2x2 +x+1
Solucao
i 3 1
3 3 1
|1+ = - — -
lim mﬁ-%}x—lﬁ lim = x? x3:|= lim x-l-'-x2 x =+ l
xote2x? +x+1 xote 2 2+l+%:| Xt 2+l+% 2
L X X X -
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O préximo exemplo conta-nos que, se f(x) tende a zero parax — p+ € se f(x) > 0, entdo; EXEMPLO 9. Sejam f e g duas fungdes tais que hm+ F)=LL#0, 1im+ g(x=0

xop xX—=p
Fin tende a + para x — p"'_ ¢ que existe r > O tal que g (x) # 0 para p << x << p + r. Prove que, nestas condigdes, ou
' fim G +xou lim S& ou lim AL ndo existe.
EXEMPLO 6. Suponha que lim f(x) = 0 ¢ que existe r > 0 tal que f (x) > O paraf capt 8 xopt g (x) xspt g (x)
x—=p 4
p<<x<p+r Prove que Solugio
lim I s fx)
x> pt f(x) ) Basta provar que lim+ ndo pode ser finito. Se tal limite fosse finito, teriamos
xopt glx
Solucdo
.. . lim f(x)= lm Mg(x)=0
. Pela hipdtese, dado € > 0, existe 8 > 0, com & << r, tal que x—pt o pt g x)
) 1 ue é uma contradi¢io. u
<x<pt+oi=0<flxy< - q
I r fix) .
dai 2 + 3
1 EXEMPLO 10. Calcule  lim ="
p<x<p+6=>m>e. o2t x4
x
Logo Solugdo
lim = foo _ lin}r (x> +3x) = 10e lin}r (> —4)=0.
x> pt ) " - xo

Pelo exemplo anterior, o limite proposto ou € +20, ou — cu nio existe. Vejamos o que
realmente acontece. Inicialmente, vamos separar o fator que € responsdvel pelo anulamento
do denominador.

EXEMPLO 7. Calcule lim !

x =1t xfll

Solucdo x2 +3x 1 x2 +3x

x2—-4 x-2 x+2

x—1>0parax>1le lim (x—1)=0,logo

x—1
24
1 Como lim = +we lim = 3% _ z, resulta
lim = 4w, x—2t x—2 xo2T x+2 2
1 x 1 .
Interprete graficamente. n . x2 +3x ) 1 x2 + 3% 5
Ii 5 = lim = 40 —=+cx
x 2t x-—4 o2t x—2 x+2 2
EXEMPLO 8. Calcule lim .
17 x—1 ]
. -1
Solucdo EXEMPLO 11. Calcule  lim ————.
o1t x*—2x+1
-1<<0 <le I -D=0,1 -
x para x e xl:r;* (x ) 0go Solugdo
1 Como 1 é raiz do numerador e denominador vamos, primeiro, simplificar.
lim =—x,
xo1— x—1 -1 -2+ x+D) xr+x+1
Interprete graficamente. [ 2 _oc+1 (x—1)2 STy o1
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Entao: .
ou s¢jd,

x* -1 lim f(x)g(x) = +o.
X —t+x

. . 1
lim, ——————= lim @t )= x- 3= oo
X—)l+ X —2x+1 x4)1+ x—1

EXEMPLO 14. Suponha que lin}r fixy=L Lreal,e lim g(x)= +o Prove
X—>TX

x— +=

3 _ 2
EXEMPLO 12, Caleule lim % 1

xo - 2x24+1 @ lim Ffx)gx) = +=seL>0.
x—=te

p lim f0gk)=—wsel <0

Solugdo
¥
3 1 3 1
R At -+ = 7]
. 3_ 3,2 4 x 3} 1 3 Solucdo
lim * 23)( L lim * lx = lim x X lx :—oo-l=
ro—w  2x+1 x> —% 2 [2 + __7) X —x 2+ 5 2 3 a) Segue da hipdtese que, dado € > 0, existem §; > O e &, > 0 tais que
X x w j

x> =2f> %ex>62=>g(x)> 2—;

Tomando-se § = max {8, 6}

%

EXEMPLO 13. Suponha que  lim f(x)= +txe lim g(x)= +=. Prove
x—+x x—+

a) hm (f(x)+g(x) =+ x>6=f@gx) > e

X =t
By lim f(x) g () = +. B lim —f(x)=-L>0Peloitemg), lim - f{x)g(x) = +2. Entio, dado € >0,
x—+® X =+ x— +oe
existe 6 > O tal que
Solucdo
x> 8= —flxlgn>e

a) Segue da hipdtese que dado € > 0 existem §, > 0 e &, > 0, tais que Logo
x>81=>f(x)>§ i fgm < —e
]
e
Exercicios 4.2
€
x> =gl > 7 1. Calcule.
. 4 . 2_ 5
o 1 —3x+ - -
Tomando-se 8 = max{8;, 51} a) Jm ' —3&+2 b) xi“lx (5—4x+x —x)
. 3 - 3
¢) lim G +2x+ 1) lim —2x+3
x>5:>f(x)+g(x)>§+§=e. x> = d)x_)+oo(x )
.St —6x+1 503 — 6x + 1
. + — e} lim ——s———— lim -—
Logo, lim [fl)+g]=tx xotm  6x0 42 D e i xes
L . o lim 5x3 +7x -3 o 2x+3
b) Segue da hipétese que, dado € > 0, existe § > 0 tal que S P x_l)ﬂlm 1
x> 8= (x) > e ex > 8=> g (1) > Ve A e . 5-x
D lim  ———r 7/ lim
. x——e 3x% +7x -1 x——x 3+2x
dai
l) 11 x+1 ) 1 24 x
m m
x>8=flgx) >« rotm x2 =2 x:)n:-OC3+x2
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8. Sejaf(x) = ax’ +bx? + cx + d,onde a > 0, b, ¢, d sdo reais dados. Prove que existem nimeros

. nlo - 0é
2.Proveque lim %x =+, onden > 0 ¢ um natural. reais x; € X tais que f(x1) < O e flxy) > 0.

x = +=
, Calcule. .
3 Caleule —_— 9. Sejam f¢ g duas fungOes definidas em Ja, +of tais que  lim M = +xeg(x) > 0para
_ Jr +1 . x+.jx+3 x> +o g (x)
@) lim by lim todo x > a. Prove que existe 7 > 0 tal que para todo x > 7, f (x) > g (%).

x—o+e x+3

X =+ 2x—1

¢} lim  [2x — /x% +3] 4 lim (x =33 +2)
x— F= x— +
s -
o tm (- x2 3 Hodm -Jxr 4.3. SEQUENCIA E LIMITE DE SEQUENCIA
x =+t = +%
= va . o s e ~ . .
g lim (Vf x+lc — \fﬁ ) B lim  (x — %} 2+ 3x3) Uma seqiiéncid ou‘sucessao de numgf?s r_ea;s é urrla fungao n— a,, a valores reais, cu!o
x> += X f dominio é um subconjunto de . As seqiiéncias que vio interessar ao curso sdo aquelas cujo
4. Calcule. dominio contém um subconjunto do tipo {n € N {n = ¢} onde ¢ & um natural fixo; s6 con-
sideraremos tais seqiiéncias.
4y  lim b) lm A notagdo a,, (leia: @ Indice ) € usada para indicar o valor que a seqiiéncia assume no
x—3t 3 —x x—=3 x—3

x>+ g (x)

natural 7. Diremos que a,, é o termo geral da seqiiéncia.

1
¢} lim d lim —
1t 2x—1 x—0 X . . n
ey EXEMPLO 1. Seja a segiiéncia de termo geral a,, = 2”. Temos
2x+1 x—3
e) lim lim an=2"a, =2\ a4, =22 .
)x_>0+ x ﬂan“ x2 0 a4 24y =25
. 3 . 3 ]
gy lim 3 k) lim 3 ) .
x=0t x5 —x x0T X°—x EXEMPLO 2, Seja a seqiiéncia de termo geral s, = 1 + 2 + 3 + ... + n. Temos
N 3x+1 . A 2x +3
i) 11H}+ 4x2_] J)xl—l)n’;_ x2*1 Sl:1,52:1+2,53=]+2+3etc.
X -
2 Sejam m == n dois naturais. O simbolo
. 2x + 3 i x< — 3x
H o lim = m) lim —— n
1o 1T x7 -1 13t x° —6x+9 S
, 2x +1 . 2x+l L2 %
n)  lim oy lim — m
roa—it X2 +x x—=0t x* +x ‘ _
3 5 2 _, {leza: somatoria de a,, para k variando de m até n) é usado para indicar a soma dos termos
X < —
lim ————— y lim ———— s Gpy & 1 Gy 4 25 -0 Ay
p)x_)r" 2 +3x—4 qx—->2+x274x+4 m S L B "
352 -4 . sen x n
r)  lim -f—‘2— 5)  lim =3 3 p a = auta,y +...+a,
ro—1T 1—x x—0t x7 —x k=m
u
5. Dé exemplo de fungbes fe gtaisque  lim  f(x)=L L#0, lim g(x)= 0, mas
£ (x) + xop EXEMPLO 3.
ndo existe.
x—>p+ g (x) 5
6.D& exemplo de fungbes fe g tais que  lim  f{x) = 4%, lim g(x)= + a) k; Y =aytaytaytas
X T X =+ =2
e lim [f&x)—gxN#0 5
x>+ BT KR=12+22+32+4%+5%
7. D& exemplo de fungdes fe g tais que  lim  f(x) = +», lim g) =+ k=1
x>+ =+ n | 1 | 1 1
e 1m 1& . o) = + ot .
k=0 k+1 0+1 1+1 241 n+1
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n .
) o B 1 Para todo € > 0, existe um natural ng tal que
EXEMPLO 4. Seja a seqiiéncia de termo geral 5, = kZ:',l = Temos @) lim a, = —x e
=yt n>ng = a, <€
11
51 = 2 ; =1.
k=1 . . L
- 1 Se lim a, = a, diremos que a seqiiéncia de termo geral a,, converge para a ou, sim-
n—+x
5 = —-=14+—.
2 ké‘ 1k 2 plesmente, que a, converge para a e escrevemos a, —a.Se  lim  a, = 4+, diremos que
: n—+w=
52 = )3: 1 _ 1+ 1 + 1 a, diverge para +% e escrevemos @, — +. 8¢ lim  a, = —o, diremos que a,, diverge
TSk 2 3 " no e

pa_l'a —o0,

Observamos que as defini¢des acima sdo exatamente as mesmas que demos quando fra-
tamos com limite de uma fungio f (x), para x — +9¢; deste modo, tudo aquilo que dissemos

sobre os limites da forma “ lim  f{x)” aplica-se aqui.
X -3+

] —yntl
WS
-1
. 2n+3
EXEMPLQ 6. Calcule lim .
Soluca n—oie nt+l
olucdo
O sp=l e+t L+ Sotugdo
243
Multiplicando ambos os membros por #, vem lim In+3_ n =9
) 3 n—+e n+1 e
@ tsp=t+e+r+ .+l + L n
|
Subtraindo membro a membro (D e (D, obtemos EXEMPLQ 7. Suponha que existe um natural »; tal que a,, > b, para todo n > n;, Prove
uese lim b, = +% entdo lim a, = +o.
s,(1—p=1-7%1 e e Aot T
logo Solucdo
1—¢n +1
Sn = . Como lim b, = +, dado € > 0 existe um natural 7, tal que
n—>+%
Observe que s, € a soma dos termos da progressdo geométrica 1, 7, t2, £, ) n>m=b,> e

‘ A Tomando-se ny = max{n,, n;} resulta
Definicdo. Consideremos uma seqiiéncia de terme geral @, e seja ¢ um miimero real.
n>ny=a,=b, >e
Definimos
logo
Para todo € > 0, existe um natural ng tal que .

lim a, = +=.

(i) lim a,=a n— +os

#—tm n>nyg = a—€<a, <ate

Para todo € >> 0, existe um natural ng tal que EXEMPLO 8. Suponha @ > 1. Mostre que

(ii)) lim a,=+>»&
n—+ow R>ng = a, >e

lim 4= tw.
n—tow
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Solugdo n (1
EXEMPLO 11. Calcule lim X [—)

a= 1+ h, h > 0. Pelaférmula do bindmio de Newton notwp=0\2

"o n n n n
{1+ h) f1+(])h+(2]h2 +‘..+(n]h

Solugao
n k 2
z (1] =1+L+(l] + .+
k=0 \2 2 2

n+l
Como lim (—) = (, resulta

n—+w

dai "
[—J = ——=5—— (veja Exempio 5).

A+m'=1+ (T)hparan? 1,
ou seja,

a"= 1+ nhparan = 1.

T Comoh>0, lim (1+rh) =+ logo

n— +ow

notwg=q42

1 n+1
1 n 1 k 1—(—) !
lim &=+ (a>1) ol lim X (——] = lim 2 = =2,
7+ 1

EXEMPLO 9, Supondo 0 << b < 1, caleule  lim " A igualdade

n—+=

Solucdo

- . " . 1 . é usualmente escrita na forma
Inicialmente, observamos que se  lim s, = +%, entdo lim — = 0 (verifique). }

n— +o n—+o S, 1 1 1
1 l+=—F+—=+..+—+...=2.
De 0 < b < 1, segue que E> 1; entdo 2 22 on 2 "
1 Exercicios 4.3
lim »" = lim =0
" +o2 n—twx (1)" 1. Calcule.
b . 2n—-3 5
1y E @ lm —— by lim (x’+3)
pois, lim (—] = +oo (Exemplo 8). n 3 no e
no+x \ b 3 ) n+1 240
: ¢) lim d) Hm L
note R m—s+o 23 + 01— 1
. 2% +1 _yn n
EXEMPLO 10. Calcule  lim ——. o tim |V 4, A oum | 24(3
n—+we 3+ 2 n— +w [ n—l)nlm n ;
Solugdo o fm 1T woim £ (L)
] no+x 2+ 37 n—+wp=0\3
1+
2" 2y s o no
n— o 3n+m2'—nimlm(g) 2 =0 I)Hgnlm ; ronde0<r<1
1+§F k=0
2. Supondo 0 < g < 1, mostre que
. . 2y . 1 . 2 E n
pois lim |=) =0(Exemplo9), lim — =0e lim —=0. LY - & a
n—s+e\3 n—+ow 27 n—s+x 37 m ¥ a"= .
nor+x =1 I—a
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1 1 1
3. Calcule lim 1+—+7+...+-),
n—+x 2 3 n

=
Ay o+
w2
~
w
~3
T
|
—
~3 4
In.]

1 1 1
— + + .t
2k 2k 4y 2k+l g

(Sugestdo:

1
> = (0. T . aTl . T . T .
2 para k = 0.) No instante — a velocidade serd —, noinstante —, serd etc. Supondo » suficientemen-
n

I3 n n

4. Sejaf(x) = x, x € [0, 1]. Considere a seqiiéncia de termo geral . . Tr 2r ) al T
te grande, 0 €5pago percorrido entre os instantes — ¢ — serd aproximadamente — + — (por

11 231 3V1 n—1Y1 1 o moon
S,I:f[—]*Jrf[A]”Jff(—)*+.-.+f[A]*+f(1)—- , 2T 2 . ) . 2aT T
n/n n;n njn n [ " qué?); entre os Instantes — ¢ — o espago percorrido serd aproximadamente - — et
b n i R n
a) Calcu]ci S5. Observe que, geometricamente, S3 pode ser interpretado como a soma das dreas ‘ af T 2aT T m—1)al T
dos retdngulos hachurados. g} Calcule  lim —_— Yt — =+ —
. n—+x R n n n n n
¥ b) Interprete cinematicamente € geometricamente o limite acima.
1 4 8. Suponha que a seqiiéncia de termo geral g, n natural, seja crescente (isto €, quaisquer que se-

jam 0s naturais n € m. o <\m = a, < q,_ ) e que exista M real tal que a, < M para todo natural

n.Proveque lim a, existeeque lim a, =sup{a, | m & N}. (Veja Segio Al.4)
n—t+x nn— to

9. Considere a seqiiéncia de termo geral

1 1
an—1+2—2+¥+_..+—.

(=]

a) Prove que a, € crescente.
b) Prove que para todo natural n = 1

S
22 3—2 ...+n—2<2.

b) Calcule lim . (Pensando geometricaments, qual o valor esperado para o limite?) "
n->+o -

. 1 1 1 ,
¢) Proveque lim [1 Tttt —2) existe e gue € menor que 2. (Compare com
n—+= 2 3 n

o Exercicio 3.)

n
5. Calcule  lim 3 k2.
n=s+ R k=1

2

1
(Sugestdo: Verifique que 12 + 2% + 3% + _ +n® = ot D20+ 1) Veija Segio 17.2) | L ! !

+ ot = —
(2n2 2"+ 1)? (rtl—12 om

(Sugestdo para (b): Verifique que D

6. Sejaf(x) = xz, x € [0, 1}. Considere as seqiiéncias

sn=f(0)l+f(l)--1-+f[3]i+...+f(”—l)l
n n n n n f n

4.4. LIMITE DE FUNCAO E SEQUENCIAS

¢ N N "1 | Seja fuma fungdo tal que lim f{x) = L e g, uma seqiiéncia que converge a p, com
n— x—=p
=fl=1-+Fl=]-+...+ =+ f{) = -
5, =r ( n) B f (n) n f [ " ) u f n 4, € Dy e a, # p para todo natural a. E natural esperar que
Calcule lim  f(a,) = L.
n—+xn
ay lim S b) lim s,
B>+ n -+ De fato, sendo lim f(x) = L, dado € > 0, existe & > 0 tal que
(Interprete geometricamente tais limites.) (Sugestdo: Utilize o Exercicio 5.) m e O0<lx—pl<8=lf(x)—Li<e

7. Uma particula desloca-se sobre o eixo Ox com aceleragio constante a, @ > 0. Suponha gue no 4 . .
instante ¢ = 0 a velocidade seja zero. A velocidade no instante # €, entdo, dada por v (¢) = al. 3 Como g, — p, para 0 § > 0 acima existe um natural ny tal que

T
Divida o intervalo de tempo [0, 7] em » mtervalos de amplitudes iguais a —: n>nyg=la, —pl<<d

n
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€ como a, # p, para todo a, 2. Sejaa seqiiéncia de termo geral a,, com a,, > 0 para todo natural n. Sabe-se que ., grr_}_ L=

@ n>ng=0<la, ~pl<é

DeMe®

areal,equea, ;| = para todo n. Calcule a.

+ ay
n>ny=if(a,) —Ll<e 3. Sejamfuma fungfic, p um nimero real & suponha que existam duas seqiiéncias a, e b, conver-
’ . gindo a p, com a,, ¢ b, pertencentes a Dypara todo n, tais que
lim f(a,)=Le lm f(b,)=1L.
n—+w

n—+x

logo

lim f(a,) = L.
n—o+tw

Podemos, entfo, afirmar que lim f(x} = L? Por qué?
x—op

f .
4. Sabe-sequeaseqiiéncia a; = 2, ay =42 NS a3 =242 N ....éconvergente. Cal-

cule lim @«

Em particular, se f for continua em p e se a, convergir a p, com a, & Dy para tedo n.
entio  lim f(a,) = f(p).
n— +x

Do que vimos acima resulta que se existirem duas segiiéncias a,, € b, com a, ¥ peb, +pj -

para todo n, que convergemapese lim f{a,)# lim f {(b,). entdo lim f(x) niol n—o -+

h—+w n—+w X p I [—— )
existird. Freqlientemente, usa-se este processo para mostrar a niio-existéncia de Jimite d 5. Sabe-se que a seqiiéncia /2, m , \] 2442+ <2, ., & convergente. Calcule seu
uma func¢io num ponto. li-mite.

. 1 . .
6. Prove que lim sen — ndo existe.
x—=0 x

EXEMPLO. Sejaf (x) = {é §§ ; E 3 :

Prove que para todo real p, lim f(x) ndo existe.
x—=p

4.5. O NUMERO ¢

Nosso objetivo, nesta se¢iio, € provar que a seqiiéncia de termo geral

1)1
an=(1+;)

¢ convergente. Definiremos, entiio, o niémero e como sendo o limite de tal segiiéncia.

"
lim (l+l) =g

n— +oo R

Solucdo

Para todo natural n # 0, existem a, ¢ b,, a, racional e b, irracional, tais que

1
p<an<p+—ep<bn<p+l.
n n

Segue, pelo teorema do confronto, que

lim a,=pe lm b,=p.
no A ne b Para provar a convergéncia de tal seqliéncia, € suficiente provar que ela € crescente € que

. . i <M todo n = 1 (veja Apéndice 1).
Como lim f(a,) = 1,poisf(a,) = l paratodon # 0,e lim F(b,) =0, poisf(b,) = existe M > 0 tal que a,, para todo n (veja Ap
n—y o n— +o

1 n
Primeiro, vamos provar que (1 + AJ < 3 para todo n = 1. Temos
n

1 "7 ny 1 ny 1 n _L ")i

() = (DGl B ()
—_ — !
(U 1 an-Uin=2) 1 on
Y n? 3/ n* n!

paratodo n # (3, resulta que lim £ (x) ndio existe.
X p

Exercicios 4.4

rsexEQ
—xse x 0.

—

I.Sejaf(x):{ =1+1+2

a) Caleule lim f(x).
x>0

b) Mostre que, para todop # 0, lim f(x) ndo existe.

1y 1 1 1 59
1+—| s1+1+—=—+—+ ...+ — (por qué?).
o p 2r 3 nf

n
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i 1 i
Como 2" = {n + 1)! para todo n = 1 (verifique), resulta que ———— < ETy para todo;

(n+ 1!
n =1, dai
" 1
(TR} EETIVE A 5
n 2 2 2 2"
€ como
RIS SR B
2 22 2"
resulta

TEOREMAS DO ANULAMENTO,
p0O VALOR INTERMEDIARIO E DE
WEIERSTRASS

n
(l+l] < 3paratodon = 1.
n

Vamos provar, agora, que tal seqiiéncia é crescente. Sejam # e m naturais = | tais que;
“n < m. Temos
n _ _— — !
(H—l) :1+1+n(n 1).i+n(n Din 2)._1__'_ L 1

n 2 n3 KT G
e
m _ — _ 1
(HL) g =D L mn=Den ) 1 m ]
m m? 2! m3 3! m™ ol
De n << m resulta
1— ! <1 — L
n ‘m Qs teoremas do anulamento (ou de Bolzano), do valor intermedidrio e de Weierstrass
2 ) sio fundamentais para o desenvolvimento do curso. Neste capitulo, apresentaremos seus enun-
l=-=<1-— ciados e faremos algumas aplicagdes; as demonstracdes sio deixadas para 0 Apéndice 2,
n m
n— 1 n—1 Teorema (do anulamento ou de Bolzano). Se f for continua no intervalo fechado {a, 5]
1~ " <1- m esef(a) e f(b)tiverem sinais contrarios, entfo existird pelo menos um ¢ em [a, b] al que
e daf fle=0
nn—1 mim—1)
n? = m? 1 f
I
i
n(n — 1)3(n -2) < mim — 1)3(m —-2) etc. !
n m :
- - - - |
Observe: mm l)gfm 2):ﬁ_m 1. m 2=(1—L)[1—1]. ‘.! i -
m m m m m m :L-/ ¢ b x
1
Segue que

2] <)

se n < m. Assim, a seqiiéncia € crescente.

EXEMPLO 1. Mostre que a equagio x* — 4x + 8 = 0 admite pelo menos uma raiz real.
Solugdo

Consideremos a fungio f(x) = P —Ax + 8 temos f(0) = 8,f(—3) = —7 efécontinua
em [—3, 0] {os mimeros 0 e —3 foram determinados por inspeg¢io), segue do teorema do
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anulamento que existe pelo menos um ¢ em [—3, 0] tal que f(c}) = 0, isto €, a equagig
X — 4x + 8 = 0 admite pelo menos uma raiz real entre —3 e (.

Teorema (do valor intermedidrio). Se ffor continua em {a, 5] e se yforumreal com- |
preendido entre f(a} e f (b), entdo existird pelo menos um ¢ em [a, bl tal que f(c) = . -

o
o k---

oy U,
=y

Observe que o teorema do anulamento é um caso particular do teorema do valor inter
medidrio. i

Teorema (de Weierstrass). Se f for continua em [a, b], entdo existirdo x; e x, em
[a, b] tais que f (x)) < f(x) =< f(x,) para todo x em [g, b).

ya
fx)

o k==
=y

\J =
f(x|) -

O teorema de Weierstrass nos conta que, se f for continua em [a, #], entéo existirio x; ¢°g
X, em [a, b] tais que £ (x)} € 0 valor minime de fem [a, b] e f (x,) 0 valor mdximo de fem [a, b 3
Ou de outra forma: se f for continua em [g, b], entio f assumird em [a, b] valor mdximo e &

valor minimo, Chamamos sua atengdo para o fato de a hipétese de f ser continua no interva-

lo fechado [a, b] ser indispensdvel; por exemplo, f(x)= l ,x € ]0, 1], é continua em 10, 1]
X R

mas nio assume, neste intervalo, valor maximo.

EXEMPLO 2. Prove que o conjunto

A={x2+l
x

1
L
2"}

Teoremas do Anulamento, de Valor Intermedidrio ¢ de Weierstrass 123

admite mAximo e minimo.

Solugdo

2

1 . " .
x €2 €M [5, ﬂ tais que £ (x) € o valor minimo de fem J:l, 2} € f(x;) o valor mdximo

1, 1
fx)= x2 + ~ é continua em {—, 2 |; segue, do teorema de Weierstrass, que existem

2

de fneste intervalo. Assim

1
= 4 2 —
flxz) = max {x + T

SxEZ}

to | —

X

f(x1)=min{x2 L %sxsZ}.

Veremos, mais adiante, como determinar Xy exy. ]

Exercicios
1. Sejaf(x) = P4t Justifique a afirmagdo: ftem pelo menos uma raiz no intervalo [— 1, 0]
2. Prove que a equagio P-dx+2= 0 admite trés raizes reais distintas.
3. Seja a a menor raiz positiva da equagdo x* = 4x + 2 = 0. Determine intervalos de amplitudes

1

1 e 1 ue contenham
-, —e— a.
2 4 g1

4. Prove que a equagio x5 — = (} admite a0 menos uma raiz real.

1+ x4

3. Prove que cada um dos conjuntos abaixo admite méximo e minimo.

2
_ X _ _ | xf+x

2 +x
14+ x%°

6.8¢jaf: [-1, 1] — Rdada por f(x)=

a) Prove que f(1) ¢ o valor méximo de f.
b) Prove que existe x; € 1—1, 0] tal que f (x;) é o valor minimo de f.

-t

- @) Prove que todo polinémio do grau 3 admite pelo menos uma raiz real.
b) Prove gue todo polindmio de grau impar admite pelo menos uma raiz real.

oo

-Sejaf: [a b] — R uma fungio continua e suponha que fnio seja constante em [a, b). Prove
que existern nimeros reais m e M, com m < M, tais que Imf = [m, M].

(Observagdio: Imagem de f = Imf = { f(x) | x € [g, b]})

9. Sejaf.: 1 — R continua, onde 7 € um intervalo qualquer. Prove que a imagem de f € um interva-
lo.

10. Suponha que £: [0, 11— R seja continua, f(0) = l e que f(x) é racional para todo x em [0, 1].
Prove que f (x) = 1, para todo x em [0, 1].
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11. Sejaf: [0, 1] — R continua ¢ tal que, para todo x em [0, 1], 0 = f(x) = 1. Prove que exig
em [0, 1] tal que f(c) = c. ;

12. Seja fcontinua em [a, b] e tal que f (a) < f{(b). Suponha que quaisquer que sejam s e ¢ .
[a bl, s # 1 = f(s) # f(£). Prove que f é estritamente crescenie em [a, b].

6

(Observagiio: f estritamente crescente em{a, bl < ¥V 5,1 em[q bl s <t = f{s) < f(;)_

13. Suponha f contfnua no intervalo / e que f admita neste intervalo uma nica raiz a. Suponhy
ainda, que existe x; em /, com xg >a, tal que f (xp) > 0. Prove que, para todo xem /, com x >§

f>0.
14. Considere a fungao fdada por

FuUNCOES EXPONENCIAL E
LoGARITMICA

Flixy=2x — 42 + 31,
a) Verifique que f¢ continua em [0, +2f,
1
b) Mostre que 1 € a dnica raiz de fem 10, +=[, que f(2) > O e que f(?) << 0.
¢) Conclua que £ {(x) > 0em ]I, +>[ e que f(x) < Oem ]0, i[.

15. Suponha f continua em [ e sejam @ ¢ b pertencentes a /, com @ <. b, as tnicas raizes de fem§

6.1. POTENCIA COM EXPOENTE REAL

Sejam xg, x; € x5 em [ com xg < 4.a < x) < beb < x, Estude o sinal de fem /, a partir deg
sinais de f (xg), f (x() e f (x,). Justifique.

nt
—

Na Secido 1.7 definimos poténcia com expoente racional, ¢ # = Y a™ , e estudamos suas
¢

principais propriedades. Nesta secéo, vamos definir poténcia com expoente real.
Observamos, inicialmente, que, se fe g sdo duas fungdes definidas e continuas em R tais
que f(r) = g (+) para todo racional r, entdo f (x) = g (x) para todo real x, isto &, se duas fungdes
continuas em R coincidem nos racionais, entdo elas sdo iguais (veja Exercicio 21, Segio 3.2).
Seja, agora, a > O e @ # 1 um real qualquer. Se existirem fungdes fe g definidas e con-
tinuas em R e tais que para todo racional r

fin=degn=da
entdio f(x) = g (x) para todo x real. Isto significa que podera existir no maximo uma fungéo

definida e continua em R e que coincide com &’ em todo racional r. O préximo teorema,
cuja demonstragéio é deixada para o Apéndice 3, garante-nos a existéncia de uma tal fungdo.

Teorema. Sejaa > 0 e a # 1 um real qualquer. Existe uma tinica fungio f, defini-
da e continua em R, tal que £ () = &’ para todo racional r.

Damos, agora, a seguinte

Defini¢io. Sejam a > 0, a # 1, e fcomo no teorema anterior. Definimos a poténcia
de base a e expoente real x por

a* =fx).

A fungio f, definida em R, e dada por f (x) = a’,a > Cea# 1, denomina-se funcdo
exponencial de base a.




126 Um Curso de Cdicule — Vol. ! Fungdes Exponencial e Logarimica 127

Sejam a > 0, b > 0, x ¢ y reais quaisquer; provaremos no Apéndice 2 as seguintes proprie4
dades:

d'a =a" *7

() @y = o™

(3) (ab)y* = a'b".

D Sea>lex<yentioa <a.

(5)Se0<a<lex<yentdoa >da.

FNE N T e,

A propriedade (4) conta-nos que a fungfio exponencial f (x) = a’,a > 1, é estritamente cres-3
cente em R. A (5) conta-nos que f(x) = &', 0 < a < 1, é estritamente decrescenteemR. |
O grafico de f{x) = a" tem 0 seguinte aspecto:

¥

;

i

1

{

i

1

1

1

1

1

1

1

1

de,
-2

¥y -
-0 <a<l
A fungéio exponencial de base e (e = 2,718 281), f (x) = ¢, desempenharé um papel
bastante importante em tedo o nosso curso. Como ¢ > 1, o gréfico de f (x) = ¢* tem o se-
1 \

guinte aspecto

ya
" kg

EXEMPLO 1. Avalie 2V2, NV AL
Solucio _/

Como f(x) = 2° é continuaem x = /2 3 .

a= 2 =2%= 22,
De +2 = 1,4142 segue 297 = 214192 2 5 g6 EXEMPLO 3, Suponha a > 1. Verifique que
Como 1.4142 << /2 , resulta que 211492 ¢ uma aproximagio por falta de 2V2. l' & lim a* =+, B lim a* =0.
PR e

EXEMPLO 2. Esboce o grafico de

1y Solucdo
a) flo =2% bfxn= (E) .
a) Ja vimos (Exemplo 8 da Segdo 4.3) que
Solugdo
lim a" =-+oo,
a| x | 2 by n—» +oe
ol 1 4 Assim, dado € > 0 existe um natural n, tal que
i
—i g n=npy=d > e
_ § 1 2 Como a” 6 crescente (z > 1), resulta
4

xPn=d >eE

logo

L =

lim a* = +oo,
x = t+x
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B) lim o* = lim a*= lm 1 _ 0. Sejama > 0,2 # 1, e B > 0 dois reais quaisquer. O tinico nimero real v tal que
[ g— u—+x v +x al
a’=8
Exercicios 6.1 .
denomina-se logaritmo de B na base g e indica-se por y = log,, B. Assim
1. Calcule.
y=log,Be>a” =P
a) lim 3F b lim  5F
X -+ x o - Observe: log, 3 somente estd definidopara 8> 0,a > 0ea # 1.
¢) lim e d) lim ({0,13)*
x =% X —F® EXEMPLO 1. Calcule.
1-2*
e) lim [2¥ —3%] H o lim T 1
x >+, X~ +x a) 10324 B) ]0g2 - c) lOgg 1
g) lim 27F B lim [2¥ + 277 2 -
x =+ x — +w =
. — . _ Solugao
i} lim 27% »oolim 2%+ 277
x— e o= dr=log 42" =4 x =2 Logo
2. Esboce o grifico. fog, 4 = 2.
1 1
ay fn =3 b) g x) = (0,12)" Hr=logy — 2= — ox=—1. Logo
o f=e" dgxy=1+e * 2 2
&) fy= e Hegw=1-e" oo, L =
8 fx) = E;X“*' e h)y g(x)=e¢ “senx R -1
Hft=e Dgo=e” ¢)logs 1= 0, pois 5% = 1. .

Observagdo importante

6.2. LOGARITMO a’ =B y=log, B

: assim
Teorema. Sejama > 0,a + 1, ¢ 8 > 0 dois reais quaisquer. Entéo existe um tinico
yreal tal que ‘

a]oga B _ )8

O logaritmo de B na base a € o expeente que se deve atribuir & base a para reproduzir p.

0 logaritmo na base e € indicado por In, assim, In = log,. Temos entiio
Demonstra¢do
y=hxree =x

Suponhamos, primeiro, @ > 1. Como  lim a* = +» e lim a* = 0, segue quf

Da i i
D e Yy observagio acima, segue que, para todo x > 0,

existem reais i e v, com i << v, tais que

at<pg<d.

Sejama >0, a#1,b>0,b# 1, a>0¢c B > O reais quaisquer. Sio vélidas as seguin-

Como f(x) = " é continua no intervalo fechado [u, v], segue do teorema do valor in eI a
. tes propriedades:

medidrio que existe yem [u, v] tal que

F(y) = Boua® = B. (Dlog, a B = log, a + log, B.

@log, of = g log, e.
A unicidade de y segue do fato de f ser estritamente crescente.

a
O caso 0 < a << 1 deixamos a seu cargo. @) log, E = log, a — log, B.
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(4) (Mudanga de base)

logy @

log, a =
logb a

(5)Sea > lea< B, entiolog, @ <log, B.
(6)Se 0 < a< leca< B, entiolog, a > log, B.

Vamos demonstrar (1), e as demais ficam a seu cargo.
Demonstragio de (1).
X=10gaa<:>a=ax
YZlogaB@,B:aY
segue que
a,G:aX+Y ou X+Y=log,apB
Portanto,

log, o + log, B = log, a B.

Sejaa > 0,a # 1. A fungio f dada por f (x) = log, x, x > 0, denomina-se fung¢de log

ritmica de base a.

A propriedade (5) conta-nos que se a > 1, a fungdo logaritmica f (x) = log, x, x > 0
estritamente crescente. Da propriedade (6) segue que se 0 <0 a < 1, a fungio logaritmic

flx)y =log, x, x > 0, é estritamente decrescente.

EXEMPLO 2. Esboce o grafico

&) f (x) = log; x. byf(x) = log

Solucdo

a}Dominiode f = {x € Rlx>0}.

x |log,x R |

1 0

1

3 -1

2 1

1 —

a 2

4 2 .

L
2

X

Assim, a B = aa’; pela propriedade (1) das poténcias com expoentes reais, dal =

Funcies Exponencial e Logaritmica

p Dy =10, +=L

x log X Y

3

1 0 2 3

2 -1 1

Colo

‘: —i it\1 2

3 | 2 | g E

——————n

EXEMPLO 3. Suponha a > 1. Calcule e justifique.

g) lim

log, x.
x—tx Ba

b) ; gl'f(l)+ log, x.

Solucdo

Se o limite existir, deverd ser igual a +oo;

lim log,x= 4w,
X = +x

Justificagdo {por € e 8)

Dado € > 0, precisamos encontrar & > 0 tal que x > § = log, x> €
Tomando-se & = ¢° ¢ ‘

x>0 =x>a"=log x> e

¥

logq x

= Y

Portanto,

131
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lim log,x=+w(e>1)

x — +x
b) Vamos mostrar que
lim log,x= —% (vejao grifico anterior).
x0T
De fato,
. . | .
lim log,x= lim log,— = lim —log,u=—
x—=0 U= +x i u— +oe

pois, lim log,u = +%.
u—t+®

Deixamos a seu cargo a prova de que f (x) = log, x € continua.

Exercicios 0.2

1. Calcule.

a) logyp 100
c) log NG

2
E’) 10g101
2) log,1{@a>0ca#1)

(o]

. Determine ¢ dominio.

a)y fixy=log, (x+ 1)
¢y g =h(-x

e)f(x):lnx+1
-

(¥

. Ache o dominio e esboce o gréafico.
ay f{x) =loggx
¢) flxy= 1031 X

3
e) flx)=1In(—x)
g) fxr=1nxl
4. Calcule.
a) lim logyx
x -+

¢) lim Inx
x — 0"

By log; 16
E [
d) logg 3

f)logs (—5)
k) logs 243

bygx)=In(x* — 1)
d) f(x) = logg I x1

Hegx)=log,3

Bygx)=Inx
dgxy=lnix—1)

pPegxy=Inlxl
Rgxy=IInlxIll

By lm logy x
x>0t g
. X
d) Iim In

x =+ x+1

2
_ 1
g lim  [In(2c+ 1)~ Inix+ 3)] A lim >
x> +> xr =1 x—1
g m [xIn2-1In{3"+1)]
x = t=
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X
3 1
6.3. O LIMITE lim [1 + —J

n
(veja 4.3), isto é,

1 n
lim {l-i- —) =e.
n— +o R

Vamos provar, agora, que

1 X
lim [! + ~j =e.
X = tm» X
Sejam n > 0 um natural qualquer e x > 0 um real qualquer.

1 1
n=x<np+l=s —=2—>
n X

1
R P
n+1 n x n+1

dai

ln+l lx i n
n~<_x<n+1=>(l+~] >(l+—) > |1+ ,
n X n+1

ou seja,

h n

X ntl

. n . n+1
Como  1IM (14—1) ntl_ lim (1+LJ cntl

"ot St
n I " nt1 n+2

1 X
fim (1 + —J =e.
X —>+x X

n x n+l
® nsx<n+1:>(]+l] "H>(1+lj >(1+ ! J ntl

R 1y
J4 provamos que a seqiiéncia de termo geral o, = (1 + — | converge para 0 niimero ¢

= e, segue de (D) que




-
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. X
EXEMPLO 1. Verifique que , 1 [1 + l) =

X = —x
Solucdo

Fazendox = —(r + 1), t > 0, vem

x —t—1 t
(Hi) :[1_;} :(Hz] 529
X 14 ¢ t i

Parax -» —oo, f— +oo, agsim

X i
+
lim [1 + i] = iim (l + l) L e.

X o - X =+

EXEMPLO 2. Verifigue que

! 1
a) im (I+h)h =¢ by lim (1+h)k =e
h— 0 h—= 0

Solucdo

a) Fazendo k = l th— M =x o +o2) vem
X

1

- X
im {0+ k)4 = lim (1 + l) = e,
oot X =+

b) Faga vocé,

Segue do Exemplo 2 que

i
lim (14 A)h = ¢
h—0

h_
EXEMPLO 3. Mostre que lim & — b =1
E—>0 h
Solucdo
Fazend0u=éh— louk=In(l + u) vem
et —1 _ u _ 1
h In(I+u) 1

In (1 + u)u
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th— 0= u— 0); assim
h 1 1
lim = lim T=—= 1. ™
h—=0 u—0 =~ Ine
In{l+ u)u
Exercicios 6.3
1. Calcule.
x 1 x+2
2 . 1
i — ) lim (1 + )
a)xil)fim [1+x) )x—>+oc x
x x+1
L) i 1+ —
li 1+ —) d)  lim [ )
o x—l>n-i-30 [ 2x X = +% X
) lim x+2 H lim (1 + 2%
¢ x—> 4o L x+1 x>0
1 1)2){
i x lim |1+ —
8 -”lflo 42 h)x—>+oo [ x
2. Sejaa > 0,a # 1. Mostre que
at -
lim =1Ina
h—=0
3. Calcule.
2
&) lim e -1 p) lLim et -1
x—0 x =0 x
¢ lim 5% —1 d lim 3 -1
=0 X x—=0 X2
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Observe que f'(p) (leia: f linha de p) € apenas uma notagio para indicar o valor do limite
acima. Assim, a medida que x vai se aproximando de p, areta s, vai tendendo para a posicio
dareta T de equagao

7

® y—f@)=f"p)x = p}

Ay

DERIVADAS

f

E natural, entdo, definir a reta tangente em {p, f (p)) como sendo a reta de equago (7).

Suponhamos, agora, que s = (1) seja a equagiio hordria do movimento de uma particula
yinculada a uma reta orientada na qual se escolheu uma origem. Isto significa dizer que a
fungéo f fornece a cada instante a abscissa ocupada pela partfcula na reta. A velocidade média
da particula entre os instantes f; e ¢ € definida pelo quociente

7.1. INTRODUCAO

Sejam f uma fungdo e p um ponto de seu dominio. Limites do tipo

tim L2/ (P) 0= Fliy)
xX—=p X P t——f(]—

ocorrem de modo natural tanto na geometria como na fisica. ;

Consideremos, por exemplo, o problema de definir refq fangente ao grafico de fno pon-
o f (p)).' Evideniemente, tal reta deve passar pelo ponto (p. f(p)); assim a reta tangente
fica determinada se dissermos qual deve ser seu coeficiente angular. Consideremos, entio
areta s, que passa pelos pontos (p, f (p)) e (x, £ (x)).

A velocidade (instantinea) da particula no instante 1, € definida como sendo o limite

11y =1y

Esses exemplos sdo suficientes para levar-nos a estudar de modo puramente abstrato as

propriedades do limite lim M)—
x—=p X —p

7.2. DERIVADA DE UMA FUNCAO

Definig¢éio. Sejam f uma funcao e p um ponto de seu domfnio. O limite

i FG)— Fp)

x=p x—p

quando existe e & finito, denomina-se derivada de fem p e indica-se por f' (p) (leia:

Coeficiente angular de s, :M. £ linha de p). Assi
inha de p). Assim

L=p
Quando x tende a p, o coeficiente angular de s, tende af’ (p), onde F(p)= lim M
x—=*p xX—p

Se fadmite derivada em p, entdio diremos que f € derivdvel ou diferencidvel em p.

x—=p xX—p
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Dizemos que f é derivdvel ou diferencidvel em A C Dy se fTor derivavel em cadap € A
Diremos, simplesmente, que fé uma fungfio derivivel ou diferencidvel se fTor derivivel ep
cada ponto de seu dominio. ]

Po[t,a]]to,
J :x2=>f’(x) = 2x.

Observe que f '(x) = 2x é uma férmula que nos fornece a derivada de flo= xz, em todo

Observacio. Segue das propriedades dos limites que )
x reak

i L= fp) o SR fp) & Segue de (b) que
x—op X—p h—0 h
Fi(=3)=2(-3)= -6 .
Assim . 2
EXEMPLO 2. Scja f(x) = x”. Determine a equagio da reta tangente ao grafico de fno ponto
Fimy= tim LOTID o SR )
x=sp X—p h—0 h ' a) (L (). by (—1,f(=1).
Solucdo

Conforme vimos na introdugdo, a reta de equagio

a) A equacdo da reta tangente em (1, f(1)) é
y=fe)=fe&-—pn

0] y— O =f&x-1n

&, por definicdo, a reta tangente ao gréfico de f no ponto (p, f (p)). Assim, a derivada de £ o
em p, € o coeficiente angular da reta tangente ao grdfico de f no ponto de abscissap. fo=1 =1

EXEMPLO 1. Seja f (x) = x°. Calcule. f'(p)=2p (Exemplo |, item b) = f'(1) =2

a) f'(1) vh
B)f'(x) y=22-1
e} f'(=3).
SOlugdo S S S )
_ 2 _ i E
a)f'()= lim PACH A0 N lim Ealit g lim (x +1=2. -1 1 x
x—1 x—1 ol x—1 x—1
Assim =_2x -1

Fliy=2
) s . substituindo em (1) vem
{A derivada de f(x) = x",emp = 1, é igual 2 2.}
y—1=2x—-1Douy=2x—1.

— 2 2
flx+h) f(x): lim {(x + h) X

b f'lx = hhgno Assim y = 2x — 1 é a equagiio da reta tangente ao gréfico de f(x) = x°, no ponto (1, £(1)).

h h=0 h b) A equagdo da reta tangente em (— 1, F (—1)) &
Como Yy=fED="-Dx—(—1)
2,2 2
(k! —x 2kt L o
R h y—fED=ED D
segue que f=h=(-n?=1

"x)= 1l 2 k) = 2x.
F hgnﬂ(x+) 2 Ffp=2p= f(-H=-2




140  Um Curso de Cdlculy — Vol. 1 Derivadas 141

substituindo estes valores na equacgio vem EXEMPLO 6. Seja

y*l=—2(x+1)0uy:*2x—1 5

X senlsex#D

flx)=

que é a equacdo da reta tangente pedida.
0 se x = 0.

derivada de uma constante ¢ zero.) Calcule, caso exista, f(0).

Solucdo Solucdo

FO) = FO) _ f) _

xsenl,x#o‘

fath - f@

! = lim -0
fx) Jim, Y . x X x
- ) Assim,
Como F(x) = k para tode x, resulta f (x + h) = k para todo x ¢ todo A, assim 0 limitada
' fx)—7(0 SN
. k—k . £ 0) = lim 7140 ()= lim ‘sen — ' =0,
fi(x)y=lim ——= lim 0=0. x-0 x-0 =0/ VO ox)
k-0 h B0 -
, Logo, f (0) existe e £ '(0) = 0. ™
EXEMPLO 4. Seja f (x) = x. Prove que f'(x) = 1, para todo x. 6
EXEMPLO 7. Mostre que f (x) = | x| ndo é deriviavel em p = 0.
Solucdo
Solucdo
. +h— fix . x+th—x
Fx)= lim Jx ; f()zh]TD P =1. f(x)_f(o):uz lse x>0
h=0 -0 Y 1—lsex<0
Assim: dai
floy=x=f'"{x=1 im S9-S0 o LSO
x>0t x—0 x =0 x—=0
EXEMPLO 5. Seja f(x) = +/x. Calcule f'(2). F— F)
logo, lim ~—————— nfio existe, ou seja, fnio & derivavel em 0. Como f'(0) ndo existe,
Solucdo =0 x—0
o grifico de f (x) = | x | ndo admite reta tangente em (0, £ (0)).
F - F2) Jx -7 Sejam fuma funcio e (p. f (p)) um ponto de seu grifico. Seja s, a reta que passa pelos
f(2)= lim = lim . pontos (p, f(p)) e (x, f(x)). Se f'(p) existir, entdo o grifico de f admitird reta tangente T em
x—=2 x—2 x—22 x—2 {p.f(P)); neste caso, A medida que x se aproxima de p, quer pela direita, quer pela esquerda
) {s6 pela direita, se f ndo estiver definida & esquerda de p; s6 pela esquerda, se f nfio estiver
Assim: definida  direita de p), a reta s, tenderd para a posicéo da reta T.
: Vi =2 , 1 _ 1
! = = — — = lm —=—
fe= I, (Vx =) (x +4/2) xo24x 42 242
isto &,

1
2427

()=
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Por outro lado, se, 3 medida que x tender a p pela direita, s, se aproximar da posicio
uma reta 7 e se 3 medida que x se aproximar de p pela esquerda, s, se aproximar da posi
de uma outra reta Ty, T, # T, entdo o grifico de fndo admitird reta tangente em (p, f (p}
ou seja, f'(p) ndo existira. '

¥
Sy: $x
fnéo é derivavel em p.
—_ O grifico de f apresenta “bico” em
@.f ).
| 7
/P x

O préximo exemplo destaca uma propriedade importante da reta tangente.
EXEMPLO 8. Suponha f derivivel em p e seja p (x), x € Dyex # p, dada por

f@=f@)+f'P)x—p)+p)x—p)

Mostre que
lim p(x)=0.
x> p
Solucdo
p(x) = F) = f(p) — F(p) (xfp)’x#p
x-r
Daf
lim p(x)= lim | LX) —f'(p):|.
x—=p x> p xX—p
De lim M:f’(p), segue
xX=>p xX—p
lim p(x)=0.
x—p

Observacio. Se definirmos p {p) = 0, a igualdade que aparece no Exemplo 8 serd véli
em x = p e a fungfio p (x) tornar-se-4 confinua em p.

Facamos no exemplo anterior E (x} = p (x) (x — p). Ento, E (x) serd o erro que se comE-

te na aproximagio de f pela reta tangente em (p, f ().
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Quando x tende a p, evidentemente E (x) tende a zero. O Exemplo 8 nos diz mais: nos diz
que quando x tende a p o erro E (x) tende a zero mais rapidamente que x — p, isto €,

tim 23 _

x—=p X—p

0. n

Fica para o leitor verificar que, entre todas as retas que passam por (p, f (p)), a reta tan-
gente em (p, f(p) é aunica que aproxima f (x) de modo que o erro tenda a zero mais rapi-
damente que x — p. (Sugestdo: Suponha que £ (x) seja 0 erro que se comete na aproximagio
de fpela reta passando por (p, f (p)), com coeficiente angular m  f'(p), e calcule o limite
acima.)

Exercicios 7.2
I Sejafx) = x° + L. Calcule

af'y  BFfO  afix

2. Sejaf(x) = 2x. Pensando geometricamente, qual o valor que vocé espera paraf '(p)? Calcule

f'p).
3. Sejafi{x) = 3x + 2. Calcule
a)f'(2) By f' (0} o ()

4, Calcule f' (p), pela definigao, sendo dados

afxi=xX+xep=1 Bfx)=+x ep=4

Af=5x—3cp=-3 D=~ ep=1
X

97t = NT ep=3 PFO= 5 ep=2
P

fm=2"-Lep=1 mfm=3Ycep=2

5. Determine a equagio da reta tangente em (p, f (p)) sendo dados

Qfy=xep=2 BfE) = Lep=2
X
fx)=Vxep=9 dfx)=x —xep=1
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[
&
i

18. Construa uma fungdo f: R — R que seja continua em R ¢ que seja derivavel em todos os pon-

6. Calcule /7 (x), pela definigio.
tos, excetoem —1,0¢ 1.

af)=x+x By f(x) = 3x — I
19. Construa uma fungio f: R — R que seja continua em R e derivavel em todos os pontos, exce-
Afx =2 dyfixy = L to nos nimeros inteiros.
X
e) flxy=5x Nt =10
o ! 7.3. DERIVADAS DE x" e %x

gfl) = . mfx)=—

x x

—

7. D& exemplo (por meio de um grifico) de uma fungdo f, definida e derivdavel em R, tal que. Teorema. Seja n # 0 um natural. Szo vilidas as férmulas de derivacio:

=0

8. Dé exemplo {por meio de um grdfico) de uma fungio f, definida e derivavel em R, tal qui
J' (x) > 0 para todo x.

Qf=a=fw=m""L
Bfx) =x "= =" Lx#0,
1 i
c)f(_r):xiz:»f’(x):lxgil,0ndex>03enf0rparex¢Osenfor:’mpar(n;2).
n

9. Dé exemplo (por meio de um grifico) de uma funcio f, definida e derivavel em [, tal que'

SO < f1(.

10. D& exemplo (por meio de um grafico) de uma fun¢do f, definida e continua em R, tal que Demonstragdo

f'€1) nio exista.
, (x + )" — x"

a)f'(x) = lim

11. D& exemplo (por meio de um grifico) de uma funcio f, definida e derivavel em R, tal qu : S P
L —

f) > 0parax < lef (x)<Oparax> I
12. D¢ exemplo (por meio de um gréfico) de uma fungdo f, definida ¢ derivivel em R, tal que 3 Fazendo x + A = 1 (t— x quando & — 0) vem
fr)>0parax <0, f (x) <Opara 0 <<x < 2ef {x) > 0parax>2. :

13. Dé 1 iod afico) d fungio £, defini derivével em R, tal que § I Al .
’egximg o(’polr n;eloo e um grafico) de uma funcio £, definida e derivdvel em que ¥ £ = lim T lim [l ti= 2y =32 4 4 ne 1.
F 0y ef' (1) . tsx !—x t—>x
n parcelas
14. Mosire que a fungio .
Assim,
g(x):{2x+1 se x << 1
—x+4se x=1 f'(x)=x"_l+x”"2x+x"‘3x2+...+x”_l
nio € derivivel em p = 1. Eshoce ¢ gréfico de g. n parcelas
5 ou seja
‘ x“ +2se x<1
_ —1
15. Seja g(x) {2)( 1 s x> fla=n""
a) Mostre que g é derivavel em p = | e calcule g’ (1). 1 _ 1
b) Bsboce o grifico de g. R oA AV S
Bf@= tm CEI ot gy, RAT ot 1
h=0 h h—0 h (x + h)* x"
16. Seia f(x) = 2 se x=0 ; )
- Seia f{x x4+ 25 x<0 n "
Por (@), lim (x—_Hu—:nx"_l Como lim —l—zL resulta
a) Esboce o grafico de f, e h ' roo{x+ R xIn’
b) f ¢ derivivel em p = 0?7 Em caso afirmative, calcule f' (0).
_ _..n—1 1 _ -n—1
17, s Cf x+lse x=1 [ =—nx T T :
- Seja gl = —x+3se x=1
Portanto,
a) Bsboce o grifico de g. —n , —n—1
b) g ¢ derivivel em p = 17 Por qué? F@R=x "= =—nx .




146  Um Curso de Céleulo — Vol. |

1
o) f(x) = x; =%x. Temos

plx+h—4x wly _n
()= lim u = lim M
h>0 h tox t—x

Fazendo =%t e v="x (t >x= u— v)resulta

1 1
"{x) = Hm = lim = .
fi ulav u" =y ul—w u® — " PR
H—V
Assim, para x # 0 e x no dominio de f,
s 1
0=
ou seja
1
Fo = Lo L
n
EXEMPLO 1. Seja f(x) = **. Calcule.
. 1
a)f'(x) b) f (5).
Solucdo
_ .4 ’ — 4—1 .
DfE) =x =2F(x) =4x , OU 8¢ja,
Jx) = ar’,

3
by Como f'(x) = 4x3, segue f’ (%J =4 [%) , OU seja,

EXEMPLO 2. Sejaf(x) = x°.

a) Calcule f'(x).

b) Determine a equacio da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa 1.

Solucdo

a) Como f(x) = x3, segue f'(x) = 7,
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b A equagio da reta tangente no ponto de abscissa 1 €
y—f=ma-n
)= 1?P=1
fn= 32 = =3

Assim, ¥ — 1 =3 {x — 1) ouy = 3x — 2 é a equago da reta tangente no ponto (1, f(1)).

]
EXEMPLO 3. Calcule f'(x) sendo
wW=x B =
a)f . . XS .
Solucdo
a)fx) = 53 S =-3x 0 = 3% assim, f'(x) = =3« %,
1 - . _
DI = S =< assin ) = 55 ouseja.f 0 = —. .
X
EXEMPLO 4. Seja f{x) = ~/x. Calcule
a)f'(x) by f'(3).
Solucdo
l 1 l_) i 7l
Qfx=x = x2=f'x)= Sx2 =ox 2
1
1 - 1 1 , 1
Como 3 x 2= 5177 N segue que f'(x) = Nk
HDef'(x) = ! resulta f'(3) = 1
24x 23" "

EXEMPLO 5, Determine a equagdo da reta tangente ao grifico de f(x) = 3x no ponto de
abscissa 8.

Solugdo

A equagic da reta tangente no ponto de abscissa 8 é
Y@ =@ x-8

f@) =38 =

fixy=

@=L
= f(8) P

W] =

3% x2
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1
12

stragdo

Assim, y = 2 = é (x—8ouy= x + % é a equagio da reta tangente a0 graficg Demont
x +h _ ho B
de £ (x) = 3x no pento (8, 2). o oX | .

a) f® = hli—r>n T=hli—r>no€x.e h — ¢ pois, hliino : h !
(Exemplo 3-6.3).

Exercicios 7.3

1. Sejaf(x) = #. Calcule In(x+h)—In=x

'(x}= lim —————— = lim iln(l+£j
bg'x hE—0 h h

a)fi) b)f'(0) oOf'2) X k=0 *
2. Calcule g'(x) sendo g dada por (” = ;)

a)g (9 =" Bge=x" 1 . 1oy

1 ) = lim In(l+w = lim — In(l+&)¥ = —
- cyglxy=— d)ygx)=x #—0 u--0 x X

X
1 1 L

g =5 hex=— pois, Hm (1 + )« = e (Exemplo 2-6.3).

gexy=x h)g(x):x_3 u—=0

(e)()f — ex

o3

1
. Determine a equagio da reta tangente ao grifico de f(x) = — no ponto de abscissa 2. Esboce oy
graficos de f e da reta tangente. x 2

(nx) = l x>0
X

1 N
4. Determine a equagdo da reta tangente ao grafico de f (x) = —5 0o ponto de abscissa 1. Esbocgd
o0s graficos de f e da reta tangente. * .

Exercicios 7.4

—_

5. Sejaf(x) = %/:v Calcule . Determine a equagio da reta tangente ao grafico de f (x) = ¢* no ponto de abscissa 0.

, , , 2. Determine a equagao da reta tangente ao grifico de f(x) = In x no ponto de abscissa 1. Esboce
a)f'(x) B f(1} o f'(=32) os graficos de fe da reta tangente.
6. Calcule g'(x), sendo g dada por 3. Sejaf(x) = a',onde @ > O e a # 1 ¢ um real dado. Mostre que ' (x) = " In .
wg=Yx Bygo=x 4. Calcule £ (x).
= &/ =%y
gt = Yx g ()= U DFo) =2 A
7. Determine a equagio da reta tangente ao grafico de f(x) = %’,\: no ponto de abscissa 1. Esboce Afy= =" D) =é"
. os graficos de fe da reta tangente. . )
1 . 3 5. Seja g (x) = log, x,onde ¢ > O e a # I & constante. Mostre que g'(x} = .
8. Seja r areta tangente ao grafico de £(x) = — no ponto de abscissa p. Verifique que r intercepta 3 xIna
X -

0 eixo x no ponto de abscissa 2p. 6. Caleule g'(x)

9. Determine a reta que ¢ tangente ao grafico de f(x) = e pararela A retay = 4x + 2. a) g (x) = logyx b) g (x) = logsx

cygx)=logx dglx)=Inx

7.4. DERIVADAS DEe¢*eInx

7.5. DERIVADAS DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Teorema. Sio vilidas as formulas de derivagio

a)f(x)=¢e =f(x)=¢"
Teorema. Sio vilidas as formulas de derivagio.

l
Mg =lhx=g'(x)= —, x>0 ,
b a) sen'x = cos x.
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b) cos’'x = —sen x.
c) tg'x = sec” x.

feios 7.5

d) sec’x = sec xtg x. L. Sejafi(x) = senx. Calcule.
e) cotg'x = —cosec” x. ’
) cosec’x = —cosec x cotg x. &
a)f’(x) b).f :
Demonstracdo . 3 .
9. Determine a equacao da reta tangente ao grafico de f(x) = sen x no ponto de abscissa 0.
h 2x+h
, . sen (x + k) — sen x . Z sen - cos 3 3. Sejaf (¥) = cos x. Calcule.
a)sen’x = lim = lim
A0 h h—0 h a)f'ixy b)f0)
h 71 o
) e PR f [E] af ( 4]
= lim 5 cos = COS X.
h=0
2 4. Calcule f'(x) sendo
=tgx b)flx)=secx
e B 2 h afe) =2
B)cos'x = lim cos (x + h) —cos x = lim sen 5 sen 2 5. Determine a equacfo da reta tangente ao gréifico de f (x) = tg x no ponto de abscissa 0.
h— 0 h R0 h .
6. Seja f (x) = cotg x. Calcule.
sen h w
. a3 2x+ & ’ Bl —
= lim — hzsen L D f ') ”(4)
h—=0 n 2
2 7. Seja g (x) = cosec x. Calcule.
. tg(x+h)y—tgx
c)tg’x= lim =——— 2+ 32— , NE:
)i h=0 h ayg'(x) b) g [Z)
Fazendo t = x + J: (t— x quando 2 — 0)
7.6. DERIVABILIDADE E CONTINUIDADE
sen?  sen x
tg'x = lim gr—lgx _ lim fosf cosx A funciio f (x) =} x [ ndo € derivdvel em p = 0 (Exemplo 7-7.2); entretanto, esta fungao
t—=x t—x o x r—x écontinua em p = 0, o que Nos Mostra que Uma fungdo pode ser continua em um ponto sem
ser derivdvel neste ponto.
~ SEN { COS X — Sen X Cos [ 1
=z t—x COs t COS X
. sen ¢ — -
Como lim COSXTSNXCOSE _ i SRUE=X fr =131 fi) = x| é continua em O,
o bmx r=x t—x N mas rdo é derivdvel em 0.
. 1 1 2
lim = = sec” x, resulta

f>x COSTCOSX  costx
g'x = sec’ x.
Deste mode, continuidade ndo implica derivabilidade.

(d), (e) e (f) ficam a seu cargo. Entretanto, derivabilidade implica continuidade, como mostra o seguinte teorema.
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Teorema. Se f for derivdvel em p, entio f serd continua em p. Solucao

2 1i1ﬂ+ fx) = xlgri Fx) =1=f(1), logo, fé continua em 1.
x—1

Demonstracdo p) Como fé continua em 1, fpoderd ser derivdvel ou ndo em 1. Temos

Pela hipétese, f¢ derivdavel em p, logo lim EACIIRNA)) existe e & igual af’(p). x2 -
x—=p x—-p se x <<1
. o . . _ f-fm _ | x1
cisamos provar que f ¢ continua em p, isto é, que lim f(x) = f(p). Temos N =
x—=p x —
_ ,f(x)*f([’)‘ . 0 sex>1,
fw—fp)= = p x—prx+p, Assim,
daf lim M:Oe lim PAC i AV m (x+ D=2
' x 1t x—1 x 1 x—1 P
. . xX) - . , - . ‘ .
lim [f(x)—f(p)] = lm PAC N AV lim (x—-p)=f'(p-0=0 Jogo, lim PAC b AU ndo existe, ou seja, f ndo € derivdvel em 1.
xop x—=p x=p xX—=p Til x—1
ou seja, ¥
; - — fé continua em 1, mas ndo € derivével
xlin r Ve =feil=0 f neste ponto; o grafico de fapresenta um
N, | “bico™ no ponto (1, £(1)).
€, portanto, | :
i |
I = -1 1 ¥
im f(x)=f@).
x—=p

Observagiio. Segue do teorema que, se f rdo for continua em p, entdo f ndo poderd ?

derivdvel em p.

2 =
EXEMPLO 3. Seja f (x) = {;x _ e }

a) fé derivivel em 1?

2
xc sex=1 J
¢ cont 17
EXEMPLO 1. A funio f(x) = ¢ derivavel em p = 17 Por qué? b)f¢ continua em
2 seax>l Solugdo
Solucdo
x2 —
‘ sex <1
fndoécontinuaem 1, pois lim f(x) = 2 €é diferentede lim f(x) = 1. Como fn§ a) fw-srm _ |7
x =1t x—1 3 -
. . s ., x—1
¢ continua em 1, segue que f ndo € derivdvel em 1. 5 x>l
x* se x=1 im SO =M = fim S= D =
EXEMPLO 2. Sejaf (x) = o1t _ xo 1" —
x—1 x—1
1 se x>1

a) fé continua em 1? Logo, € derivdvelem 1 e f'(1) = 2.

b) f¢é diferencidvel em 17 b %) Como f & derivavel em 1, segue que fé contfnua em 1.
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alavras: a derivada do produto de uma constante por uma fungdo € igual ao produto
m

Frerciios 7 da constante pela derivada da fungio.}

x+1 se x <2

Fx) gl = f(p) glp)

1. Sejafx) = {

1 se x = 2

.aYp) = i
o3P = I

x—p
a) fé continua em 2? Por qué? = fim S EW = f(p)gx)t f(p)gx) — f(p) g(p)
b) f € derivivel em 27 Por qué? x—p x—p
| 2 se x=0 N G S 1. BN g(x)g(p)}
2, Sejaf(x) = 1o p x—p x—p
—x2se x>0

=Fpe@+ i e
Observe que, pelo fato de g ser derivavel em p, g serd continua em p, e, assim,
lim g (x) = g ().

- @) féderivivel em 0? Justifique.
b) £ € continua em 07 Justifique.

- P . . . 0 »
TET3se x <3 (En: palavras: a derivada do produto de duas fungées ¢ igual a derivade da primeira mul-
A Sefaf(m = ’ tiplicada pela segunda mais a primeira multiplicada pela derivada da segunda.) [
x—3 s x=3

iente). Se fe g forem derivaveisem pese g (p) # 0,
a) f € derivdvel em 3? Justifique. Teorema 2. (Regra do quociente) feg

b) f € continua em 37 Justifique. entio f serd denivivelemp e
g
7.7. REGRAS DE DERIVACAOQ Y fipep) - F(pmg(p
4 N )= [g(p))? '

Teorema 1. Sejam f e ¢ derivdveis em P € seja k uma constante. Entfio as fungdes
f+ g ifef- gsio derivaveis em p e tem-se .

DL+ 2)'@) = f'(p) + g'(p).
(D2) (k' (p) = & '(p).
L(D3) 2@ =@ P +fp) g p).

(Em palavras: a derivada de um quociente é igual & derivada do numerador multipl{—
cado pelo denominador menos o numerador multiplicado pela derivada do denomi-
nador, sobre o quadrado do denominador.)

Demonstracdo
Demonstracdo RACINN V)
Fl oy tim 2E &) o S - fpe) 1
DU+ ey () = tim L+ 0 =11 () + g () P i e x—p 5§ 8(p)
x—=p xX—p
- lim {f(x) - fip) + g(x) — g(p)J Somando e subtraindo f(p) g (p) a0 numerador resulta
x=p X—p f—p
=f'®) + g'(p).

e i | SO F) ()_gu)g(p)] 1
[g = Ty P IeT 8(x) g(p)
(Em palavras: a derivada de uma soma é igual & soma das derivadas das parcelas.)

€, portanto,
D) Y () = lim T K)o f(x;—f(p)

= kf'(p), ou seja,
x—=p xX—p -p

x> p

Y (p) = &' (p).

L) (= L@@ =i
s) F lg(p)I*
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DD [f) +g®] =)+ g ).

D LD = k().

(D3) [f) g @] =f'(x) g () +£(x)g'(x).
f(X)} _ 0@ -0

g(x) [e(x)?

(D4) (

Observaciio. A notagfo [ f{x) ' é usada com fregiiéncia para indicar a derivada de f(x) em _

EXEMPLO 1. Seja f (x) = 4x° + x°. Calcule.
a) f(x). b) f(1).
Selugdo
af'e = 46 + 2 PV ady v oy
Pela (D2), (4r)) = 4 - () = 4 - 35 = 12,

Segue
£ = @y + () = 1247 4 2,
ou seja,
oy = 126 + 2%

by Como f'(x) = 1227 + 2x, segue f'(1) = 14.
EXEMPLO 2. Calcule g'(x) onde g (x) = 5x* + 4.

Solugdo
g'(r) = [5x* + 4] = xYY + @y

J4 vimos que a derivada de uma constanie é zero, assim, (4)' = 0. Como (5x4)’ = ls:

resulta

g'(x) = 20x°.

+
EXEMPLO 3. Caicule f'(x) onde f (x) = 2'; " i’ .
x

Solugdo

Pela regra do quociente

£ = 2x+3 ' _ Q2x+3Y (xz +1) - (2x+ 3)(x2 y
x2 +1 (xz n 1)2 .
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Como
2x+3)=2 ¢ (C+1) =2%
resulta
, 22+ 1) - (2x +3) 2x
) =
ou
£ = —2x% —6x +2
(x2 +1)? .
EXEMPLO 4. Seja f(x) = (Ebc2 + 1) ", Calcule f'(x).
Solucdo
Pela regra do produto
£ = (3 + 1) & + (3% + 1) (&Y.
Como
G2+ 1) =6xe () =¢
resulta
Fix) =6xe + 3 + 1) e,
ou seja,
Flx) = G2 + 6x + 1) e .
EXEMPLO 5. Seja h (x) = S‘”:l‘ . Caleule h'(x).
X
Solucdo
Pela regra do quociente
Ry = (sen xy (x + D —sen x (x + 1) _ (cosx)(x+1)—senx
(x+1)? (x+1)?
Assim,
h,(x):(x-t—l)cosx—senx .

(x+ 1?2
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EXEMPLO 6. S¢jaf(x) = X +lnx Calcule f'(x). 7T
Eﬂmcws .
Solugao 1. Calcule f'{x).
2 3,2
, 3 ; LN , 2 1 afxy=3"+5 Bfx)=x +x +1
Foy=6od inag = 00y (nay =374 2 afm =3 -2t +4 df) = 3x+ x
_ -2 _
ou seja, &f) =5+ 311 NFx) 24%/; 5
1 of=3x+ — hfix)= —+—
=33+~ s r
x | P =Sxt o pfew = x + Jx
EXEMPLO 7. Sejam fy, f5, ..., f,. n = 2, fungbes derivdveis em p. Prove, por indugio ﬁnita,’ _ l 1 _ .3
quefi +f + ... + f, € derivavel em p e que 3 Hfw) =2t X " ¥ m =6+ Yx

n)fx) = 5x4 —+ bx3 + cx2 + k, onde b, ¢ e k sdo constantes.
fitht RO =)+ .+ fP.

1 .
Solugdo 2. Sejag (x) = 2+ ; Determine a equagio da reta tangente ao grifico de g no ponto (1, g (1)).

i) Para n = 2 é verdadeira (D1). . 2,1
ii) Sejak = 2. De 3. Sejaf(x)=x" + =

&) Determine o ponto do grifico de fem que a reta tangente, neste ponto, seja paralela ao eixo

htht.  thths1=A+hAE+ . +AR1+H A4 x.
b) Esboce o grifico de f.

segue que se a afirmaco for verdadeira para n = k também o serd paran = k + 1, .
¢ P P 4 Sejaf(m =% + 3%+ 1.

EXEMPLO 8. Calcule a derivada ) Estude o sinal de £'(x).

by Calcule lim f(x) e lim f(x).
x——®

2,9 l 4 2 t — x - o0
Afxn =3+ 3 bt byg () ="+ ;—2_ X ¢) Utilizando as informagdes acima, faga um esbogo do grafico de f.
Solucdo 5. Mesmo exercicio que o anterior, considerando a fungo f (x) = X+ — s

6. Sejaf(x) = x° + 3x.

a) Determine a equagio da reta tangente ao grifico de f no ponto de abscissa 0.

1 ’ 1Y 4 3
* — 5 2.4 — S5y¢ 24 1 f = 4 T .3 4
a)f'(x) [Sx + 3x +x+ 2] (Bx) + [3)( J + (x) +(2) 15x" + 3 x*+1. 4 b) Estude o sinal de £ (x).

¢) Esboce o grifico de f.
Assim, 7. Calcule F'(x) onde F (x) é igual a
4
fw=15"+ Sx3 41 g % py 21
3 2
x“+1 x+1
1 ' i ' 0) 3x2 +3 d) \/’;
b)g'(x)=|:x2+—2+\/;i|:(x2)’+(_2) e G P S 5x -3 T+ 1
X x“ 3 24x _ 3
€)S5x + HAx+ -
ou seja, =1 342
r~ 4
+ +
g’(x):2x+-2—+ 1 g)%):/—)r h)xzﬁ
3 24x X x
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a) Determine os pontos do gréfico de g em que as retas tangentes, nestes pontos, sejam py

lelas ao eixo x.
b) Estude o sinal de g'(x}.

¢)Calcule lim g(x)e lim gx).
Xx =3 +oc x— %

) Utilizando as informagdes acima, faga um eshogo do grifico de g.

. Calcule f*(x) onde f(x) éigual a

) 3x2 + 5cosx

¢) xsenx
x+1

€)
tg x

SeC X
3x + 2

8

i) x secx

D xcotgx

" xz +3xtgx

x+1

p)

X sen x

) (x + +/x ) cosec x

Sejaf(x) = % sen x + cos x. Calcule:
a} f'(x)
) f'{(3a)

. Sejaf(x) =senx + cosx, 0 < x <27

a) Estude o sinal de f'(x).
b) Faga um esbogo do gréfico de f.

Calcule f'(x).
a)f(x) = xz &

Y fx) =e"cosx
e f(x) = Slax+ 265

@ f()=4+5:Inx

In x

Dfxy=—
x

Cos X
x2 +1
d) & tgx

3

sen x + cos x

b)

h)cosx + (x2 + Dsenx

A 3cosx + S5secx

m}4secx + cotgx

2 +1

0)

sec x
x

cosec X
x + sen x

)

X — Ccos x

b)J'(0)
)

Bf{xy=3x+5Inx

Dre = 11
) =
1—e¢t
x+1
Nfe) =
xInx
ex
h =
) 241
. e*
N = T
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13. Sejamf, g ¢ h fungdes deriviveis. Verifique que

fg@hN] =[x g h) + @) &) hx) + £ g (X))
14, Calcule F'(x) sendo F (x) igual a

a)xe cosx b) 2 (cos x) (1 + In x)

Bl + Jx)etgx

) £ sen xcos x

'n 8. FUNCAO DERIVADA E DERIVADAS DE ORDEM SUPERIOR

Sejam fuma fungio € A o conjunto dos x para os quais f*(x) existe. A fungiof’ :A— R
dada por x — f'{x), denomina-se funcdo derivada ou, simplesmente, derivada de £ dire-
mos, ainda, que [ € a derivada de 1.” ordem de f. A derivada de 1.* ordem de f ¢ também
indicada por f m,

A derivada de f* denomina-se derivada de 2.° ordem de fe & indicada por f” ou por £,
assim, /" = (f')". De modo andlogo, define-se as derivadas de ordens superiores a 2 de I

EXEMPLO 1. Sejaf(x) = 3x" — 6x + 1. Determine ', f" ¢ /.

Solucdo

£ =97 — 6,

para todo x; assim Dy = R.
£ = 18x,

para todo x; Dr = R,

f"(x) =18, para todo x; Dfm =R -
2 ose x<1

EXEMPLO 2. Seja f(x) =
!l sex>1

Esboce os grificos de fe f'.
Solucdo

Parax < 1, £(x) = x%, dal f' (x) = 2x.
Parax > 1, f(x) = 1, dai f' (x) = 0.

Em 1 devemos aplicar a definigfio (se vocé j4 desenhou o grifico de f, deve estar preven-
do que f'(1) ndo existe).

x2 -1
se x <1
f(x)_f(l) x—1 {x+lsex<]
x—1 B _ -
171 x> 1 0 se x > 1
dai ¥
. - fd -
i OSSO L f@ - fy
x—o1t x =1 x= 1 x—1
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Logo, fndo é derivdvel em 1, isto €, f '(1) ndo existe. Portanto

2x se x <1
fln = ; Dy =R—{1}.
0 se x>1
y i N |
! :
N/ | !
i : Vo
1 i o
-1 1 x 1 x
Exercicios 7.8
1. Determinef’, f"e f".
1
@ f) =4+ 2x By = ~
X
21 3
afx=>5% - — dDfx) =3 —6x+ 1
X
x2 +3x se x<1
e fx)=xlx! Hfx) =

501 se x>1

2. Esboce os grificosde f, f e f".

XX +3x se x=1
@ fo=xlxl B f(x) =
5r—1 se x>1

3. Determine a derivada de ordem n.

a)fx)y=e" by f(x) = senx
¢} fix) =cosx Hfx)=Inx

7.9. NOTACOES PARA A DERIVADA

Freqiientemente, usamos expressdes do tipoy = f(x), s = f(#), u = f(v) etc. para indicy
uma fungo. Em y = f{(x), y é a varidvel dependente e x a varidvel independente; em s =f(

s & a varidvel dependente e t a varidvel independente.

Se a fungiic vem dada por y = f(x), a notagio, devida a Leibniz, @ (leia: derivada '-::

dy

em relagfio a x) é usada para indicar a derivada de fem x: o = f'{x). De acordo uj

definigio de derivada
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Doy — fm LA -
dx Ax—0 Ax

Observe que o simbolo Ax (leia: delta x) desempenha aqui o mesmo papel que o 4 em
o ft - fx)
lim —

P . Fazendo Ay = f(x + Ax) — f (x) resulta

r0
dv '
H_ oy A
dx Ax—0 Ax
¥4
filx+ ax)
fix)
]
X
< dy c . .
A notagdo drlx = . ¢ usada para indicar a derivada de y = f (x) em
dy ‘
xX=Xp. — = .
0 sl = xg =G0

. - df - - .
Usaremos, ainda, a notagio o para indicar a fungio derivadade y = £ (x) : % =f'.

. Aderivada de y = f(x), em x, serd entdo indicada por % ) fi(x) = 4 (x).
dx

= - d
Se a fungfio f for dada por s = f{1), as notagdes d_j e % (#) serdo usadas para indicar f' (7).
Pela defini¢o de derivada

ds . As
— = lim —
dt Ar— 0 Ar

,onde As = £ (¢ + Af) — F ).

EXEMPLO 1. Sejay = 5x° + x°. Calcule a derivada.

Solucdio
&
dx

d
= (5 + 1) = (58 + ¥y = 152 + 2x.
Assim,

d
21542 + 2
dx

. d .
Observe que o sfmbolo o aplicado a 5x” -+ x* indica a derivada de 5¢° + *,em relacio

p A Da mesma forma, a notagio 52 + x*)" indica a derivada de 5x° + em relagioa x.
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5t

EXEMPLO 5.Sejax = #* sen 1. Calcule.
T
t=+1

EXEMPLO 2. Calcule % sendo s =

Solucdo dx
9 dt dr|t =

ds _d{ 5 Y_[_5t _ et -5t Y
drdt |2 +1 2 +1 2 + 1%

3

Solugdo

: a).‘!‘x_ = ji—(Ifzs‘mf)ZZIsent-l-tzcost.
dtdt

ou seja,

ds 5— 512

E - (IZ + 1)2 ’ Assim,

I

dx
1 — =¢t{(2sent -+ tcost).
ot e 451*_ indicam a derivada de 3t emrelacio i a
241 241 2+1 k

. . d

Aqui as notagdes T
dx
= _ = .
delt = v
o2 ay -

EXEMPLO 3. Sejay = u”. Calcule du pela definigo. £ muito comum a notagio y = y {x) para indicar uma fungfo; observe que nesta notagio
a letra y estd sendo usada para indicar a fun¢fo e ao mesmo tempo a varidvel dependente.
Solucdo [ ]
EXEMPLOQ 6. Sejam # = u (x) e v = v (x) fungdes derivdveis num mesmo conjunto A.
Segue das regras de derivagdo que para todo x em A, tem-se

Facamos f (u) = W Assim,

fltBwy = f@) _ (1 + Awy? - u?

dy . _
e = f' ()= lim = 2u. .
du ;@ Au—0 Au Aw =0 Au a)y=u+v=>—y=i[u+v]=@+ﬂ_
dx  dx dx  dx
dy _ dy _d _ du dv
Assim,y=u2:>d—i=2u. b)y—uvz-cg—a(uv)fgv ua.
du v —u dv
EXEMPLO 4. Calcule. u d d e W
c)y:—=>—y=—[£:t dx 5 X emtodo x € A, com v (x) # 0. [

d o d v dx dx v v
a) — [x° — 5x]. b) 2z [cos 1]. ,

ttiix dt EXEMPLO 7. Seja y = u” onde & = u (x) é uma fungfio derivavel. Verifique que
& = [u* - 5u). &) = (utgul.

du du dy du

d_ = 2u :1’_-
Solucdo x x
Solucdo

oL 25 =6 sy =2-5,

dx

d y=u u=>ﬂ=i[u u]=ﬂu+uﬂ
b) I [cos f] = (cos )’ = —sen 1. dr dx dx e
c) 4 [u2 —5u] = (u2 — 5u) =2u— 5. Assim,

du

d

d)%[utgu}:(utgu)’:tgu+usec2u. Ei.’:gu% -
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&y deve ser calculada em u = g (x).

dy 2 2
EXEMPLO 8. Calcule —, onde v = (x° + 3x)". hac
dx y { ) Oﬂde s

Solucdo Solugdo

2 .
Fagcamos u = x” + 3x. Assim, dy im Flg(x~+ Ax))— f(g(x)
dx  Ax Ax
y:uz,ondeu=x2+3x. 20
= g LB FAD) - flglx) gl t Ax) — g(x)

Pelo exemplo anterior, Moo glx+ Ax)— g(x) Ax '

d du

Ey = 2u E Temos

L oglx A —elx) o Aw _ du

Como % = % [x* + 3x] = 2x + 3, segue que Ai‘i‘o Ax A;lclgo Ax  dx’

4 Fazendo Au = g (x + Ax) — g (x] resulta
y

=L = 2(x% 4+ 3x) (2x + 3).
dx A S lim Flglx + Axpy — flglxy) _ lim flu+Auw)— fu)
T Ax >0 glx + Ax) — g(x) A — 0 Au

Ay _dy

2 i
Au—0 Au  du

Observacido. Vimes, no Exemplo 7, que sendo y = 1~ com # = u (x} derivdvel, resul

dy du
— = AU —. d
& = d d onde d_y deve ser calculada em u = g (x). Assim

Por outro lado, y = u? = <X = £ [4%] = 2u. Assim, “

du du
Bl im A gy S dn .
o ﬂzﬂﬁ dx  Ax—0 Aw Ax—>0 Ax  du dx
dx du dx

d
Observacio. De D fluw) e R £'(x) temos, também,
du dx

d ..
onde d—y deve ser calculado em i = u (x). Provaremos mais adiante que esta regra (1), co
i

cida como regra da cadeia, é valida sempre que y = y (u) e # = u (x) forem deriviveis. -
A seguir, provaremos (1) num caso particular.

d.
L= g, e =g (),
dx

EXEMPLO 9. (Regra da cadeia: um caso particular). Sejam y = f(u) e u = g (x) fung ou sea,

derivdveis e tais que, para todo x no dominio de g, g (x) perten¢a ac dominio de f. Supon!
mos, ainda, que

[f{g (N =Ff'(g(x)) g'(x).

Au=gx+An—gx)#0 . d*y  d (dv
. ' Sejay = f(x). A notagio - = (——) serd usada para indicar a derivada de segun-
paratodo x e x + Ax no dominio de g, com Ax # 0. Nestas condigfes, a composta y = f(g (x) ; abzc dx \dx
é derivavel e vale a regra da cadeia da ordem de £, em x, isto &, % = #"(x). A derivada de 3.* ordem serd, também, indicada
X
dy _dy du d3y d (d?y . .
dr  du dx por 5 il el e assim por diante.
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EXEMPLO 10. Sejay = 3x° — 6x + 2. Calcule

d2. 2
s py Y
dxllx =0

[35° — 6x + 2] = 9% — 6

[9x° — 6] = 18x.

dx2lx =0

EXEMPLO 11. Sejay = ’x onde x = x (1) é uma fungdo derivavel até a 2.* ordem. u*

fique que

a) ﬂ =35+ 1 ﬁ
dr dt

2, 2
B AV e o p A
dr? dr dr?
Solucdo

a) Observe que x € uma fungio derivdvel de 1. Pela regra do produte

3

4y [i (r3)]x+ s &
dt dt dt dr
ou seja,
ﬂ = 3% + t3 ﬁ
dt dr
b) Temos:
2y
d—2 = i[3t2x]+ d [t3—}=6tx+3:2~ +3t2£ +r
dt t dr
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ouseja,
4y e, pdx n
2 . dtz .
Exercicios 7.9
1. Calcule a derivada.
— 3
ary =5 +6x— 1 bys= Ur +>
!
14
C)Iﬁfﬁ-l dyy=tcost
+1
e}y = ul Ax= !381
nu
341
g)s=ertgt yy=
sen x
3 2
l)y:%/u SEC U j)X:?+r_2
3
DX:g’COSf m)“:51)+_4
v
4 1
n)V=—7rr3 0)E=—u2
3 2
a

p)E= E mvz, m constante

x3
Seja y = ————. Calcule.
RSN

[

d
a)—y

fungdio de x.)

. . dy
3. Sejay = tzx, onde x= x () € uma fungio derivdvel. Calcule Ty} . supondo ad
=

ex=3parar=1{isto &, x(1) = 3).

. . d
Considere a fungioy = x°, onde x = x (1) € uma fungdo derivavel. Calcule £

d‘
b 2
dx

x=1

dt

=1

4 sabendo
de dt|t=2
ue — =3equex(2)=1(istoé,x = 1parat = 2).
W t_» quex(Z) = 1( p )
. - . A dy
5. Considere a fungio y = e onde ¢ = ¢ (x) ¢ uma fung¢do derivivel. Calcule — |
X t x=

dt
sabendo que Z{ : =4equet=2parax = L (Observe que ? estd sendo olhado como
x=
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710. REGRA DA CADEIA PARA DERIVACAO DE FUNCAO

o1 e dy _
6. Seja y = —XT Verifique que x . +2y=0. COMPOSTA

Sejam ¥ = f(x) e x = g (1) duas fungdes derivdveis, com Img C Dy Nosso objetivo, a
seguir, ¢ provar que a composta ki (1) = f (g (1)} € derivédvel e que vale a regra da cadeia

. -2 o dy 5
7. Sejay = ———, k constante. Verifique que — — xy”~ = 0.
X+ k dx

8. Calcule a derivada segunda.

0y R =fg@g'n,teD,

a)y=x3+2x—3 byx=1sent
1 Antes de passarmos & demonstragdo de (1), vejamos como fica a regra da cadeia na nota-
Ay=x"4+ - dy=tlnt ¢io de Leibniz. Temos
X
dy dx
X I — ’ = I
. eyx=¢ cost hHy= < dx Fioe dt g0
x
v Sendo a composta dada por y = f(g (1)), segue de (1) que
9. Sejay = £ - 3x Verifique que x 5= 2.
dx dx d}’ T 7
3 — =fg)eg @
1 5 d7y dy : E- dt
10. Seja y = —. Verifique que x 5= 6—. 3 ou
x dx dx : 3 dy r '
7 =f'(x) g'(), onde x = g ().
d’x Assimn
L1. Sejax = cos r. Verifique que % + x =0. 4
i
R dy _dydx

d d A e dr
12. Sejay = &" cos x. Verifique que ; 2 &y 2y =0. dr dx dt

dx dx

dy _
) Lo dy dy onde — deve ser calculado em x = g (1).
13. Sejay = te'. Verifique que 5 2—+y=0. dx . .
: di dt Suponhamos y = f(x) derivavel em p, x = g (f) derivével em ¢, com p = g (1), e Img C Dy

Seja h (1) = f(g (). Vamos provar que
h'(tg) = f'{g (fo)) 8" (1g).
Para isto, consideremos a fungio T dada por

T =fp)+f'(p)x—p).

14. Suponha que y = y (#} seja denvdvel até a 2.* ordem. Verifique que

dl 5 d)} dy o2 dly
— = =@Qr+ 1) =+ +rn—.
d}[( ) dr ( dr : dr?

15 Sejay = xz, onde x = x (r) ¢ uma funcdo derivdvel até a 2.* ordem. Verifique q_
2, 2 g2
d<y {a’x] 4o, 45X

LY L& £z
dr?

dr dr YA

16. Saponha que x = x (¢) seja derivivel até a 2.” ordem. Verifique que

d 2
a)i(tz ix—)zZriJrzzd—x

€ S
T paem s T

dtr dr dt dr?

d{ ax\ [de  d®x
b —lx—=|=|=| +x—
dr dt dt dr

\|

o hm—————

=Y




172 Um Curso de Cdlculo — Vol. 1

Observe que o grifico de T é areia tangente ao grifico de f, em (p, f (p)). Temos
J@=Tx)+ E@)

au

@ fO-fPr=fp)x—-p)+ EW,xE Dy

onde E (x) é o erro que se comete ao aproximar f (x) por T (x). Conforme vimos no Exemyp

8daSecio 7.2, E(x) = p(x) (x — phx E Dy onde lim p(x) = 0 = p(0). Fazendo em (3
X—=p “
x=g(ep = g (fy) e, em seguida, dividindo ambos os membros por t — ty, ( # f), obtemy

flgn — flglg))

g~ gly) E(g(f)).

P— =f' (g ) i P—
Temos
fim (g () £ EU0) e o ).
I —> fO f— t{]

Por outro lado, de £ (x) = p (x) (x — p) segue E (g () = p (g () (g (1) — g {ty)). Tem -'_;

lim p(g® = lim px)=0
x=p

t—)tO
Dai
lim EE@ p(g(0))- &) — g(t) — 0 g (tg) = 0
t=1y r—1Ip =1y r— iy
Portanto
Wiy — tim AT g SOV TGN gy o 1
t>1y t— &y =1y iy

7.11. APLICACOES DA REGRA DA CADEIA

Pelo que vimos na segfio anterior, sendo y = f(u) e u = g (x) derivdveis, com Img C l;-

entdo a derivada da composta y = f (g (x)} € dada por
&y _ ,
o Figbng'x
ou

% =f'{u) g'(x), onde u = g (x)

Derivadas

dv _ dy du
dx du dx

onde 52 deve ser calculada em u = g (x).
7

EXEMPLO 1. Calcule a derivada.

ay= eh. b) ¥y = sen 2‘2.
Solugdo
@)y = €', onde u = 3x. Pela regra da cadeia
& _dy du
dx  du dx

D 3on =33
Ply=senx ondex = . Pela regra da cadeia

dy _ dy ax
dt  dx dr

dy dx
Como &' = cos xe — =2t resulta
dx t

ﬂ =cosx'2t
dt

ou seja
ﬂ = 2t cos 1‘2
dr

. , Y . .
Poderfamos, também, ter obtido d—) aplicando diretamente a férmula
t

U =f(g ) g (. Veja:

d .
—1 = [sen 7]’ = sen’' # (5 = 2¢ cos .

173
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EXEMPLO 2. Calcule f'(x), sendo
A f ) = G + 1),
Solucdo

a) f(x) = ua, onde # = 3x° + 1. Temos

ou s¢ja,

Freo = 18x 3% + DA

i Derivadas
‘
i

MPLO 5. Suponha g derivivel. VeriﬁqueJ ue |

b) f (x) = cos 3x. @) 8] = 80 g (;;f

B)[ng o] = 5%
g(x)

c) [cos g (x)]' = —g'(x) sen g (x).
d) [sen g (x)]" = g'(x) cos g (x).

2 du

=332 + 1)% (6w),
Solugio
. a)y= Eug =g (X)

O ddi_d
b) f'(x) = fcos 3x]" = cos’ 3x - (3x)' = —3 sen 3x. dx  du dx  d dx
J I Asiv,
EXEMPLO 3. Calcule %, sendoy = In (<% + 3). i
dx L —=e g'l),u= g,
;3 dx
Solucdo )
2 T ou seja,
yv=Inwuu=x" +3.
[33 (-’C)]’ = ég (‘)g '(x).
dy _d du 1 1
E}:du [lnu]£=;2x, A Hy=lnuu=gx)
ou seja, E & _ 4 [ ] du _ 1 g'(x) = £ (x)'
dx du dx u g(x)
ﬂ _ 2x 4
de  x?+3 - (c)e (<) ficam a seu cargo.

EXEMPLO 4. Sejaf: R —> R uma fungio derivivel e seja g (x) = f(cos x). Calcule g’( '

supondo f’(l) = 4.
2
Solugdo

Pela regra da cadeia

g =

ou seja,
g'x) =

Entao

EXEMPLO 6. Sejay = x° ¢>*. Calcule a derivada.
Solucdo
: Pela regra do produto,

dy

B <

dx — (xZ); eSx +x2 (ESX)’.

Ff{cos x) (cos x)’
Como (xz)’ =2xe (eax)' = (Bx)' = 3¢ resulta

—sen x f’(cos x). % = 2xe™ + 3,
o seja,
V3 dy

175
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EXEMPLO 7. Sejay = ye . Verifique que

2y b + 4y = 0.
dx? dx
Solugdo
@ e g™ = F -2 ¥
dx
2 , _ o
%X% =12 - 2xe P = =27 - [267F - dxe
- = —de ¥ 4+ dxe
Entio
d* £Y 42 dy + 4y = [—4e721 +dxe ) + 4 [e_zx - erfzx] + dye”
dx? dx

= —de X b dre Frde M- e F 4 dxe F=0.

2,
EXEMPLO 8. Calcule % sendo y = cos 5x.

Solugdo

2

Yy

- = —5sen 5x.
dx
25
4 — 5 sen 5x)' = 25 cos 5.
dx
dy
EXEMPLO 9. Calcule —.
dx
+1Y ——
x ;
= - b) y=3x? +3.
a y [XQH} ) ¥y =4
Solugdo
_ 4 _ x+1
Ay =u,u Pt
+ +1
dy _ g de g xr1 )
dx dx x*+1 +1

Derivadas 177

Como

[x+1]’ _xlHi-(x+D2x  —x?-2x 41

X2+ (x2 +1)2 T

resulta

dy [ xt1 - S
dx x4+ 1 (x2 +1)?

b yzu_j,ondeu:x2 + 3.

2 2
d 1 —— du 1 -5
— =y 3 —=—(x2+3) IxT+3I).
3¢ 0 E Y e
Assim,
o 2x .
dx  33(x2+3)2
EXEMPLO 10. Seja g derivdvel e » # 0 inteiro. Verifique que
@ [ @) =ng @ g'm.
L
1} ] - 1 !
g M = — (g gl =)
Solucdo
aAy=u',u=g (.
ﬂ — i n ﬂ —_ . n—1 .
o dn (&™) o §'(x),
ou seja,
d _
Lo nge g
dx
b) Fica a seu cargo. n

EXEMPLO 11. Sejaf: R — R uma fungfio derivdvel até a 2.* ordem ¢ seja g dada por
gy = f(x ). Calcule g” (2), supondo f'(4) = 2ef" (4) = 3.
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Solugdo
8 = fE @y =2 f (D).

" = [2xf Y = @0 FD + 2 [ D)

Como [f'D] = G5 (D) = fxP) 2x, resulta
g"(x) = 27" (D) + 47 10,
Entio,
") = 2f'(4) + 16 f"(4)
ou seja, 4
') = 52. 5

EXEMPLO 12. A fungdo diferencidvel y = f(x) é tal que, para todo x & Df, 1

xf{x) + senfix) =4,

Mostre que
o —f0)
7' x + cos f(x)
para todo x € Df, com x + cos f(x) # Q.
Solucdo
fxf(x) +senf(x)] =4'.
[xf @] + [senf(x3]" = 0.
fEy+xf @)+ cosf0)]-f (x)=0
dai
fx) [+ cosf(x)] = —f(x),
ou seja,
iy = —x)
f@ x +cos f(x)
emtodo x € Df comx + cos fix) # 0. [ ]

EXEMPLO 13. Sejay = x3, onde x = x (f) € uma funcao derivavel até a 2.* ordem. Verifi-
que que ;

2, 2 2
_a’; = x(ﬂ} + 3x2 —d -
dt dt dr?

Solucdo
d
ay _ i [x3]
dr dx
ol 5€ja,
& = 3x2
dt
dy d
arr  dr

Como

i (3):2) = i [3x2]£= 6x
dt dx dt

resulta

2
a'y76

dr? Tar dt

ou seja,

dr? dt

—=—[3x2 %}:%(3}(2)%_,_312 i(dx]

ax dx |

Derivadas

dr \ dr

d ( dx ) d2x
e — — _— ——
dr \ dr dt?

d?x
3 2
ot

2 2 2
—dy=6x(£] +3x2—dx.
dr?
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Exercicios 7.11

1. Determine a derivada.

a})y = sen 4x
Of @ = e
e)y =sent
g) x= esen!

)y = (senx + cos x)3

D foy =]

\J x+1
mx=1In(t*+3t+9)
P)y = sen (cos x)

) fix) = cos (F + 3)
fhy =tg3x

byy = cos 5x

dy f(x) = cos 8x
Dgty=In2r+ 1)
Iy f(x) = cos &

Ny=Px+1
myy=e >

0)f(xy = ¥
D= +3*
shy= \fx + et
)y = sec 3x

2. Sejaf: R — Rderivivel e seja g (1) :f(rz + 1). Supondo f'(2) = 5, calcule g '(1).

3. Sejaf: R — R derivivel e seja g dada por g (x) = f(ezx). Supondo £'(1) = 2, calcule g ().
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. Derive. . 2x . dzy
10, Sejay = €. Verifique que —5 = 4y = 0.
a)y xek b)Yy =" cos 2x dx
Oy=¢ “senx dy=e “senit
Wy d%y dy

el —e! 11. Sejay = xe™ . Verifique que —5- — 44—+ 4y = Q.
efxy=¢e* +In(2x+ 1) Negly=——""-+ dx*= dx

el +e7t

cos 5x . —x 2.3 2.,
g y= son Zx hfig=te "+ ') 12. Determine o de modo que y = ¢ verifique a equacio i—g — 4y =0.
- 2 -
Dy=re ™ Dg@=¢" In(l+ vx)
_ (23 I i a2

I}y = (sen 3x + cos 2x) m)y e’ te 13. Determine & de medo que y = ¢ verifique a equaciio dx; - 3% + 2y = 0.

my=In(x+ foz +1)

/ i
o) y=~rx° + eV ¥

PO 2 < < : 32 _ -
< Py=xlh(Zc+1) @y =M + 1P 14, jijeay ¢, onde e ¢ uma raiz da equagho A~ + aA + b = 0, com a e b constantes. Verifique
)y =In (sec x + tg x) sty = cosy
. 2t 2
) cos x te d%y dv
: B flx)= w fly=——"- +a—+by=0.
'i f»= o In 3¢ + 1) o a7
‘ . Calcule a derivada segunda. 15. Seja g uma fung@o derivdvel, Verifique que
I a)y = sen 5t byy = cos 4t , 2 ,
i N tant Hy=e @ [tgg (]’ = sec” g (x) - g'(x)
i €)= sem i, woonsnte y=e b)lsee g (' = sec g (1)1 8 () ')
! Oy= e py=== ) [eotg g (0}’ ~ —cosec” ¢ () - ¢'(x)
| ¥ _E 1 d) [cosec g (x))" = —cosec g (x) cotg g (x) * g’ (x)
‘ x
i gy=In(x +1) hyy= P 16. Derive.
! N o X T 2x N
Hy=e e Ay=e "cosle a)y =tg3x byy = sec 4x
) Ix +1 )y = colgx dyy = sec (1g x)
P= m)y y=
T LR e)y = secx’ f)yzetgxz
i moy="0 _Ex o)y =xe” g)y = cosec 2x By-= —‘CE tg 4x
i e* iy =lIn(sec 3x + tg 3x) iy =e Fsecd
H 4x + 5 = 2 2.3 _ 2
; ) ¥ = sen (cos x) 9 f0 =5 1 I}y = (x" + cotg x7) my = x"tg 2x
X2 -
1 2 17. Sejay = cos wr, w constante. Verifique que
r)y=zxeX ) y=———"-—
) ’ x4 x+1 72
- 2, =
f — — + =0,
ng= - +3 w y=x3x+2 a2 ®y=0
: 1 Cpe
6. Seja g : R — R uma fungao diferencidvel e seja fdada por f (x) = x g (x?). Verifique que 18. Sejay = e " cos 2u. Verifique que
Fi =g 0+ 28 g6, ay v,
£’ = isy=
7. Sejag : R — R uma fungio diferenciavel e seja fdada por f(x) = x g (x%). Calcule f*(1) supon- dr? d
dog(ly=4eg'(l)=2.
; 19, Seig v = > + 1 .
8. Seja g : R — R diferencidvel tal que g (1) = 2 e g'(1) = 3. Calcule f'(0}, sendo fdadapor 3 L ey = 1 Verifique que
i fo =€ gBr+1)
9. Sejaf: R — R derivavel até a 2." ordem e seja g dada por g (x) =f(ezx)‘ Verifique que d=n 2y =9 dy
2 - I
dx

() = 46X [F(e2) + X e,
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20. Sejay = f(x) derivével até a 2.* ordem. Verifique que

d dy dy 2
L(xz_}}zz,cgﬂzﬂ
dx dx

in .,
21. Seja y = 3/x~ + 1. Verifique que

dy 2 dzy
_— +y‘—2= .
dx dx

22. Sejay = y (x) definida no intervalo aberto [ e tal que, para todo x em £,

o
- —y=x2+y2.
dx

Verifique que, para todo x em I,

d2
d.r_g =2x + 2x%y + 2%

23. Seja y = f (x) uma fungdo derivdvel num intervale aberto I, com 1 € /. Suponha f(1) = 1 e

que, paratodoxem 7, f'(x) = x + [f(x)]3»

4) Mostre que f"(x) existe para todo x em [.
b) Calcule f(1).

¢) Determine a equagdo da reta tangente ao grafico de fno ponto de abscissa 1.

24. Sejay = y (r) derivdvel até a 2.* ordem. Verifique que

dr dr dr

25. S¢ja y =
x

para todo f real,
d dx
2 _ *2xy2 —.
dr dt

4 E
26. Seja y = —, onde x = x (#) € uma funglio derivavel num intervalo aberte I. Suponha que, para §
x %

dx d
todorem /L, x(#0e o = B, B constante. Verifique que e
t i

27. Seja fuma fungfo diferenciavel e suponha que, para todo x € Df. 3x2 + xsenf(x) = 2. Mostre ,

__6x + sen f(x)

quef'x) = x cos f(x)

dx?’

2 2
d dy) [dy) d<y
2 = 2
L N 2 s .
(y ) dr?

1 g
2—+—1, onde x = x (f} € vma funcio definida e derivivel em R. Verifique que,

, paratodox € Df, com x cos f{x} #+ 0.

Derivadus 183

29. Sejaf: 1= r, rl — Ruma fungio derivével. Prove

) Se f for uma fungio fmpar, entdo f ' serd par.
b) Se f for fungio par, entdo f ' serd impar.

30. Sejag R — R uma fungéo diferencidvel tal que g(2) = 2 e g'(2) = 2. Calcule H'(2), sendo
H dada por H (x)} = g (g (g GI).

7.12. DERIVADA DE f (x)¢ &

Sejam fe g duas fungdes derivdveis num mesmo conjunto A, com f(x) > O paratodo x € A.
Consideremos a fungdo definida em A e dada por

y=f@*®.
Aplicando In aos dois membros obtemos
Iny=g®Infx
e, assim,

y = S WIf),

ou seja,

f(x)g (x) _ eg (x} lﬂf(x)_
Entéio,

[£(xe®] = e8ISO [g(x)In F2))

¢, portanto,

[£080] = £ 8 [g(x) In F)]

EXEMPLO 1. Calcule a derivada.

ay=x" byy=3"
Solugéo

o=

) =P xlnxy = (Inx+ 1),

ou seja,

28. A funcio diferencidvel y = f(x) € tal que, para tode x € Dy, 0 ponto (x, f(x)) € solugdo da

equacio :cy3 + 2xy2 + x = 4. Sabe-se que £ (1) = 1. Calcule f(1). ") =x"(1+Inx)
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b) ¥ = In 3‘
@Y =" (xn3y.

Como In 3 € constante, (xIn3)’ = x’'1ln 3 = In 3. Assim,
(39" =3"In3.
EXEMPILO 2. Sejaa > 0, a # 1, constante. Mostre que, para todo x,
@Y =dha

Solucdo

at = & Ina

@ =" (xInay.
Como(xIna) = x"Ina = Ina, resulta
f=a"Ina
EXEMPLO 3. Seja « uma constante real qualquer. Mostre que, para todo x > 0,
(% = ax®" L

Solucdo

2 = eainx

% = e* 2 (g In %)
Sendo o constante (@ lnx)’ = a (Inx)' = 2 Assim,
X

o _
@ =x* Z=gxe !
x

EXEMPLOQ 4. Calcule a derivada.
a) fx) = x2 B)y =8+ log, x.
Solucdo

@f ) =2 21 x>0

b} Pela férmula de mudanga de base,

1
logs x = —— Inx.
8227

Entio,

(8" +log;x) =8 I8 +

xln2’

Exgrcfcios 7.12
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1. Calcule a derivada.

@ fx) =5+ logyx

g =3 4log, 2 + 1)
e)f(x) _ xsen 3x

g1y =x senx

Dy=0+ §)77, i constante
cos 3x

by =27 43

4 y=@c+ 1)

A g@=@+cosx)
B oy=x2t1

D oy=10"— 10~

my y=la(l + x5

Dy =(2+ senx)

13
n)y:(l"';) o) yzxxx

py=x"+a » y=0+x"

2. Sejam fe g derivdveis em A, com f (x) >> 0 em A. Verifique que, para todo x em A,
LF@E™ ] = FO08W g In fx) + g(x) FOFD 1 frx),

0 @

Observe: (D) é a derivada de £ (x)® m, supondo f constante; ) é a derivada de f (x)% (XJ, supondo g
constante.

3. Utilizando o resultado obtido no Exercicio 2, calcule a derivada.

b) v=1(1+ ex)xz
D y=ix+H*
Ny=e+ 17

@y =(+2y
o)y =4+ sen 3xy

€) y:(3+77)x2

7.13. DERIVACAO DE FUNCAO DADA IMPLICITAMENTE

Consideremos uma equagio nas varidveis x e y. Dizemos que uma fungiio y = fx)é
dada implicitamente por tal equagfio se, para tedo x no dominic de f» o ponto (x, £ (x)) for
soluciio da equagdo.

EXEMPLO 1. Seja a equagdo 2 y2 = 1. Afugiio y = \;‘]—; x2 é dada implicitamente
pela equaciio, pois, para todo xem [—1, 1],

A= =

—_—
Observe que a fungio y = —1- x2 &, também, dada implicitamente por tal equagio.

]
E2XEMPLO 2. Determine uma fungdo que seja dada implicitamente pela equacio
Y+oy-—-1=0

Solucio

—x*Jx2+4

yz-i-xy—1=0{:)y: 7
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A funcao EXEMPLO 4, Sejay = f(x), x € R, a fungao dada implicitamente pela equagio Yiy=x
—x+x2 + 4 guponha que f seja derivivel.
y=——""—x€R,

2 1

M@+
) Determine a equagdo da reta tangente ao grifico de fno ponto (10, f(10)).

¢ dada implicitamente pela equagio. E claro que a) Mostre quef'() =

2
—x —4x°+ 4
y:———l—,xe R,

2 -Solugdio

. . .. .1
¢ outra fungdo dada implicitamente por tal equago. #) Como y = f (x) € dada implicitamente pela equacdo y” + y = x, segue que, para todo x,

3 3 _
EXEMPLO 3. Mostre que existe uma tinica funcio y = f (x), definida em R, e dada ing [F&I + /) =x

- plicitamente pela equagio y3 + y = x. Caleule f(0), f(1D) e £ (—2).

Solucdo

d d
\ | L+ 0] === .
A fungdio g (y) =¥~ + y é estritamente crescente em R (verifigue), continua, coj dx dx

lim (y3 +¥)=+xe lim (y3 + y) = — =, Segue do teorema do valor intermedidr} Assim.
y—=+x= y—o - E *
que para cada x real existe 40 menos um nimero y tal que 3 [f(x)]:"f’(x) R =1
Q) y3 +y=x ¢, portanto,

1
3P+

Como g é estritamente crescente, tal y € o tnico niimero real satisfazendo ®. A funci}
£, definida em R, e que a cada x associa f'(x}, onde £ (x) ¢ o tinico real tal que

[FOP + (0 =x,

flix) =

Poaden’amos, também, ter chegado a este resultado trabalhando diretamente com a equa-
L . . .. N gioy” +y=ux:
& a iinica funcdo definida em R e dada implicitamente pela equagéo.

4.3 -4
dx[y + v] dx[xl

Cdlculo de f(0)
O +£0) = 0. £(O) [0} + 1] =0, ou
assim
| 43
7O =0 il Rkt
Cdiculo de f(10) .

d d
LA + £(10) = 10; Como ——[y*]= d—ylﬂ-

deste modo, f (10) é raiz da equagio y3 +y = 10. Como y = 2 ¢ a (nica raiz, rcsul

£(10) = 2. 32 DA
de  dx
Cdleulo de f (—2)
3 €, portanto,
F(—2) é atinica raiz da equagio y” + y = —2. Assim,
dy 1

F(-2)= —1.
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b) A equagio da reta tangente ao grifico de fem (10, f(10)) é:

y —fU0) =F'10) (x — 10)

fF(10)=2 (veja exemplo anterior)

P S
£ 3[FAMP +1 137

Substituindo na equagéio acima, obtemos

y—2= l—lg(xgl())ouy: %x-k %
EXEMPLO 5. A fungio y = f(x), y > 0, é dada implicitamente pela equagio ¥+ y2
a) Determine f(x).
b) Mostre que x + ¥ % = 0, para todo x no dominio de f.

¢) Calcule ﬂ
dx

Solucdo

a)x2+y2=4¢:>y= + \f4—x2.
Como y > 0, resultaf (x) = 44 — x>, -2 <x <2,

) Para todo x no dominio de f

—[x= + vy ]=—1[4]
dx[ Al dx[ I
d d dy dy
Como — [y2]=—[y2] = =2y —, vem
dx[)] dy[yldx Y
2x+2yﬂ=0,
dx
ou seja,
dy
x+y—=0
ydx
ODex+y 2 = gobtemos & = — X Assim,
dx dx ¥
dy —X

: |
> pois, y = V4—xz.

—d—x_ \j‘4 - x2
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N . T m - ) .
Consideremos a equagdo sen y = x. No intervalo [—? ?:| a fungéo sen y € estrita-

. . . L T T
menle crescente e continua. Assim, para cada x € [—1, 1] existe um sinico y € [*7 >
{al que sen y = x. Pois bem, a fun¢iio y = y (x) definida implicitamente por esta equagao e

quea cadax € [—1, l]associay € [— % , %] ¢ denominada fiuncdo arce-seno e € indicada

T

= nx. Assim,paray € [——, —|,

por y = arcsen x para y |: > 2}
SEN Y = X <y = arcsen x.

Observe que o dominio da fung#o arcsen é o intervalo {—1, 1] ¢ a imagem o intervalo

——, — |. No préximo exemplo, vamos calcular a derivada de y = arcsen x supondo

que tal derivada exista. (Veremos mais adiante que y = arcsen x € de fato derivdvel em

-1 10

EXEMPLO 6. Supondo que y = arcsen x seja derivdvel em ]—1, 1], calcule d—di

Solucdo
y=arcsenx &rseny = x (—ES_)!S_T—-]
: 2 2
Temos
d d
- [sen y] = —[x]

dx dx

d’
cos y) = =1
( y)dx

d 1
€, portanto, b y -7 o y < g Decoszy + senz)': leve }*%, [, segue

cos y 2

(SYE

dy 1
—=—0—— -l<x<L
dx Vlfxz
Assim,
, 1
(arcsen x)'= ——, -1 <x <1

Jl—-x2
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w T
Consideremos, agora, a equacdo tg y = x. No intervalo } AEs 7 [, afungfo tg y € estrij

tamente crescente e continua. Alémdisto, lim _tgy=+we lim tgy= — = Segud
y— z y— -z
2 2

que para cada x € R existe um tinico y & ]—g ?[ talquetgy = x. A fungaoy =y (x

definida implicitamente por esta equagio e que a cada x € R associa y € :I*fzz g
denominada fitngdo arco-tangente e é indicada por y = arctg x. Assim, paray € ] —% 127-

- Igy=x&y = arctg x.

No préximo exemplo vamos calcular a derivada de y = arctg x supondo que tal denvada

exista, {Veremos mais adiante que y = arctg x € derivavel em R.)

EXEMPLO 7. Supondo y = arctg x derivdvel em R, calcule ?
x
Solucdo
s T
y=arctgx s tgy =x (*—<y<—)
2 2
Temos
d d
— t = — s
o ley]=— [
daf
2.\ dy
sec = =1
(sec”y) or
1
e, portanto, dy 5 Lembrando que sec? y=1+ tg2 yetgy = x, resulta
secs y
&y
dr 1+ x?
Assim
(arctg x) " = ;
& 1+ x?

L —
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ExEMPLO 8. Calcule a derivada

QY= o by y= %/arcsen x

Selucdo

a) Vocé aprendeu na se¢do anterior como derivar tal fungdo. Vejamos, agora, um outro pro-
cesso para deriva-la.

y=x"3<:>1ny=x31nx (x> 0)

o que significa que y = xx3 ¢ dada implicitamente por Iny = +° In x. Temos

—[ln v]= —[x3 In x]
dai
! |
2 —3 e+ ad— ‘
y X
ou seia, ‘
y’:y[3lenx+x2]. |
Portanto,

A B 32 mx+ 22,

by y = }arcsen x < y3 = arcsen x. Assim, a fungao y = J/arcsen x € dada implicitamen-

3
te por y- = arcsen x. Temos

d 3 d
— [¥°]= — [arcsen
- [¥] dx{ x]
dal
3y 2 dy — I‘ﬁ
dx 1 x2
ou seja, y' !
, ¥y = =
3%/(a:csen x2 - N x2 -

Exercicios 7.13

1. Suponha que y = f{x} seja uma fun¢io derivivel e dada implicitamente pela equagio

xy2+y+x=l.

—1—[f(0)71

em todo x € D-com 2x f{x) + 1 # 0.
24 (x) + 1 4 4

Mostre que f'(x) =
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. = . N . . - 5 2 -
2. Determine uma fun¢io y = f (x) que seja dada implicitamente pela equagdo xy™ + y + x = § 1h ddx
! mente, vamos olhar para dx como um acréscimo em x e, em seguida, procuraremos uma in-

terpretagdo para o acréscimo dy.

dy ]
3. A fungdio y = f(x) é dada implicitamente pela equagio xy + 3 = 2x. Mostre que x — =2 — ¢
ungio y = f(x) phcitamente pela equagao xy q 4 ¥ Sabemos que f'(x) € o coeficiente angular da reta tangente T, no ponto (x, f(x)), e que

X

dv
Calcule —
dx |x=2

Q’_ = f'(x). Se olharmos, entdo, para dy como o acréscimo na ordenada da reta tangente
dx

S dy
dy . . . ; i 2~
4. Expresse o em termos de x e de y, onde y = f (x) é uma fungio diferencidvel dada implicg T, corresp ondente ao acréscimo dx em x, teremos dx fio.

dx

tamente pela equagio iy | 7
a)xz—_‘,=2:4 b))'§+x2y:x+4 ﬂ:ff(x):t @
Oxy+2y=3 )y ty=x dx g
X +4y7 =3 Dy +y=x R
9y ey =0 0 4y =2 o ]
. Dxe +xy =3 Ny +inE+yh=4 dy = F(0) dx Y =f 4o ____dey
NSy +cosy=uxy m)2y +seny =x Y 1
- —1 o : dx | _
5. A fungdio y = f(x), y > 0, € dada implicitamente porx + 4) = 2. Determine a equago u x ¥ dx x
reta tangente ao gréfico de £, no ponto de abscissa 1. : Observe que '

Ay =flx+dx) — f(x)

¢ o acréscimo que a fungo sofre quando se passa de x ax + dx. O acréscimo dy pode entéo
ser olhado como um valor aproximado para Ay; evidentemente, o erro “Ay — dv” que se
comete na aproximagao de Ay por dy serd tanto menor quanto menor for dx.

Fixado x, podemos olhar para a funrgdo linear que a cada dx € R, associa dy € R, onde
dy=f })? ;ix. Tal fungio denomina-se diferencial de f em x, ou, simplesmente, diferencial
dey = f(x).

EXEMPLO 1. Seja y = %%, Relacione Ay com dy.

2 2
. x ;
6. Determine a equagdo da reta tangente & elipse — + 2—2 =1, no ponto {(xg. ¥o). Yo ¥ 0.
a

7. Verifique que ygr +xqy = 2 é a equagiio da reta tangente & curva xy = 1 no ponio (xg, ¥p), %5 >
Conclua que (xg, yp) € 0 ponto médio do segmento AB, onde A e B sfio as intersegdes da ref 14
tangente, em (xy, yg), COM 0§ eixos coordenados. 9

8. Suponha que y = f(x) seja uma fungéo derivdvel dada implicitamente pela equagio y + ny * ‘:;
x = 4. Suponha, ainda, que 1 € Dy .

a) Calcule f(1).
b) Determine a equagfo da reta tangente ao grifico de fno ponto de abscissa 1. Solucdo
2 2 3 dy -
9. A retatangente A curva x 3 4 y3 =1, noponto (xg, Yo)» X = O € yp > 0, intercepta os ciXos dx = ) 2x.
X ey nos pontos A4 ¢ B, respectivamente. Mostre que a distincia de A e B nio depende de . . ,
yg)} p P q P (xo’f Assim, a diferencial de y = x° é dada por
10. A reta tangente i curva xy — #=1no ponto (xg, yg). X > 0, intercepta o eixo y no ponto B : dy = 2x dx.
Mostre que a drea do tridngulo de vértices (0, 0), (xp, yp) e B nao depende de (xg, ¥p)- 7 Por outro lado
E _ 2
11. A fungiio y = f(x) é dada implicitamente pela equacio 3y2 + 2xy — x* = 3. Sabe-se que, para3 Ay = (x + dn)

todox € Dg, fx) > ) ¢ que fadmite uma reta tangente T paralela dreta Sy —x = 2. Determinef
T. :

dy
dx

7.14. INTERPRETACAO DE
DIFERENCIAL

COMO UM QUOCIENTE.

x+dxPl1———f ——

| I-Ay —dy
Ay | -
1 ! d
x? - =

TR

d . . . 3
Até aqui, ?d% tem sido visto como uma simples notago para a derivada de y = f(x). 03

Lo dy , . o <o g
que faremos a seguir € interpretar E) como um guociente entre dois acréscimos. Iniciakg
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ou seja, EXEMPLO 3. Utilizando a diferencial, calcule um valor aproximado para o acréscimo Ay

2 f neac =X SOf[e quaﬂdo se paSSa de x=1 a 1 dx =1 ”()] . (:alcule QO EITo.
3 ue a (1) ¥ 3

e, portanto, Ay — dy = (dx)z . Observe que, quanto menor for dx, mais proximo estard dy § Solugdo

Ay, . . s . d
A diferencial de y = x°, em x, é:
EXEMPLO 2. Seja A = 77, Calcule a diferencial de A = A (r). Interprete. dy = 2x dx. +do?l———
Solugdo Emx = 1 ol 3”-}” = 2dx
dA [
d— = A’(r) = 277, dy = 24x. i ‘:
’ / 1 \ x
A diferencial de A = m ¢ dada por Como dx = 0,001, resulta que 1+dx
dA = 2qrdr. dy = 0,002

Interpretacdo ¢ um valor aproximado para o acréscimo

2 _ 42
2. 3 3 _ . E Ay = (1,001)" — 1°.
A = 7" & a férmula que nos fornece a drea de um circulo em fungio do raio r; dA = 2mr ff
¢ entdo um valor aproximado para o acréscimo AA na drea A correspondente ao acréscimg

d O erro que se comete na aproximacio Ay = dy é igual a2 0,000001. Observe que
rem r.

1+ dy = 1,002 € um valor aproximado para (1,001)2, com erro igual a 1078, [ |

EXEMPLO 4. Utilizando a diferencial, calcule um valor aproximado para /1,01. Avalie
0 erTo.

Solucao
r+ dr

Ty
-

Primeire vamos calcular dy para

x=1ledx =001 / i
1

Consideremos a funciio y = +/x. Ay f T Ty
|
|
|

Temos: Thd
i dy = 1 d
Observe que AA ¢ a drea daregido hachurada e que d4 = 277 dr é a drea de um reténgulg3 Y= 207 *
de comprimento 27rr (277 € o comprimento da circunferéncia de raio r) e altura dr. Vamos§
calcular o erro que se comete na aproximacio 3 Emx =1,
@ AA = 2qr dr. dy = % dx
Temos

Portanto, dy = % = 0,005 paradx = 0,01. Assim, 1 + dy = 1,005 € um valor aproxima-

do (por excesso) de +/1,01. Como 1,004 & um valor aproximado por falta (( 1,004)2 < 1,01)
segue que

AA = 7(r+drY’ — m’ = 2ardr + w(dr)?
dai
AA — dA = w{dr).
JT,0T = 1,005

Deste modo, o erro que se comete na aproximagio Méigualaw (dr)z, que ¢ a drea d ' ‘ ‘
com erro, em moédulo, inferior a 0,001. [ ]

um circulo de raio dr.




TR
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Exercicios 7.14

L. Calcule a diferencial.

a)y:x3 b)y=_r2~2x

Ay =
x + 1

2 Sejad = 1>0.

«) Calcule a diferencial.

b) Interprete geometricamente o erro que se comete na aproximagio de AA por dA. (Olhe p “

A = F como a férmula para o cdleulo da drea do quadrado de lado 1)
4
3. Seja v = -3— n'rS, >0,

a} Calecule a diferencial.

b) Interprete geometricamente 4V, (Lembre-se que V' ¢ o volume da esfera de raio re que 4

€ a drea da superficie esférica de raio r.)
4. Sejay = P

a) Calcule a diferencial.
b} Caleule o erro que se comete na aproximacio de Ay por dy. Interprete graficamente.

7.15. VELOCIDADE E ACELERACAO. TAXA DE VARIACAO

Suponhamos que uma particula se desloca sobre o eixo x com fungdo de posigio x = f
Isto significa dizer que a fungéo f fornece a cada instante a posi¢io ocupada pela partic
nareta. A velocidade média da particula entre os instantes 7 e 7 + Ar é definida pelo
SO+ Ay~ F)

ente

instantes re 7 + Ar. A velocidade da particula no instante ¢ é definida como sendo a deri
da (caso exista) de fem ¢, isto &

dx
vie) = — =f(n.
0] o o
Assim, pela definigio de derivada,

v = lim LUTAD- SO
Ar—0 Ar

A aceleragdo no instante s ¢ definida come sendo a derivada em 7 da funggo v = v (9):.§

ay= W4
dr di?’

quoCcH
A , onde Ax = f(t + Ap) — f(1) é o deslocamento da particula entre ‘
Ar
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pela definigdo de derivada,
+ A — v(t
a(= lim 4807
Ar—0 A

Vit + Ar) — v(r)
Az

O queciente ¢ a aceleracfio média entre os instantes e 7 + Ar.

EXEMPLO 1. Uma particula move-se sobre o eixo x de modo que no instante 7 a posigio
yédada por x = £, 1 = 0, onde x € dado em metros e ¢ em segundos.

) Determine as posicdes ocupadas pela particula nos instantes t = 0, =l et = 2.
b) Qual a velocidade no instante £?

¢) Qual a aceleragdo no instante 77 i

) Esboce o gréfico da fungdo de posigio.

Solugdo

a)

;‘
OIR

el S =
(¥~ Ny
I+

b éir— = 2¢. A velocidade no instante ¢ € v (r) = 2r (m/s).
dt

2
) Sx_d 2. A aceleragdo no instante 1 é
dr?
a(r) =2 (mhs?)
A aceleraciio é constante e igual a 2.

dy « &

-
H

|
|
|
1
i
|
:
1 2

EXEMPLO 2. Uma particula move-se sobre o eixo x de modo que no instante ¢ 4 posigdo
x€dada por x = cos 3¢, ¢ = 0. Suponha x dado em metros e f em segundos.

. T T
@) Determine as posi¢es ocupadas pela particula nos instantes 1 = 0, ¢ = rE t= 3
s 27
= —et= —.
2 3
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3 &

5) Qual a velocidade no instante ¢?
T dr

¢) Qual a aceleragdo no instante ?
d) Esboce o grifico da fungiio de posigio.

Como = 6x. Como x = 4 parat = 1, resulta

Solugéo Z,—: t=1, = 24 (cm/s).
%) ! z Deste modo, para x = 4, a velocidade da ordenada y serd 24 (cm/s).
1?/6 {1) -1 Q 1 Seja a fungio y = fx). A razao St ix; S € a taxa média de variagdo de f
:g _,; /k .l — : entre x € X + Ax. A derivada de f, em x, € também denominada taxa de variacdo de f, em x.
LN =3 =4 t=0 Referir-nos-emos a % como a taxa de variacdo de y em relacdo a x.

A particula executa um movimento de “vaivém” entre as posicdes —1 ¢ 1. Seja Ay = f(x + &x) — f(x); para Ax suficientemente pequeno

b) % = —3sen 3t ouv (f) = —3 sen 3t (m/s). Ay = f'(x) Ax.
d2x Assim, para Ax suficientemente pequeno, a variagdo Ay em y € aproximadamente f' (x)
c) P = —=9cos 3roua(r) = -9cos 3¢ (m/sz). vezes a variagdo Ax em x. -
t

EXEMPLO 4. O raio r de uma esfera estd variando, com o tempo, a uma taxa constante de

Observe que a aceleragéo € proporcional & posi¢do, com coeficiente de proporcionaiidade_: 5 (m/s). Com que taxa estar4 variando o volume da esfera no instante em que r = 2 (m)?

o odix
—9, isto &, ﬁ = —Ox. Solugdo
. . dav 4 5
o) * Seja t o instante em que r = 2. Queremos calcular ? fe g Sabemos que V = gfrr .
Pela regra da cadeia 0
T S __
AN W _avar
— i —f— dr dr dt
1 1
MU \'J r
NN como Y. = 4m2 & 5, resulta
dr
EXEMPLO 3. Um ponto move-se a0 longo do grifico de y = x% + 1 de tal modo que asua : av _ 072
abscissa x varia a uma velocidade constante de 3 (em/s). Qual €, quando x = 4 (cm), a ve- 7 dr
locidade da ordenada y?
dv .
Solugdo Parat = 1, v = 2; logo, ; =1, = 80 (m3/s). No instante em que r = 2, 0 volume
estard variande a uma taxa de 807 (m3/s). u

Fagamos, por um momento, x = g (1) e seja £, 0 instante em que x = 4, isto &, g (ip) = 4.
EXEMPLQ 5. Um ponto P move-se sobre a elipse 4% + y2 = 1. Sabe-se que as coordena-

- . . . .ody
O que se quer entio & a velocidade da abscissa y no instante fp, Ou seja, — - das x (#) e y(z) de P sdo fungdes definidas e derivéveis num intervalo /. Verifique que

dt |t =1g* 3

-2 e
Como y = x” + 1, pela regra da cadeia, dy _ 4x dx

dt y dt

¢mtodo s € I, comy (£) # 0.
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Solucéo Erercicios 7.13

2,:20_

i [4x2 + yz 1= i (. 1. Uma particula desloca-se sobre o eixo x com fungdo de posiciox = 3 + 2r — ¢
di dt a) Qual a velocidade no instante 1?

by Qual a aceleragio no instante 7

¢) Estude a variagio do sinal de v (1),

dy
e dy Esboce o grifico da fungdio de posigiio.

2, dy
y _:2 s
O)dt )d:

d d dx d d
Como — (4x2) = — (4x2) g 0’2) -4
dt dx dr dt  dt dy .
2. Uma particula desloca-se sobre o eixo x com fun¢iio de posicio x = 5 t+ 1,120,

resulta _ ) _
a) Determine a velocidade no instante £

b) Qual a aceleragdo no mstante 7
¢) Esboce o grafico da fungdo de posicio.

3. A posiciio de uma partgcula qlue se desloca ao longo do eixe x depende do tempo de acordo

¢, portanto, comaequagdox = —¢ + 3“ = 0.

a) Estude o sinal de v ().
b) Estude o sinal de a (z).
o Caleule  lim (= + 3.
=+
d) Esboce o grifico da funcio x = - +3% =20

. dx dx
4 Sejax=f(@m,t=0nlquef{O) =1, — >0¢e

emtodot €1, comy {r) # 0.

EXEMPLO 6. A funciio x = f(f), t € I, & derivdvel até a 2,* ordem no intervale aberto [

> 0 para t = 0. Como vocé acha que

seu grifico tem o seguinte aspecto ar?
deve ser o grafico de 7 Por qué?
| 5. A fungdox = f(1), 1 € I, é derivavel até a 2.* ordem no intervalo aberto [ e seu gréifico tem o
seguinte aspecto
f
1
Fl X
i
| f
I 1
| )
1
l f - !
[N — !
t
i J '
1 : -
-
t

O que € mais razodvel esperar que ocotra: f(1) < O em I ou f'(£) = 0 em I?

Solugdo
O que € mais razodvel esperar que ocorra: f'(#) = 0 ou f*(f) > 0 em {? Por qué?
Vamos pensar cinematicamente. A medida que o tempo aumenta, a particula, em in- §

; . . dx
tervalos de tempos iguais, percorre espagos cada vez maiores, o que significa que a velo- 3 6. Sejax = f(), 1= 0, tal que f(0) = 1l e (1) = 2. Suponha, ainda, que o > Oparat >0,

cidade estd aumentando, logo, € razodvel esperar que a aceleragiio seja positiva em 7, ou seja, § P a2y
ffin=0eml 3 ey < QOparal<t<le -7 > 0 parat > 1. Como vocé acha que deve ser o grédfico de /7
¢ t
Por qué?

7. Sejaf () = £ + 32,

a) Estude o sinal de f'(2}.
b) Estude o sinal de f"().

¢)Caleule lim (F +3%)e lim (& + 3.
t—> 4o t— -

d) Utilizando as informagdes acima, esboce o grifico de f.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Sejaf(n = 5 !
I3
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16. Uma escada de 8 m estd encostada em uma parede. Se a extremidade inferier da escada
for afastada do pé da parede a uma velocidade constante de 2 (m/s), com que velocida-
de a extremidade superior estard descendo no instante em que a inferior estiver a 3 m da parede?

+4

a) Estude o sinal de £'(1).
b) Estude o sinal de f"(s).

17. Supenha que os comprimentos dos segmentos AB e 08 sejam, respectivamente, 5 cm e 3 cm.

1 . .
Suponha, ainda, que f esteja variando a uma taxa constante de E rad/s. Determine a velocida-

i
c) Calcule lim

T
e lim . de de A, quando # = — rad.
fote 244 poam (244 2

d) Utilizando as informagbes acima, esboce o grifico de r ;7

. A posi¢do de uma particula que se desloca ao longo do eixo x varia com o tempo segundo g4
s Yo —kt 5 - i 1 8
equagio x = T (I —e ™), ¢t==0,onde vy € k 530 constantes estritamente positivas.
. . 3 5

a) Qual a velocidade no instante 7

by Com argumentos fisicos, justifique a afirmagio: “a fungiio ¢ estritamente crescente”. o 4

) Qual a aceleragdo no instante 1?

d) Com argumentos fisicos, justifique a afirmagdo: “o grifico da fungdo tem a concavidade 0 x, 0) *

voltuda para baixo”.

18. Enche-se um reservatério, cuja forma € a de um cone circular reto, de dgua a uma taxa de 0,1
m?¥s. O vértice estd a 15 m do topo ¢ o raio do tope é de 10 m. Com que velocidade o nivel &
da dgua esté subindo no instante em que h = 5 m.

) Caleule  lim <L () — o4,
t 4k

1) Esboce o grifico da fungio.

A equagdo do movimento de uma particula que se desloca ao longo do eixoxéx = ¢ sen 1,
t=0.

a) Determine a velocidade e a aceleragiio no instante /.
byCalcule lim e ‘sentz.
t— to

¢) Eshoce o grifico da fungio. 1sm

d) Interprete tal movimento.

Um ponto P move-se sobre a pardbola y = 3x2 — 2x. Suponha que as coordenadas x (f) e y(@® .

. e dx . . N
de P sdo deriviveis e que =" # 0. Pergunta-se: em que ponto da pardbola a velocidade da 2 19. O ponto P = (x, ¥) estd fixo & roda de raio 1 m, gue rola, sem escorregamento, sobre o eixo x.

O éngulo 6 estd variando a uma taxa constante de 1 rad/s. Expresse as velocidades da abscissa
e da ordenada de P em fungdo de 6.

t
ordenada y de P & o triplo da velocidade da abscissa x de P?

1
Um ponto P move-se ao longo do grifico de y = de tal modo que a sua abscissa x
P £ 2 +1 q ¥

X
varia a uma velocidade constante de 5 {m/s). Qual a velocidade de ¥ no instante em que x = 10 m?

d
Um ponto desloca-se sobre a hipérbole xy = 4 de tal modo que a velocidade de y é d_y =5
t
d2 2
B constante. Mostre que a aceleragio da abscissa x é d—zx = !;— +3,
t

Um ponto move-se ao longo da elipse o+ 4-y2 = 1. A abscissa x estd variando a uma veloci-

X
dade E = sen 4. Mostre que

dt 20. Um ponto P move-se sobre a pardbola y2 =x,x> 0ey>0. A abscissa x estd variando com

uma aceleragio que, em cada instante, é o dobro do guadrado da velocidade da ordenada y.

dy _ _xsen 4 Mostre que a ordenada estd variando com aceleragéo nula.

b) dzy _ sen? 47 + 16/0)2 cos 44

di 4y di? 163

21. Dois pontos P e @ deslocam-se, respectivamente, nas eixos x e y de modo que a soma das
L a2 2 dx distincias de P a R ¢ de R a @ mantém-se constante e igual a e durante 0 movimento, onde
Um ponto move-se sobre a semicircunferéncia x° + ¥~ =35,y = 0. Suponha — > (. Deter- R = (0, ) & um ponto fixo. (Veja figura.)

mine o ponto da curva em que a velocidade de y seja o dobro da de x.
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b | EXEMPLO 1. Sejaf(x) = x*> — x. Determine as equagdes das retas tangente e normal no
____|~& ponto de abscissa 0.
¥
h Solugdo
¢ty £ Reta tangente no ponto de abscissa 0: rer !
< YO =10 & - 0) / .
1 X
Relacione a velocidade i‘i de ¢ com a velocidade j‘f de P. {j:’((x) =2x—1 = f(0)=-1. y=—x
dr dr
Substituindo na equacdo acima vem
7.16. PROBLEMAS ENVOLVENDO RETA TANGENTE E RETA 0= 1(x—0)
. - —0=- —OQ)ouy=—x
NORMAL A0 GRAFICO DE UMA FUNCAO Y * g
im,y=—xé aci q de abscissa 0.
Seja f uma fungio derivavel em p. Ja vimos que, por definigio, f'(p) € o coeficiente an Assim, ¥ 1 rea tatqu;gi(];si?gl;?é[l]Fangente a0 grifico de fno ponto de abscissa
gular da reta tangente ao gréfico de f no ponto de abscissa p e que Reta normal no ponto ae abscissa U
L — _ 1
y=fp) = e & —-p v ) = o (x— 0,
€ a equacio da reta tangente em (p, f (p)).
A reta que passa por (p, f(p)), e que é perpendicular  reta tangente acima, denomina-se 1 Como f(0) =0ef'(0) = —1, resulta
reta normal ao grafico de fem (p, £ (p)). Se f'(p) # 0, a equacio da reta normal no pontode 3
abscissa p serd y=x
y—fipy=— ?(1; (x — p). que ¢ a equagio da reta normal no ponte de abscissa 0. [ |

EXEMPLO 2. Seja f(x) = 2x + 1. Determine a equagio da reta tangente ao grifico de fno
Lembrete. Vocg aprendeu na geometria analitica que, se y = mx + ney = mx + e sdo ponto de abscissa 3.
retas perpendiculares, entfio os seus coeficientes angulares satisfazem a relagdo
. Solu¢do
=—1 = i

s o A equagio da reta tangente em (3, £(3)) &
y—fRA=f3x-3)

Assim, como f'(p) é o coeficiente angular da reta tangente em (p, f (p)), a reta normal,

. 1
neste ponto, terd coeficiente angular —,—) , desde que f'(p) # 0. Se f'(p) = 0, a equagio

da reta normal em {p, £ (p)) serd x = p. { f3=17
fl=2= f'(3)=2

; Y4 ; by Assim,y — 7 =2 (x — 3)ouy = 2x + 1, é a equacio da reta tangente em (3, f (3)).

L Observe que a reta tangente ao griafico de fem (3, £(3)) coincide com o grafico de /!

x=p

Observagio. A nossa definigiio de reta tangente ndo exige que a reta tangente “toque” a
S curva num tnice ponto. n

] ! reta normal / f | ;
: EXEMPLO 3. r é umareta que passa por (1, —1) e é tangente ao graficode f(x) = x” — x.

P

=¥

X I4 2

Determine r.
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Solugdo
Supondo que r seja tangente ao gréfico de Sem (p, f(p)), a equagiio de r serd
y—fpy=r1pyx—p

{f(p)=p3p
Flipy=3p% -1

3 2
& portanto, y = p~ + p = (3p” — 1) (x — p). O problema, agora, consiste em achar p. Comg

rpassapor (1, —1) (observe: x =1 =y = -1

1 =P Hp=0Gp* -1 - p)
ou

‘ 2%° —3pr=0

. 3
e, asstm, p = Qoup = 5 Portanto, a equacio de r serd

- 3 3 3
~f@O=F (0 (x—0 -fl=i=71= -=
¥ = £©) = £ (0) (x ~ 0) ouy f(zj f (Zj(x 2)
ou seja,
y:—xouyzzéx—z
4 4

Pelo ponto (1, —1) passam duas retas que sdo tangentes ao gréfico de f.

’4

f/ /o

—1h--Nt, -1

EXEMPLO 4. Determine a equagéio da reta tangente ao grafico de f(x) = X+ 3xe para
leladretay = 2x + 3.

Solucao

Supondo que a reta procurada seja tangente ao grifico de fno ponto de abscissa p, sua

equagao sera

Y= =@ x—p.
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Pela condigdo de paralelismo, devemos ter

ffp)y=20u2p+3=2

1 . "
g, portanto, p = = 5 A equacio da reta pedida serd entdo

()

y+i=2(x+l)
4 2

ou

ou 5¢ja,

1
=2x— —. .
y=2x 2

Exercicios 7.16

1. Determine as equacgses das retas tangente e normal ao gréfico da fungiio dada, no ponto dado.

a)fx) = x2 — 3x, no pento de abscissa ¢

b)f(x) = %”;, no ponte de abscissa 8

1
c)gx) = —5~» 1o ponto de abscissa 1
X
1 .
d) g (x) = x + —, no ponto de abscissa |
X

2. Sejaf(x) = »”. Determine a equagdo da reta que ¢ tangente ao grafico de fe paralela a reta

1
= —x 43
7T

3. Sabe-se que r é uma reta tangente ao grifico de f{x) = X+ 3xe paralela dretay = 6x — 1.
Determine r,

4. Determige a equagfo da reta que é perpendicular & reta 2y + x = 3 e tangente ao grifico de
flx)=x"—3x.

5. Sabe-se que r é uma reta perpendicular a reta 3x + y = 3 e tangente ao graficode f (x) = K.

Determine r.
6. A reta s passa pelo ponto (3, 0) e é normal ao grafico de f(x) = “no ponto (g, b).
u) Determine (a, b). b) Determine a equacdo de s.

7. Sabe-se que r é uina reta que passa pelaorigem e que € tangente ao grafico def (x) = P e
Determine r.
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]

8. Determuine todos os pontos {4, b) sobre a curva y = P T, 8x + 12 tais que a reta

tangente em (a, b) seja paralela & reta 8x — v + = 0 e P = *e
ange a, b) seja paralela d reta 8x — v+ = 0. Ny = 3
I) y (t2 + 1)2 2 + 4
9. Determine todos os pontos (a, b) sobre o grifico da funcio dada pory = 47 4 8 -4 - 1 x
tais que a reta tangente em {a, b) seja paralela ao eixo x. 1+ tg — 258 Jx
- Dy-Tn—— 2 m) g (x) =
10. Sabe-se que » € nma reta que passa pelo ponto (0, 2) ¢ que é tangente ao grifico de f(x) = x 3 1—t x
Determine r. & 2
i 1.2
4 . o xx = =
1. Determine a equagdo de uma reta, nio vertical, que passa pelo ponto (0, *) € que Seja nor- 4 my=e* 2 tg"x + Incosx
mal ao grifico de y = ¥ 3 : ——— 3
3 flfx+ 1+ x 1= 7 24 +3¥x) 2 —x)2
12. Determine todoxzos pontos (a, b) de R? tais que por {a, b) passem duas retas tangentes ao B4~ py= V — T Q¥ = ( At
fico de f (x) = x°. «/1—X*x/m x 3
« 13. Sejam A e B os pontos em que o grafico de f (x) = g ax, areal, 1ntercepla o0 eixo x. Deter- - Fs= 2% _g‘i s} f(x)=In 08 v x
mine o para que as retas tangentes ao grafico de f, em A e em B, sejam perpendiculares. 23I 403 1+ sen \f_
] _ 1
14. Determine 3 para que y = Bx — 2 seja tangente ao grafica de £(x) = x° — 4x. Hy=e 3 {cos 3x — sen 3x) uyy = 5 cmg Sx + Insen Sx

; 5fi - 2 L, 2 .
15. Sabe-se que r ¢ uma reta tangente aos gréficos de f(x) = —x“ede g (x) = — + x*. Determine r. 3 ) . = -z
* 2 : 3. Expresse & em termos de x e de y, onde ¥y = v (x)} € uma fungéo derivdvel, dada
dx

implicitamente pela equagio dada.

7.17. EXERCICI0S DO CAPITULO

a)y3+scnxy=1 e +xy=x
Yy =y cosy tycosx =2
1. Calcule, pela definigéo, a derivada da fungio dada, no ponto dado. Ay +x=y dy x Yy
4. Seja y = f (x) definida e derivavel fum %ntervalo contendo 1 e suponha que f seja
-i a)fx) = emp =2 bgx)= 2x+1lemp=10 dada implicitamente pela equagdo ¥y~ + x“y = 130. Determine as equagdes das retas
+1 A tangente ¢ normal ao grifico de f, no ponto de abscissa 1.
2
Yy = = = gt =
Oy S senmemp =1 D) = e emp =0 5. Determme uma reta que seja parzlela a x + y = | e que seja tangente a curva
: 2
x3fzsen—17 sex#0 Lyt yt=3.
g = ' emp=0 fHgx = \.“";-i +x emp =1 6. Determine uma reta que scja tangente a elipse X2+ 2}!2 = 9 e que intercepta o eixo
0 sex=l ¥ no ponto de ordenada %
aa ? =0 = x : x Y y Y
8y ~ cosx emp - hy= Vl+vx emp =1 7.Mostrequeareta—+L=2étangenteécurva — | +|—=—| = 2noponto
)y =x"emp = 1 (Sugestio. Veja Exemplo 3-6.3.) xp Yo x0 Yo

. (xg, ¥o)-
2. Calcule a derivada 0 N 3 3
8. Determine uma reta paralelaax + y = | e tangente A curvay” + xy + x~ = Oem um
1+ dx oz ! <0eyy<0.
ayy = 1+ Vx B)y = In(x + 1+9x2) ponio (xp, yp). com xq Yo
)y=ux 5"2 Ay =2+ senxy 9. Os lados x e y de um retingulo estdo variando a taxas const"f].mes de 0,_2 m/s e 0,1 mfs,
: -+ - respectivamente. A que tiaxa estard variando a drea do retdngulo no instante em que
sen x 5 n
e)y=In \f]__— pDx= ¢ sen3t x=1mey=2m?
—sen x
2 2 10. A altura # e o raio r da base de um cone circular reto estdo variando a taxas constantes
gs=tlh —- ! hyy= A _+ 1 de 0,1 m/s e 0,3 m/s, respectivamente. A que taxa estard variando o volume do cone
2 yxtl noinstanteemgue A = 0,5mer = 0,2 m?
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L. O volume V e o raio r da base de um cone circular reto estio variando a taxas cop

. dh 3
tantes de 0,1 7m’/s e 0,2 my/s, respectivamente. Expresse = em termos de r e
t
onde 72 € a altura do cone.

12. Num determinado instante, as arestas de um paralelepipedo medem a, &, ¢ (m) e, negd
instante, estdo variando com velocidades Vg: Vp € V. (10/s), respectivamente. Mog
tre que neste instante o volume do paralelepipedo estard variando a uma taxa d
v, b + avye + abv, (mB/s).

13. O aio r e a altura /& de um cilindro circular reto estio variando de modo a mante
constante o volume V. Num determinado instante i = 3cme r = 1 cm e, neste instantg
a altura estd variando a uma taxa de 0,2 cm/s. A que taxa estard variando o raio neste 5
tante? ]

14. Uma piscina tem 10 m de largura, 20 m de comprimento, 1 m de profundidade nas
extremidades e 3 ra no meio, de modo que o fundo seja formado por dois planos ing
clinados, Despeja-se dgua na piscina a uma taxa de 0.3 m°/min. Seja A a altura d
dgua em relagdo & parte mais profunda. Com que velocidade # estard variando no
tante emque 4 = 1 m?

ar 3
15. Num determinado instante § = T e estd variando, neste instante, a uma taxa de 0,01;

radianos por segundo (veja figura). A que taxa estard variando o an gulo @ neste ing- §
tante?

2m

. . . T do b
16. Com relagdio a0 exercicio anterior, supondo > < a < T, expresse y em termos *
t E

defe EQ
dr

17. Considere as fungdes dadas por y = ax’ e y = 2+ 1. Determine a para que 0s 2
grificos se interceptem ortogonalmente. (Os graficos se interceptam ortogonalmente A
em (xg, ¥p) se as retas tangentes dos gréficos, neste ponto, forem perpendiculares.)

18. Determine a para que as circunferéncias x°

+ y2 =le(x—a) + y2= 1 se intercep- 3
tem ortogonalmenite.

19. Mostre que, para todo «, as curvas y = ax?

ex’ + 297 =1se interceptam ortogonal--3
mente. 3
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20, Suponha f: B -» R derivivel e considere a fungdo dada por y = X f «+ 1.
dy ,
a) Verifique que E} =20+ 1)+ 23 R+ 1)

d / '
b) Expresse & em termos de f(2) e f'(2)

de|x=1

21. Seja ¢ a fungdo dada por ¢ (x) = x* + 1. Calcule.

a) &' (¢x)) b) (¢ (b (x)))
22. Calcule ¢ "(¢ (x)) sendo ¢ dada por
1
a) ¢ (x} = senx b)d)(l):;
A é () =InG+ 1) D)= e

23. Para cada ¢ do exercicio anterior, calcule (¢ (¢ (x)))'.

24. D& exemplos de fungdes ¢ que satisfazem a condigho ¢’ (¢ (x)) = (& (P (x)))', para
todo x no dominio de ¢.

25. Considere uma particula que se desloca sobre o eixo x com fungio de posigao x = cos 3.

a) Verifique que a aceleragfo é proporcional a posic¢do.
b) Calcule a aceleracio no instante em que a particula se encontra na posi¢io x =

N |-

26. Considere uma particula que se desloca sobre o eixo x com fungdo de posigdo

X = .
2r+1

a) Verifique que a aceleragio é proporcional ao cubo da posigio. B
b) Qual a aceleragio no instante em que a particula se encontra na posigiox = /77

27. Seja f: R — R derivdvel até a 2.* ordem e seja 4 dada por A (£) = f(cos 3).
a) Expresse £"(1) em termos de 1, f'(cos 3f) e de f"(cos 31).
1 1
b) Calcule k" [g) admitindo que f’ (EJ =def” (EJ =3.

28. Suponha que y = y (1) seja uma fungfo derivavel tal que para todo 1 no seu dominio

dy 2
a
d%y
a) Expresse 3 em termos de re de y.
t

b) Calcul d’y supondo que v (1) = 1
)acue?;:1 p quey .
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29. Seja y = y (x) definida ¢ derivavel num intervalo 7 e tal que, para todo x em I

i}1:x+seny.
dx

3
a) Expresse gx % emtermos de x e de y.

a,
b) Calcule ﬁ_g admitindo que y (0) =
dx” |x 4

=0

30. Sejaf: R — R derivivel aié a 2% ordem e tal que, para todo x,

10+ 47 = 0.

Mastre que, para todo x,

4 [f'(x)sen 2x — 2 cos 2x f(x) ] = 0.
dx

31 Sejam f: R — R derivavel aré a 2.* ordem e 4 dada por ki (x) = £ (£ (x)). Verifique .

que, para todo x, h"(x) = (£ (x)) (f'(x))2 ) ().
32. Considere o polinémio
PO =A0+ A1 (v = x) + 4y (x — xp)? + 4, = x>

onde A, Al Ay, A3 € xp 580 niimeros reais fixos. Mostre que

P ) =Pg)+ P'(xy) (x — xp) + Plxg) (c—xp? + L7 (x) (x

3
2 3 )

33. Considere o polinémio P (x)
fixos. Seja x;, um real dado.

@) Mostre que existem constantes Aps A1, Ay € Aj tais que
POy = Ao+ Ay (=) + 4 (x = 1) + Ay (x — PSS
(Sugestio: Facax = (x — Xg) + xp.)

b) Conclua que

@ Py=POp+p- (xg) (x — xg) + P—ﬂz(—;m—) (x— x0)2 + P—;X—O) (x— x0)3‘

(Dizemos que Mé o desenvolvimenio de Taylor do polinémio P (x) em poténcias de
X — XO.)

34. Determine o desenvolvimento de Taylor de P (x)

=x + o+ 3, em poténcias de
(x — 1),

=aptax+ a2x2 + a3x3 onde ay, @, a; e ay sio reais
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35. Genperalize o resultado do Exercicio 33.

2 " .
36. Determine o desenvolvimento de Taylor de P (x) = 3% x4 lem poténcias de
ax—2 bhx+1
37. Sejam P (x) e Q (x) polindmios tais que P (g} = 0, Q (xp) = 0 e @ '(xg) # 0. Mostre
que
im P _ P
im —-=—
roxp Q) 0'(xg)
(Sugesiao: Desenvolva P (x} e Q (x) em poténcias de x — xp e simplifique.)

38. Sejam P (x) e Q (x) polindmios tais que P (x) = P (xg) = 0,2 (xg) = Q' (xp) = 0
P(x) _ P"(xp)

" e lim m . Generalize.
€ Q" (xg) # 0. Mostre qu 0 0 07
39. Uiilizando os Exercicios 37 e 38, calcule.
100 4, — 3024
. x +x—-2 lim X ‘
@) xhgll _xég - x &) xlinl x1® —gx2 4 8¢
¥ +3x+4 i ¥ =2xFr2x—1
: i —— m -
9 vlgIlleO-O-BerZ x—1 x8 —6x% + 8x5 — 354

40. Sejam f'e g deriviveis em p e tais que f(p) = g (p) = 0. Supondo g "(p) # 0, mostre
que

i L0 _ L)
t=pglx) g (p

41. Utilizando o Exercicio 40, calcule.

2x—m _

lim A +1) b) lim et T 1
”)xinoxzﬂenx v T 2sen x +sen 6x —2

2 .

x+1 +3(x2 + sen 3x

x3x L x
c) lim 7\[ 5 4 lim % v
x—>—1 sen wx x=0 In(x=+x+1)

) ef-"z +x—1
e} lim

. sen (sen )
- — f lim — ( =
=0 e +x0 —1

x—=1i 2—\#§~{fx2

42. Seja f definida em R e derivavel em p. Suponha f'(p) > 0. Prove que existe r > 0 tal
que

FO>fpy em Ipp+r|
JWO<fp) emw Ip—rpl
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(Sugestdo: Lembre-se da defini¢io de derivada e utilize a conservagao do sinal.)

43.

44,

45.

47.

48.

49.

. Suponha f derivavel em [ a, b ] tal que f'(@) - f'(b)} > O e f(a) = f(b). Prove que'
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Seja f definida e derivdvel em R ¢ sejam « e b rafzes consecutivas de f. Mostre que 1
fa)-f' by =<0.

Suponha f derivdvel no intervalo I. Prove que se f for estritamente crescente em /,3
entdo f’ (x) = 0em I E

Suponha f derivavel em [a, b] e tal que f'(a) - f'(b) < 0. Prove que existe p em la, b[ﬁ_

tal que f(x) < f(p) para todo x em [a, b] ou f(x) = f{p) paratodoxem g, b]. Interprete3
geometricamente. E

existem X1, % € Ja, b[ tais que, para todo x em [a, b, f(x1) =< f(x) < f(x2). IHtBrpmlei
geomelrnicamente. :
Sejaf: R — R uma funcdo tal que quaisquer que sejam x e ¢

If ()~ fiyl=<lx—tl
Calcule f'(x).

Sejam fe g definidas em [¥, com g continua em 0, e tais que, para todo x, £ (x) = x g(x).'§
Mostre que f € derivavel em 0.

Suponha fdefinida em R, derivivel em 0 e £(0) = 0. Prove que existe g definida em ]
R, continua em 0, tal que f{x) = x g(x) para todo x.

]

FUNCOES INVERSAS

8.1. FUNCAO INVERSA

Dizemos que uma fungio f € injetora se, quaisquer que sejam s ¢ ¢ no seu dominio,
sFEI=F#10.

Observamos que se f for estritamente crescente ou estritamente decrescente, entdo f serd
injetora.

Suponhamos, agora, que f seja injetora e que B = Im f. Assim, para cada x € B existe um
iinico y € thal que f(y) = x.

Dy

Podemos, entdo, considerar a fungio g, definida em B, e dada por

g =y fy=x

Tal fungio g denomina-se fungdo inversa de f.

Observe que a fungio inversa y = g (x) é dada implicitamente pela equagio f(y) = x.

Se ffor uma fungio que admite fungio inversa, entio diremos que f é uma funcdo inver-
stvel. Observe que se f for uma fungdo inversivel, com inversa g, entfo g também serd in-
versivel, e sua inversa serd f.

_EXEMPLO 1. A funcio f{x) = x2, x = 0, é estritamente crescente em [ 0, + [, logo, f &
Inversivel. A sua inversa é a fungfio g, definida em [ 0, +o [ = Im f, e dada por

g =yefn=n=x
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Para expressar y em fungao de x procedemos assim:

Iloxoy=JF xERL).

fOy=xey

A inversa de f(x) = xz, x=0,éafungdo g (x) = +x, x = 0.
¢

[E

Os graficos de fe de g so simétricos em relagio dreta y = x. =
Observaciio. Suponhamos que f admita inversa g. Temos
(abEGeob=faea =g baes
ou seja,
(a.b) € Gre> (b ) E G
Quanda (. b) descreve o grifice de £, (b, @) descreve o grifico de g. Como (a, b) e (b, @)

sdo simétricos em relacdo i reta v = x, resulta que os graficos de f'e de g sfo simétricos em
relagio dretay = x.

EXEMPLO 2. A fungio f(x) = &', x € R, ¢ estritamente crescente, logo inversivel. Sua
inversa € a fungdo g (x) = ln x, x > 0, pois

Inx=yee& =x (xeyreais, comx > 0).
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A }

fo=¢
sy =x
Ve
Ve
1 Vd
P
Vi l
e 1 x
'
'
7
Vs

EXEMPLO 3. (Fungdo arco-seno). A fungio f(x) = senx, x € [f% %] ¢ estritamente

crescente, portanio inversivel, e sua imagem € o intervalo fechado [— 1, 1]. A inversade f¢é
a fungdo g (x) = arc sen x (leia: arco-seno x), x € [—1, 1], dada por

arc senx = y<»seny = x

comxi & {—1,1]ley &€ [*E W}.

272
¥
¥ JLL A I,
= 2 s¥=X
//y * Vs
1f---- - s/
7f 7
/I ! /:
e
_r ' ; 4 :
2 -1 1 | -1 1
T + L L T i -
1 1 I x | 1 X
H 2 1y
! “ : y L arc sen x
,71 _____ i J/
s 7
// e d___ 1 _Tl'_
s T T 2
Grificode f(x) =senx, x € *;?

o

EXEMPLO 4. (Fungdo arco-tangente). A funcio f(x) = tgx, x € :i -,

0|3

[, ¢ estritamente

2
crescente, portanto inversivel, e sua imagem é R. Sua inversa é a fungéo g (x)
dada por

arctgx,x € R,
arctgr=yotgy=x

ondexe Rey € ]*%

L]

|




—
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h) arc sen (—1)

1
£) arc sen ( EJ
i) arc sen (— ﬁ}
! 2

2. Verifique que

V3
Darctg —
) arc tg p

5 _ 2
a)cos (arc sen x) = /1 — x

3. Calcule.

b) cos [arc sen ?}

d) sec (arctg 1)

1
a) cos (arc sen E)

3
€) cos (arc sen (_TJJ

o m
¢) arc sen (sen x), onde —? = x = E

2
£) arc sen (sen ?WJ (Cuidado!)

. 5w
i) arc sen | sen T

h) arc sen (sen 37)

- - m T
Jarcsen (sen x}, onde x = 2kw + x, kinteirce x € |} 5 E}

iare tg (—~3)

)
m) arc tg ——?

b) sec (arctg x) = \fl + x2

¥4
Vi
| by =x r , Y=x
| L [ K
A 2 S ,—’If
I Al P arctg x
| 7 | :
_x! d (. |
2! |2 N } N
T \ x T x
| | |
| I
I // é t
: 7 | e
- I -k 4
//I | // _1
/ 1‘ | 2
P I i}
fey=wgxx€l-5 . 5[
Exercicios 8.1
1. Calcule.
1 V3
a) arc sen 1 b) arc sen 5 ¢) ar¢ sen —2—
dyarctg 1 eyarctg (—1) frarctg A3

T
f) arc tg (tg x), onde 7% < x < —2—

Fungdes Inversas

4. Seja f uma fungdo inversivel com inversa g. Mostre que

oo

N=]

. Qual a fungdo inversa de f (x) = *
x

a) f(g (x)) = x para todo x € Dg b)g(f(x)) = xparatodox € Dy

. Prove que a fungio f (x) = arcsen x, x € { —1, 1 ], & continua. (Veja Exercicio 12.}

. Prove que a fungdo f (x) = arc tg x, x € R, é continua. (Veja Exercicio 12.)

. Seja fdada por f(x) = .

«) Mostre que f € inversivel e determine sua inversa g
b) Esboce os graficos de fede g

1
. Qual a fungdo inversa de f(x) = —?
x

+1?

X'e*X

e
. Sgjafix) = ———.

2

a) Mostre que f é inversivel e determine sua inversa g
b) Esboce os graficos de fe de g

. Sejaf{x) = x + ¢". Mostre que ¢ inversivel e esboce os grificos de fe de sua inversa.

cente (ou estritamente decrescente), entdlo £ serd continua.

CSejaf(y=x+ e seja g sua inversa.

a) Prove que o dominio e a imagem de g 530 intervalos.
b) Prove que g € estritamente crescente.
c) Prove que g € continua. (Sugestdo: Utilize o Exercicio 12.)

cente ou estritamente decrescente.

219

. Seja fuma fungio cujo dominio e imagem sdo intervalos. Prove que se f for estritamente cres-

. Prove que, se f for definida, continua e injetora no intervalo J, entfo f serd estritamente cres-

8.2. DERIVADA DE FUNCAO INVERSA

Seja fuma fungfo inversfvel, com inversa g; assim,

f(g{(x)) = xparatodox € D,

Segue que para todo x € D,

[flgCepl =
[flgtxp] =L

1
=
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Se supusermos fe g diferencidveis, podemos aplicar a regra da cadeia ao 1.° membro g
equagio acima:

fllgx)g'n=1

ou

. _ 1
g = Fe o para todo x € D,

que € a formula que nos permite calcular a derivada de g conhecendo-se a derivada de f, ;,

Observacio. Observe atentamente as notagdes

fgyelflg Gl :

' (g (x)) € o valor que a derivada de fassume em g (x), enquanto [ f(g (x})|" = f' (g (g (x)
O proximo teorema conta-nos que, se f for inversivel ¢ derivdvel e se sua inversa g for

continua, entdo g sera derivdvel em todo p de seu dominio em que f'(g (7)) # 0.

Teorema. Seja fuma funcio inversivel, com fungio inversa g. Se f for derivéivel
em g = g (p), comf'(g) # 0, e se g for continua em p, entdo g serd derivivel em p.

Demonstragdo
g —glp) _ g —glp)  _ 1 x#p
x=p flgln = flgpy 10D~ flglp))” '

g(x)—g(p)

Fazendo u = g (x), pela continuidade de g em p, u — ¢ para x — p. Entio,

. glx}—glp) 1
R O A0}
u—4q
Como lim M = f'(g) = f'(g ()}, resulta
u—=q Uu—gq
; g —g(p 1
=1 = )
§ xgnp x—p figpn
Portanto, g é derivavelem p e g'(p) = ngl(pﬁ
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EXEMPLO 1. (Derivada do arco-seno). A funcdo arc sen € continua e é a inversa de

fo = senx, x € [—g g] Temos

1 B 1

® arc sen’y = — =
[(are sen x)  cos (arc sen x)

pojsf’:cosem ["_E’_"I} De
22

[cos (arc sen x)]2 -+ [sen (arc sen x)]2 =1
S —
x

segue

{ cos (arc sen x) ]2 =1- xz

|3
ml:]

e, portanto, cos (arc sen x)= N‘j 1 — x2, uma vez que arc sen x € [ - } Substituindo

em () resulta

1
arcsen’yx = ———, — 1 <x< 1.

\“ - X2

Ouiro processo para se obter a derivada de y = arc sen x. Esta fungio, como sabemos, €

T m -
dada implicitamente pela equacdo sen y = x, —— =< y =< —. Temos, entdo,

2
% [sen y] = % [x].

d
Dai, [cos v] ?é =1 e, portanto,

ﬂ: 1 ‘77<y<£,

dx  cosy 2 2
ou seja

d_ 1 gex<n

dx 1— x2

(Veja Exemplo 6 da Segiio 7.13.) [
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Vejamos como fica a formula de derivagio de fungio inversa na notago de Leibniz, G
¥ = g (x) ainversa da fungdo dada por x = f(y) (observe que sendo g a inversa de f, temd

¥y = g x) < x = f(v). Entio,

dy 1 1
=g x)m————— =
dx figx) dx
dy
ou
d _ 1
dx  dx
dy

onde dx (dx = f'(y) | deve ser calculado em y = g (x).
dy \ dy

Como exemplo, calculemos a derivada de arc tg na notacio de Leibniz:
y=arctgxerx=tgy,comx € Re —g <y< g

Entdo,

1 i 1

dy = =
secZy l+tgly 14427

dx

8~

EXEMPIL.O 2. Determine a derivada.

a)y = arc sen P
b) f(x) = x arc tg 3x.

Solugdo
1
a) & arc sen’ x> - (xz)’ = —
dx \“ - (x2)2
ou seja,

d 2 2x
— [arcsenx”] = S
dx \-‘Jlix“

d .
Poderiamos, também, ter calculado Ex}i da seguinte forma:

¥ = arc sen x onde u = x>

223
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dy d du 1
i = :{;{aresenu]- i ’TW.T - 2x
vI—u
o ou 5¢ja,
l dy  2x
dx \f] — x4

p) Como f (x) = x arc tg 3x vem:

f 0y =1"aretg 3x + x larc tg 3x]".

’ ! L 3
Mas, [ElTC tg 3X] = arc tg (3){.‘) . (3.)6) = WT)Z
Assim,
3x
"x) = 30+ ———. n
S (x)=arctg3x 17 942

Observacdo. A derivada de arc tg 3x poderia, também, ter sido calculada da seguinte for-
ma:

d d du
— tg 3x] = — [arc tg u] —, onde = 3x;
dx[arch] du[ g]dx

assim

1 3
[t 39 = 152 1+9x2

B =

[arctg 3x] =

Exercicios 8.2

1. Determine a derivada.
b) f (x) = arc sen 3x
d)y =arctg e

fry=arcsene

a}y =xarctgx
¢) g (x) = arc sen e

e)y = Jarctg 2x + 3)

3 sen 3x.
£)¥ = ¢ arc sen 2x h)y=——"
arc tg 4x
. . x arc tg x
i)y=x2earctg2x J)y=—g
cos 2x
_ e Tarctg e’
Dy=e 3X+1n(arctgx) m) f(x)= ——

tg x
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Vejamos come fica a férmula de derivaciio de funcio inversa na notacio de Leibniz. Seja .,
¥ = g (x) ainversa da fungdo dada por x = £ (v) (observe que sendo g a inversa de f, temog: E

¥ =g () < x = f{y). Entio,

D=1
a ¢ fltgix)y)  dx
dy

onde L[ dx _ SF(¥)| deve ser calculado em y = g (x).
dy \ dy

Como exemplo, calculemos a derivada de arc tg na notagéo de Leibniz;

T r
y=arctgx<r=tgy,comx ERe *E<y<5‘

Entiio,

dy I 1 1 1

E Tﬂ— seczy_l+tg2y_ 1+ x2°
dy

EXEMPLO 2. Determine a derivada.

a) y = arc sen 1%
by f(x) = x arc tg 3x.

Solucdo
a) EX = arc sen’ x* - (xz), = /—ml—f-
dx Vl _ (x2)2
ou seja,
i[arc:senxz]= 2x
dx Vl — x4 ’

d .
Poderfamos, também, ter calculado :ﬁ da seguinte forma:

¥ = arc sen u onde u = x°
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d 1
& _ 4 {arcsenu |- —u=_ﬁ - 2x
dx  du dx - u?
ou 5€j4,
dy _ 2x

de  1-xt

b) Como f(x} = x arc tg 3x vem:

S (x) =1 -arctg 3x + x [arc tg 3x]'.

. 3
Mas, [arc tg 3x]" = arctg’ (3x) - (3x)' = TG0t
Assim,
3
[ (x) =arctg3x + 1+19tx2' u

Observagiio. A derivada de arc tg 3x poderia, também, ter sido calculada da seguinte for-

ma:
d d du
— [arctg 3x] = — [arctg u] —, onde u = 3x;
T [arc tg 3x] o farctg o
assim
d 3 3
= T t = - = .
[arc tg 3x] T [arc tg 3x] [+ 2 5 0.2
Exercicios 8.2
1. Determine a derivada.
a)y =xarctgx b) f (x) = arc sen 3x
2
¢) g (x) = arc sen % dyy=arctgx
e)y =3arctg (2x + 3} Dy=arcsene”
3x A sen 3x
f ] y= Sl
g)y = ¢ arc sen 2x Y e g 4x
arc tg x
S 2 arctg 2y )y = x
proxe oy cos 2x
3 e ¥ arc tg eF
Dy=e "+ In (arc tg x) m) f(xJ:mtgx
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2.Sejaf(x) = x + ¢" e seja g ainversa de £. Mostre que g é derivivel eque g’ (x) =

(Sugestdo: Veja Exercicio 13-8.1.)

1
| + e&(x)”

3. Sejaf(x) = x + ¢ e seja g a fungiio inversa de f. Calcule g' (1) e g (1)

4, Sejafx}=x+1lnx, x>0

a) Mostre que f admite fungio inversa g, que g € derivdvel e que g'(x) =

&) Esboce os grificos de fede g

5. Sejaf(x)y=x+ .

-a) Mostre que f admite fungao inversa g
) Expresse g’ (x) em termos de g (x)
¢) Calcule g’ (0)

g(x)
L+ g(x)

c) Calcule g (1), g' (D e g"(1)

6. (Fun¢do arco-co-seno). Atungio f(x) = cos x, 0 << x < 7, éinversivel e sua inversa € a fungio

g(x)=arccosx, " l<x<l.

) Calcule arc cos” x
b) Esboce o grafico de g

m . . . P =
7. (Funcdo arco-secante). A fungio f{x) = sec x, 0 == x < — & inversivel e sua inversa é a funcio
4 2 C

g (x) = arc sec x, x = 1. Calcule arc sec’ x.

8. Verifique que.

d T ]
a)—xarctgxﬂ—z—ln(l+x2)}=arctgx
FR 2242
by — x—arcsenx+t \j'l—x2 = x2 arc sen x
de | 3 9
c)i[(er])arc g w’;_xf;]=arc ig Jx
dx
-
d L 2-—x 1
dy — | —— arc sen — (= 7
de | 2 x 2 x\¢12+4x74
d V27x +6x—1 (1—3)(] 1
— — 3 arc sen = -
o 6x x? 272 +ex 1
d ;'2 123 — %) t
— .A arc tg ==
\‘3( x—2) JCV‘SX*ﬁ*J(z

——

&Ih-

P

1 2 3 .
{—x(%f —2)44- 9x2 + = arc sen —x:|=x2 \‘"4*93'2
36 27 2

9

ESTUDO DA VARIACAO DAS
FUNCOES

9.1. TEOREMA DO VALOR MEDIO (TVM)

O objetivo desta se¢iio € apresentar o enunciado de um dos teoremas mais importantes
do cilculo: o teorema do valor médio (TVM), A demonstragio é deixada para o Cap. 15.

Teorema do valor médio (TVM). Se ffor continua em [a, b] e derivével em Ja, b[,
entdo existird pelo menos um ¢ em Ja, b[ tal que

o @ {0-s@

b4 =f () ou fB)—fla)=f ()& - a).

Geometricamente, este teorema conta-nos gue se s € uma reta passando pelos pontos
(a, f(a)} e (b, £ (b)), entdo existird pelo menos um ponto (¢, f(¢)), coma < ¢ < b, tal que

a reta tangente ao grafico de f, neste ponto, é paralela a reta 5. Como M &o

- b—a
coeficiente angularde se f'(c) o de T, %_M =

S o).

—a

) -

e —— - -

R --
[N Sp——
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Vejamos, agora, uma interpretagao cinemadtica para o TVM. Suponhamos que x = f(z) 1

seja a fungdo de posigio do movimento de uma particula sobre o ¢ixo Ox. Assim,

f&) — fla)
b—a
conta-nos que se f for contfnua em [a, b] e derivavel em Ja, 5[, entdo tal velocidade média

serd igual A velocidade (instantinea} da particula em algum instante ¢ entre a e b.
As situagdes que apresentamos a seguir mostram-nos que as hipéteses “f continua em
[a, B} e fderivdvel em Ja, B[ sfo indispensaveis.

sera a velocidade média entre os instantes ¢t = a e ¢ = b. Pois bem, 0o TVM

x *
S
1
' i
| 1
i I f@=rw) -
~ 1 ] 1

1 1 1

1 1 1

a r b ! '

fnéo é derivdavel em p; ndo fnio é continua em [a, b]; ndo
existe ¢ verificando (7). existe ¢ verificando (7).

Antes de passarmos a proxima sego vamos relembrar as seguintes definigSes. Sejam
fuma func¢io e A um subconjunto do dominio de f. Dizemos que f & estritamente crescen-
te {estritamente decrescente) em A se, quaisquer que sejam s € tem A,

s<t=f(s) <f(n) f (53 = £ (1))

Por outro lado, dizemos que fé crescente (decrescente) em A se, quaisquer que sejam s €
temA,

s<t=fl=f0 (f (s} = f ().

9.2. INTERVALOS DE CRESCIMENTO E DE DECRESCIMENTO

Como conseqiiéncia do TVM temos o seguinte teorema.

Teorema. Seja fcontinua no intervalo 1.

a) Se f' (x) > 0 para todo x interior a /, entio f serd estritamente crescente em 1.
b) Se f' (x) < O para todo x interior a /, entdo f serd estritamente decrescente em [.

Demonstracdo

a) Precisamos provar que quaisquer que sejam s e tem 1, s < t = f(s) < f (). Sejam,
entdo, serem/, coms <t

Estudo da Variacdo das Fungies
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Da hipdtese, segue que f € continua em [s, 1] e derivdvel em s, f[; pelo TYM existe

3 €15, { tal que
FO=f&) =F(x)¢ - 3.
Def'(x) > 0, pois x estd no interior de /, e de r — 5 > 0 segue
F@O—fis)>0 ou f(s)<fQ).
Portanto,
Vs, tELs<t=fis) <[

b) Fica como exercicio.
(Observacdo: x interior a f significa que x € 7, mas x nio é extremidade de 7.)

EXEMPLO 1. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento de
J= X — 2¢% + x + 2. Esboce 0 grifico.

Solucao
LI =3 —dx+ |
2 1
" —dx+1=0=x=1loux= 3
Entdo,
1
f'xy>0 em |-, 3 [eem]l, +oof
, 1
fi(x)<0 em ]5, 1[.
Iz * B , + (variagio do
i sinal de f')

e T

Como f ¢ continua, segue do teorema anterior que
P . 1
[ € estritamente crescente em ]—3<, E] eem[1, +of

. . 1
f € estritamente decrescente em [E’ 1].
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SN/

1

W= o

Antes de esbogar o grifico de f vamos calcular os limites de fparax — +®ex — —=.

. 2 1 2
lim [© -2 +x+2]= lim x3[1——+—2+_3}=+m
X X

x—=+= x =+ X

lim [x —2% +x+2]=—=
x>

Grdfico de | r4

x | f

-1 -2 H

0 2 i

1 2 !

158 : E

3 27 1 x

2
EXEMPLO 2. Seja f(x) = 1x+ 3 ; . Estude f com relagfo a crescimento e decrescimento.
X

Esboce o grifico.

Solucdo
Lo 3t 2x—1
PO = e

Como (1 + 3)c2)2 > 0 para todo x, o sinal de f' € o mesmo que o do numerador.

W+ l=0ox=—-loux= %
. + - + (variagdo do
f + : sinal de £}

i

S N/

wi= +
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P . 1
[ € estritamente crescente em ] —«, —1] e em [g, +w[

f € estritamente decrescente em |:— 1, 5}

Temos
1
Er 1_; 1
im 7 = lim =
x>+ 1+ 3x Xt i+3 3
2
X
. x2—x 1
lim =—.
xo—»14+3x2 3
Grd d.
rdfico de f "
*x f(X) 1
_____ 3
-1 l ——————— - - -h---—-—————==
2 : - g /
lp_1 ") . i 1 X
3 6 i
0 0
1 0

EXEMPLO 3. Determine os intervalos de crescimento € de decrescimento de

2
fx= 2x . Esboce o grifico.
x= =1
Solucdo
Di={xERIx# =1} =R - {-1,1}.
pen . —2x
1=
Entdo,
Ff(x)>0 em]—o,—1[eem ]—1, 0[
Fx)<0 em]0,1[ e em ]1, +oof.
r —_—
-1 0 1
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Segue que

f € estritamente crescente em ]—, —1[ e em ]—1, 0]
f é estritamente decrescente em [0, 1[ e em ]I, +-o¢[.

4 » - RN
f f f I
-1 0 1

Cuidado: fnio é estritamente crescente em ]—3=, 0]

Temos
- 2
Hm = lim =1
xo+2 x*—1 xo+4= 1 o
x2
2
lim —i—=1.

xo—x x-—1

Os limites laterais de fem 1 e — 1 fornecem-nos informag¢des sobre o comportamento de
fnas proximidades de 1 ¢ —1. Vamos entiio calculd-los.

2 2
lim —— = i SOV N
=1 x—1 xo1rx—1 x+1 2
. 2 1
Im 3 =—0:—=—
x=1 X -1 2

2 2
lim X = lim 1 - = +ao(_l} =0
xer—1* x2—1 x5-1 x+1 x—1 2

. x? [ 1)
lim =0 ——|=+0o,
xo=-1- x2 =1 2

Y&
! |
Grdfico de f : :
I
i
I "
R & SN B
X fix) ————}"—_'r————j——f——-——
0 0 ! ] 1 : I
L ! L I -
2 hd -2 -1 2 x
3 | I ‘
|
I
L d | |
3 | :
i
: i
|
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EXEMPLO 4. Syponhaf" (x) > 0 em Ja, bl ¢ que existe ¢ em ]a, b[ tal que f' (¢) = 0.
prove que f € estritamente decrescente em Ja, c[ e estritamente crescente em |c, .

Solucdo
f' é estritamente crescente em |, b[, pois, f ' (x) > 0 em la, b[. Assim,

Fi< fc)=0 em }a,c[
{f'(x) > f'{c)=0 em]c, bl.

Segue que

f ¢ estritamente decrescente em Ja, ¢[
f é estritamente crescente em ]c, b[.

f

A - / = F =0

EXEMPLO 5. Prove que g (x) = 8% + 30:¢% + 24x + 10 admite uma tinica raiz real a,
com—3 < g << —2.

Selucdo
Vamos estudar g com relagfio a crescimente e decrescimento.

¢’ (x) = 24x% + 60x + 24

245 +60x + 24 =0 x= —2oux = _%

r + - +
4 + }
~2 _1
2
g } }
-2



232 Um Curso de Cdlculo — Vol. |

1 9 . 1 . b
Como g (—E] = 5 > 0, g estritamente decrescente em [—2, —E} € estritamente 4

1
crescente em [——2— +00[, segue que g {x) > 0 para todo x = —2. Por outrc lado, como

lim g (x) = —«e g estritamente crescente em ]—o, —2], resulta que g admite uma uni-
x—=—o
ca raiz neste intervalo. Tendo em vistaque g (—3) = —8 e g (—2) > 0, segue que a lnica

raiz esté contida no intervalo [—3, —2].

9/2

M pmmm————

)
\\:‘:
I

EXEMPLO 6.
a) Mostre que, para todo x = 0, ¢ > x,

2

b) Mostre que, paratedox = 0, ¢* > %

X
c) Concluade (b) que lim £ = +=.
x—=+x X

Solucdo
a) Consideremos a fungdo £ (x) = ¢* — x, Temos
f) = 1.
Se provarmos que f é estritamente crescente em [{), +oc[, seguird que, para x = 0,
F—x=1>0 ou e >x
Comof' (x)=¢" — 1,parax >0

f =0

e, portanto, f € estritamente crescente em [0, +co,
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2
b)Sejag(x) =¢ — iz— Temos

g xy=¢—x

Pelo item (a} ¢’ (x) = 0 para todo x > 0. Assim, g (x) ¢ estritamente crescente em {0, +[;
como g (0} = 1, segue que para todo x = 0

2 2
x x

& — — >0 ou &> —,
2 2

¢) Pelo item (b), para todo x > 0

e* X
X 2
. X
Como lim = =+, resulta
x—tx
e
. e
lim — =+,
x—+w X
Para x — 1%, € tende a + mais rapidamente que x. [

Vamos mostrar, a seguir, que, para x— +,, ¢* tende a + mais rapidamente gue qual-
guer poténcia de x.
Seja a > 0 um real dado. Observamos que

’,—\u
* =)
. ea i e . ot
lim — = lim —— = lim — =+
x>t X x—+tw X u—+x ou
o
s
Temos, agora,
i 24
X
. € . e .
lim — = lim |—| = lim u®=4e
xo o x% ot [ X >

Assim,

X
lim —=+®2{a>0

x> +w X%

Para x — +, e tende a + mals rapidamente que qualquer poténcia de x.



234 Um Curso de Cdlculo — Vol. 1

EXEMPLO 7. Suponha g derivivel no intervalo aberto I = |p, g[,com g’ (x) > Oem ], etal

que lim g (x) = 0. Nestas condicdes, prove que, para todo x em J, tem-se g (x) > 0,
x—=p*

Solucdo

Consideremos a fungdo G, definida em [p, ¢f e dada por

_[gx) sex €Elp gl
G(x)*{o se x = p.

Como g é derivdvel no intervalo aberto 7, g € continua neste intervalo. Logo, G ¢, também,
continua em . Por outro lado

lim G(x)= Iim+ gx)=0=G()

x—=p x—=p

ou seja, G é continua em p = 0. Logo, G é continuaem [p, g[. Parax €1 G '(x) = g' (x) > 0.
Pe G (py = 0, segue G (x) > O paratodo x € I, on seja, g (x) > O paratodox € I ]
Na Secéo 9.4, vamos estabelecer as regras de L' Hospital, que sdo ferramentas poderosas

. . - . . . 0 w

e que se aplicam ao cdlculo de limites que apresentam indeterminacdes dos tipos 0 e —.
oo

Para demonstrar tais regras, vamos precisar dos dois exemplos que apresentaremos a se-

guir.

EXEMPILO 8. Sejam fe g duas fungdes derivdveis no intervalo aberto I = | p, g [,comg' (x) >0
em /, e (ais que

lim f{x)=0¢e lim g(x)=0.
x—=p'

x—=pt

f

¢
Suponha, ainda, que existam constantes e e § tais que, para todox € I, a < LE)) < B
g'(x)

Nestas condicdes, mostre que, para todo x em [, tem-se, também,

A
g(x)

Solugdo

Pelo exemplo anterior, temos, para todo x € I, g (x) > 0. Por outro lado, para todo xem J,

<f—,(i)<3:>ag'(x)<f’(x)<ﬁg’(x).
g'(x)

Segue que, para todo x em J,

® ag ') —f (<0

Estudo da Variagdo das Fungoes 235

e
@ Bg' O —f" x=0.

De Jlag@-fm1=0, E)m* [Bgx)—fx)]=0,ede(De @ segue
x> p

li
x—>p
ag(x) —fX)<0 e Bgx)—fx)>0

para todo x em I. Logo, para todo x em /[,

a<ﬂ~x—)~<,8, [ ]
g{x)

EXEMPLO 9. Sejam fe g deriviveis no intervalo aberto f = Jm, p[,com g'{x) > Oem |,
e tais que

lim f(x)=+®e lim g(x)=+ox.
xX—=p- x-»p’

[ s
¢

g'(x)
Nestas condigdes, mostre que existem constantes M, N e s, com s € ]m, pl, tais que, para

todo x € Js, pl,

Suponha, ainda, que existam constantes « € 3 tais que, para todoxem /, a <

i + o< M < B+ L
g{x) g(x) g{(x)
Solucdo
De lim g (x) = +o segue que existe s € Jm, p[ tal que, paratodo x € s, p[, tem-se

x—p”
g (x) > 0. Por outro lado, para todo x € {, tem-se

ag' () —f <0

Bg'—-fn=0
Segue que, para todo x & s, p[, tem-se

ag@ —f@ <agis) —f(s)

Bg(x)—f(x)>Bgls) —f(s)

Fazendo M = f(s5) — a g (s), N = f(s) — B g (s) ¢ lembrando que g (x)} > 0 em [/, resulta,
para tode x € s, pf,
M +a<mf(x)< +—-N. n
g(x) g(x) g{x)
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Exercicios 9.2

1. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento e eshoce o

isto todos os limites necessarios).
afix=x -3+ 1

cfx) =x+ 1
X

e)y =x+ L
3 2
Yx =

& 1++¢2

Nx=2-¢"

DfG) = e — ¢
2 —x2 4t

nfx) =
X

Mg =xe
N =

X

1
Df = =%

X

~

amplitude 1 que contenha tal raiz.

~ 2 Al o . .
3. Prove que a equagio Pl —srl= 0 admite trés raizes reais distintas. Localize tais raizes.

4. Determine a, para que a equagiio

PIfn) =% + 2% + x + |

1
dy=x*+ —
X

AFD =38 — 50

£2
hx=
) 1+ 12
, 2
Ny=¢e?*
1
m)gt) = et
3x% + 4x
o fw = —=—==
1+ x

OF = =3t — a2
x2*x+] )
2(x-1)

5glx) =

Wegx =x—¢

s 2 - P . . .
. Prove que a equagido 2 = 3x + 6 = 0 admite uma tinica raiz real. Determine um intervalo de

x3+3x2—9x+a=0

admita uma tnica raiz real.

5. Calcule.

. e

a) lim -5

x>+ X

1

¢) lim xex
x—0t

. In x
e} lim —-
X—=tm X

6. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento e esboce 0 grifico (para isto, cal-

cule todos os limites necessarios).

X

afe =

X

X3

b) lim -—
x =+ e*
1
dy lim xex
x -0

X

f lim

x>+ Inx

byfix)=xInx

gréfico (calcule para
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gl = dg=x"x>0

2Inx
7. Seja

e X s x#0

flxy=

0 se x =0.

a} Calcule f' (0), pela definicio
b) Determine f '
¢) Esboce o grifico, calculando, para isto, todos os limites necessérios

8. Sejan = 2 um natural dado. Prove que ™ — 1 2 n(x — 1) paratodo x = 1.
(Sugestdo: Verifique que f (x) = [x* — 1] — n (x — 1) & estritamente crescente em [1, +[.)

9. Prove que, para todo x > 0, tem-se .

2
@) >x+ 1 b)ex>1+x+7

10. Mostre que, para todo x > 0, tem-se

x2 x3

aycosx > 1— — Msenx>x — —
2 3!

11. Mostre que, para todo x > 0, tem-se

%3 x3
a)ysenx<<xy— — + —
3! 5!

_ +3 - P

50 <<senx X 3 P

{Sugestdo: Utilize o item (b) do Exercicio 10 e o item (g) acima.)
12. a) Mostre gue, para todox > 0,

P xd x!

x—— + — — — <senx
3! 5! 7!

Generalize tal resultado.

13. Suponha que ftenha derivada continua no intervalo 7 e que £’ nunca se anula em 1. Prove que
[ ¢ estritamente crescente em [ ou estritamente decrescente em 1.
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14.

15.

16.

17

18.

19.
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Sejaf(x)=2x — x2 +3, xER,

a) Verifique que f' ¢ continua em R
b) Verifique que ' (x) # 0em R
¢) Tendo em vista que f' (0} > 0, conclua que f € estritamente crescente

(Sugestdo: Veja Exercicio 13.)

rre

Seja fuma funcdo tal que f
que f''(c) = f'(¢) = 0. Prove que f ¢ estritamente crescente em la, b[.

Supoenha f derivdvel no intervalo aberto I. Prove que, se f for estritamente crescente em 7, en-
tdo f' (x} = O para todo x em .

Suponha f derivivel no intervalo 7. A afirmacdo: “fé estritamente crescente em / se, e somente
se, ' (x} > 0 em I é falsa ou verdadeira? Justifique.

Suponha f derivivel no intervale /. Prove: ferescenteem I & f' (x) = Oem [.
(Lembrete: [ se diz crescente em I se quaisquer que sejam s e fem I, s < f = £ (5) < f(1).)
Sejam f, g duas fungdes derivaveis em Ja, b, tais que ' (x) < g’ (x) Vxem Ja, b[. Supo-

nha gue exista ¢ em Ja, 5[, com f(¢) = g (c). Prove que f (x) < g (x) parax > c e f (x) > 2
para x < ¢,

9.3, CONCAVIDADE E PONTOS DE INFLEXAO

Seja fderivivel no intervalo aberto / ¢ seja p um ponto de /. A reta tangente em (p, f{p))
ao grafico de fé

Y@ =rfp)x—p) ou y=f@)+f @ x—p.

Deste modo, a reta tangente em (p, f ()} é o gréfico da fungfio T dada por

TW=fpy+f" @ x-p).

Defini¢ao 1. Dizemos que ftem a concavidade para cima no intervalo aberto [ se

quaisquer que sejam x e pem [, com x # p.

f& =T

Yi ¥

b~

RN SR W
o

=Y

(x) > 0 para todo x em ]a, b[. Suponha que existe ¢ em Ja, b[ tal
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Definiciio 2. Dizemos que ftem a concavidade para baixe no intervalo aberto I se
F<Tx)

quaisquer que sejam x e pem [, comx ¥ p.

Definicéio 3. Sejam fuma fungioe p € Dy, com f continua em p. Dizemos que p ¢
ponto de inflexdo de f se existirem niimeros reais ae b, com p € la, b[ C Df, tal que
ftenha concavidades de nomes contrdrios em la, p[ e em lp, [.

Ya
¥ \
f [
T I
yd :l | f
I ) X » X
p é ponto de inflexdo de f p & ponto de inflexio de f
(ponto de inflexfo obiiquo) (ponto de inflexdo horizontal)

Teorema, Seja fuma fungio que admite derivada até a 2.* ordem no intervalo aberto 1.

a) Sef" (x) > 0 em [, entfio fterd a concavidade para cima em L.
b)Sef" (x) << 0em [ entdo fterd a concavidade para baixo em I.

Demonstracéo

a) Seja p um real qualquer em /. Precisamos provar que, paratodoxem I, x # p,
F@)>Tx
onde T (x) = f(p) + f" (p) (x — p).

Consideremos a fungiio g (x) = f(x) — T (x), x € I; vamos provar que g (x) > 0 para todo
xeml{, x #p.

Temos
fx)
T (x)

{g’(X) = f'(x) = T'(x)
T'(xy=f'(p)

N

dai

g =f - Exel
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Como " (x) > 0 em I, segue que f* € estritamente crescente em J. Entdo,

g'(x)>0 parax>p
g'(x) <0 para x < p.

Segue que g € estritamente decrescente em {x € /1 x < p} e estritamente crescente em
{x&Ilx>p}. Como g (p) = 0, resuitado

g =0
paratodoxem/, x # p.

b) Fica a seu cargo. ™
- x?
EXEMPLO 1. Sejaf(x) = e 2 .Estude Jfecom relagio & concavidade e determine os pon-
tos de inflexdo.

Solugdo

x?

f’(x)=—xe—7.

Fr@=0-1)e 2.

x?

Como e 2 > 0 para todo x, o sinal de f” (x) é 0 mesmo que o de -1

r + ; _ ' (variagdo do
-1 1 sinal de f ")
f y n U (Concavidade

de f)

|
L
S

f' (x>0 em]—e, —1[ eem ]I, +oo[
F(x)<<0 em]—1,1]

entio,

S tem a concavidade para cima em ]—=, —1[ eem ]1, +oo[
f tem a concavidade para baixo em |1, 1]

Pontos de inflex@io: —1¢e 1. [

2
X
EXEMPLO 2. Esboce o grificode f(x) = ¢ 2.
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Solucdo
xz
frfo=—xe 2 F * , -
0
f / } \
0
_A . _ .
fro=E-1e 2 f , .
-1 1
f U N , V]
-1 i
Pontos de inflexdo: —1e 1.
=2 2
lim € 2 =0 e lim ¢ 2 =0
x> +x X~ —

= fFx)

0 1

L
e

R E
N

EXEMPLO 3. Seja fderivivel até a 3.? ordem no intervalo aberto [ e seja p € I. Suponha
quef” (p) =0,f" (p) # 0e quef"" seja continua em p. Prove que p & ponto de inflexo.

Solucdc

Para [ixar o raciocinio, suponhamos f ' () > 0. Comof " ¢ continua em p, pela conser-
vagdo do sinal, existe » > 0 (que pode ser tomado de modo que ] p — r, p + r [ esteja con-
tido em [) tal que:

f"=0emlp—-rp+rl

Segue que " é estritamente crescente em ] p — r, p + r [. Entdo,

{f"(P) =0

f" estritamente crescente em |p — r, p + r|
implica

{f”(x)<0 em 1p—r, p[
F'(x)>>0 em 1p,p+r[
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logo, p € ponto de inflexao.

fIH :

" . - /’+ (£ @)=0]

EXEMPLO 4. Seja f derivavel até a 2.7 ordem no intervale aberto I e seja PE 1. Suponha
F" continua em p. Prove que f " (p) = 0 é condicdio necessdria (mas nio suficiente) para p
ser ponto de inflexo de f.

Selucdo

Sef" (p) # 0, pela conservacdo do sinal, existe r > 0 tal que f ’: (x) tem o mesmo sipal
quef" (p)em]p—r,p + r[. logo pndo poderd ser ponto de mﬂex?o. Fica provado, assim,
que, se p for ponto de inflexdo, deveremos ter necessariamente f :1 (p?r = (. Para verlﬁcyar
que a condigio nfo € suficiente, basta olhar para a fungiio f (x) = x " : f"" (0) = 0, mas 0 ndio
é ponto de inflexdo. [ ]

Exercicios 9.3

1. Estude a fun¢fo dada com relacdo a concavidade e ponios de inflexdo.

@F () =2 — 35~ 9 Bf) =28 - — 4+ 1
1
Of () =x e Hx@=~F+ -
s 2
dgy=e—e New = ——
= B =1-e"
oY 1+ 2
0= PP =44 =23+ 2x
X
3
X
Do = Ya? -3 my=——

1
M) = x e o) fd) = x1nx

N

11.
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Eshoce o grafico de cada uma das funcdes do exercicio anterior.

. Sejafiny = ax’ + b + ex + 4, a # 0. Prove que f admite um dnico ponto de inflexio.

Se p for ponto de inflexio de fe se f* (p) = 0, entio diremos que p € ponto de inflexdio
horizontal de f. Cite uma condigdo suficiente para que p seja ponto de inflexao horizontal

de f.

. Se pfor ponto de inflexdo de fe se f' (p) # 0, entdo diremos que p € ponto de inflexdo obliquo

de f. Cite uma condigo suficiente para que p seja ponto de inflexdo obliquo de f.

. Sejam fuma fungao derividvel até a 5.2 ordem no intervalo aberto / e pel Suponhaf(s) con-

tinua em p. Prove que
"= ey =P @ =0er® @ =0

¢ uma condigdo suficiente para p ser ponto de inflexio de [. Generalize tal resuliado.

- Seja fderivivel até 2 2.* ordem em R e tal que, para todo x, XfU@) ) =4

a)Mostre que '’ ¢ continua em todo x # 0
b)Mostre que f nio admite ponto de inflexio horizontal

CSejaf@ = + bt e — 2t L

a}Que condi¢es b e ¢ devem satisfazer para que 1 seja ponto de inflexdc de J7 Justifique.
b) Existem b e ¢ que tornam 1 ponto de inflexio horizontal? Em caso afirmativo, determi-
ne-os.

- Suponha que f” (x) > O em ] a, += [ e que existe Xg > aal que f' (xg) > 0. Prove que

lim  f(x) = 4o,
X = +x

. Seja fdefinida e derivdvel no intervalo aberio 7, com 1 € I, tal que

{f’(x) =x>+ f2{x) para todo x em [
fy=1

@) Mostre que, para todo xem /, f ” (x) existe e que £ é continua em /
b) Mostre que existe r > 0 tal que ' (x) > ODef"(x)>0em]l —r 1+ 4
c)Esboce o gréficodey = f(x),x €]l — 1, I +

Seja f definida ¢ derivavel no intervalo |—r, r[ (r > 0). Suponha que
{f’(x) =x2 + fz(x) para todo x em [—r, r][
J=0

@) Mostre que 0 € ponto de inflexéio horizontal
b) Mostre que f* (x) > O parax # 0
¢) Estude f com relagfio & concavidade
2
d) Mostre que f (x) > 3 x3para()<x< r

) Faga um esbogo do gféﬁco de f
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9.4. REGRAS DE L’HOSPITAL

As regras de L’Hospital, que vamos enunciar a seguir e cujas demonstracées sdo deixa-
das para o final da segdo, aplicam-se a cdlculos de limites que apresentam indeterminagdes

. 0 o
dos tipos — e —.
0 0

1.2 REGRA DE L’HOSPITAL. Sejam fe g derivdveisem }p — r,p[eem
Ipp+¥[(r>0),comg’ (x)# Opara0 <|x — p| << r. Nestas condigdes, se

lim f(x)=0, lim g(x)=0
X—)p

x—p

g (x) .. . e R x
ese lim f ,( ) existir (finito ou infinito), entdo lim fx)
x—=p g'(x rop glx

existird e

lim £ gy L

xop g(x)  xop glx)

Observamos que a 1.* regra de L"Hospital continua vélida se substituirmos “x — p” por
“x— p*” ou por “x — p~" ou por “x — £x",
2. REGRA DE L’HOSPITAL, Sejam fe g derividveisem | m, p [,com g’ (x) # O em
1 m, p [. Nestas condigdes, se

lim f@x) =+, lim g(x)=+m»
Iv)p7 x—)p_

"(x . . e _ . x .y
EY existir (finito ou infinito) entde  lim [0 existird e

x=p g'(x) x—=p g{x)

xop g% xop g0

fim L& = LW

it}

; 41 - “ - +
Observamos que a 2.* regra continua vélida se substituirmos “x—p “por“x —p "ou
por “x —-» p” ou por “x — *®™, A regra permanece vélida se substituirmos um dos simbolos
+00, ou ambos, por —o©.

EXEMPLO 1. Calcule
. x—6xP+8x -3

a) lim T

x—1 x* -1

X

b) lim

x>+ X
¢y lim x1lnx.

x 30"
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Solugdo
Jim x5—6x3+8x—3=[2} Temos
(1) x—=1 x4 -1 0 ’
i 7 6% +8x -3y 5x* —18x2+8 _ -5
x>l (x* -1y xol 4xd 4

Pela 1. regra de L Hospital

(> —~6x3 +8x=3 _ 5

lim 7 = lim 3 —
x—=1 x*—1 x—=1 (x* =1y 4
ou seja,
. xS —6x3+8x—3 5
lim T ==
x—=1 xt =1 4
X
b lim e—:[f]
x—= 4+ X o0
Pela 2.” regra de ."Hospital,
X Xy
im = tim o im et = e,
¥+ X xote (X)) xo+te

Assim,

. e
lim — =+,
x—+® X

c) Iin}) xInx = [0 - (—9)] que é uma indeterminacfo que podera ser colocada na forma %
x =0

€K 2 . . - o e ..
ou —. E mais interessante aqui passé-la para a forma —, que nos permitird eliminar o In x.
20 o0

. . In x —¢
lim xlnx= lim —=| — |
x— 0t x—= 0" l

00
X
o  {lnx) -
lim $: fim { x} _ Eo= lim (1) =0
r—=0 1 x—=30" 1 x=0" _ 1 x50
) &
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Ou seja,
lim+ xlnx=0. n

x—0

. . . - N 0
Como vimos, as regras de L’Hespital aplicam-se &s indeterminagbes da forma 0 e —,
<0

Os préximos exemplos mostram como as outras formas de indeterminagiio (0 - o0, oc—o0, OO,

e 1%) podem ser reduzidas a estas. (Observamos que 00, «¥e 1% sd0 indeterminacdes do

tipo 0 - 0, Veja: 00 = 20100 = 07 (7%, o0 = Olne . Broey e 2Ind _ -0y
EXEMPLO 2. Calcule
L 1 1
a) 4m x2ex b)) lim [—2—— J
x—=0" o0 X sen x
¢} lim [l S ]
x—0\ X senx
Selucdo

1
a) lim x2ex =[0- =],

x—= 0"
t 2 0
- X . N s
Fazende x2 ex = 7> somos levados a uma indeterminagfio da forma o Entéo
e x
1
= 2
. . x . 2x
lim xZex = lim — = lim i
x—= 0" x>0 -2 x>0 1 e~ lx
e x 2
e o tiltimo limite é igual a
. 2x3
lim T
=200 —=
e X

Bonito! Em vez de simplificar, complicou!! Vamos, entio, mudar a nossa estratégia. Faca-
1

. 1 e - 1
mos a mudanca de varidvel © = —. (Veja: e estd pedindo a mudanca de varidvel u = —.)
X x
Temos, entio

1 u
. 2 . € oo
lim x<ex = lim —2=l:—]
x—= 0" u—»tw U e

Pela 2. regra de L’Hospital,

ey . e¥

. el .
lim —5 = lim
u— -+ 2U

u— e U ¥+ (U2
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desde que o tiltimo limite exista. Ainda, pela 2.” regra de L’ Hospital,

. el .
lim — = lim

e' =+,
u—+e U u— +x
. et . eY
Segue que lim ——=+= g, portanto, lim —5 =+, Assim,
u— +w 2u w—r+o U

1

lim x2 ex = 4o,
x—=0f

(Observagdo. Se lim S [9} on [2:|, Iim —
xop gy LO @[ xsp g'(x)
'

) existir (finite ou infinito), entdo

"

xr—p g (x

lim £ 2

x=p glx)

frx)

x=p g"(x)

Verifique e generalize.)

B) lim (iz— !

x = 0" sen x

) = [ e — o], Temos

1 1 1 x2
_2 —_ = _2 1~ "
x senx X sen x
. 1
lim — =t
x>0 X
e
2
. x . 2x
lim = lim =0.
xr—=0" sen x x—=0" cosx
Segue que
. i x2
lim —11- =+x]=+a
=0 x sen x
ou seja,

fr _

[

0
0

;]oul:

247

0

[=2]

)

€
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(Observacdo. Se lim f(x) =+ =, lim g() =+ xe lim M
x—=p

x=p x—=p g(x
m (g (x) — f(x).)

acima no cdlculo de li
xX—=p

¢) lim [l— 1 ]=[W—00].Temos
x>0 X senx

lim {l - ] - i BX L _ [%} Pela 1.° regra de L’ Hospital,

x—=0l x senx x—0 xsenx
, sen x — Xx . cosx —1 0
lim ————— = lim —mMmMm8mMm = | —
x—=0 XxXsenx =0 sen x + x cos x 0
. —sen x
= lim =0
x—0 COS x + COS X — X Sen X
Portanto,
1 1
lim | —— = [
x>0 X sen x

X
EXEMPLO 3. Calcule lim & {e - [ 1+ L ) :|

x>+

Solugdo
1 X
lim & e*(1+4j = [ 0] Temos
X = +oo X
X
|\ e—(1+l)
ex[e—(l-i-—) i|= =
x e ¥
e
X
ef{l-!-l) 0
m X =[—].
X = +» e * 0

!

0O 2 (L) - .
(] o2 (o) () e

regra de L."Hospital resulta

# 1, proceda como 3
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ity £1+;JJ‘[m@+;Jx;_L[%]

x— +ow e

lim
x—+>

e—x

Para facilitar as coisas, observamos:

L In (1 +1 ) S
como Lim [ 1+— ) = ¢, basta entéo calcular  lim x i [ }
X — o X x =+ e v

Este Gltimo limite € igual a

s
2
142 (x+D
lim — =
Xt —e ¥
eI

. oo
T Tee T [;] (Confira®

2
De(x + 1)2 =X (l -!-l) segue
X

X

. e . e*
lim W = 11m EEEE——
x—=+w XX ]
* %3 (1 + l)
X
. 1 o
= lim e = 1 (+%) = 4
X -3 t+ou 1 X
+3)
X
. . et
pois, como jd sabemos, lim — =+, (Ou por L."Hospital:
x>+ X
I e* li et | e* et
im — = lim = lim — = lim — = +) Portanto,
X =+ x3 X =t 3)62 x>+ bx io+x 6 ) °

1 X
lim & e—(H——} =+ n
x—t® X

EXEMPL.O 4. Calcule

1 X
a) lim x* b) lim [1+—2}

x—=0F X — -+ X
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Solugdo

@) lim x* =[0°.
x>0

=S, lim xInx =0 (EXEMPLO 1)

x—0

Entéo _
lim = lim &M =¢"=1,
x—0* x>0t

1 X
b lim {1+—2] =[17].
=+ X

-

x = o X x = oo i
X
O (iltimo limite € igual a

2

. K+ x . 2x

lim ———— = lim =
xos e _ L x—atm X2+

22

Logo,
. 11 . xln(l+%}
lim [1+—2] = lim e x = 1.
X—+> X x—3+w

(Observagdo. Um outro modo para calcular este limite é:
2
X

2 W i 1
lim (1+ ! )I Jim (1+ 1]1 1 ?IH[H??J 1, poi
—_ = 1 — = m = .

Xt x2 x = hoo x2 rde © - POIS
) 1 : A

lim - =0 e lim 1+—2— =e) ®

xX—+w X x =+ X
EXEMPLO 5. Calcule

1
b) lim (x+1hnx

xX—=+=

a) lim (1+2J

X =t X
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Solugdo

g) lim [1+3) =[17].
X

x—+=

3 ln(1+é) 0
lim xln(lJr——J: lim ad =|:_]
x =t X x5 +x L 0
x
O dltimo limite € igual a
w7 ()
|-
fim 1+3/"1 */ = lim z =3
x—+= - x>
2
X X

Assim

3
x ln(1+ﬁJ
lim (1 +i] = lim ex x) =g

x>t X 1o +x

(Este limite poderia, também, ter sido calculado da seguinte forma: fazendo a mudanga de

3
X i
varidvel g = —1— resulta lim (1+ 3] = lim |:(1+ l) } = 93.)

X u X +x X x>+ u

1
B lim (x+ Dinx = [,

X =+

L L na+n

(x+1)lnx — glnx

1
N 1
lim —— I+ 1)— lim M:[f]: im L =1 Assim
1—+% In x x—+> Inx % xote 1
X
1 lnix+1)
lim (x+DI¥ = lim ¢ By =, [

X+ X — +owo
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x+1
EXEMPLO 6. Calcule lim [L J .

x—o+x | Inx

Solucdo

1 x+1
lim | — = [07]
x = +w (lnx J

que ndo € indeterminacgéo. Veja

x+1 L
(__l_g) :e(erl)ln[]nxJ

In x
e -
. 1
lim x+Dln| — | = too(—w)= —o,
1=+ In x
Assim
R (x+1)1n[iJ
lim (—J = lim e nx/=o. =
x—3+t> In x X =t

Vimos anteriormente (Exemplo 8 da Segio 7.2) que se f for derivdvel em p entio

i L@ D)+ ' (P) = p)]

X—>p xX—p

=0

ou seja, oerro E (x) = f{x) — T(x), onde T (x) = f(p) + f' (p) (x — p), tende a zero mais
rapidamente do que x — p, quando x tende a p, o que significa
fRO=f@+f P &x-p+ ¢x)(x—p)
E (x}

com lim ¢(x)=10. Assim, T (x) é um valor aproximado para f {x) e 0 erro que se comete
X—=p

nesta aproximagfo tende a zero mais rapidamente do que x — p, quando x tende a p. A se-
guir, estamos interessados em determinar @ de modo que

Py =f @)+ (p) x~p) +ax~pP
seja um valor aproximado para f (x) com erro tendendo a zero mais rapidamente que

(x— p)z, quando x tende a p.

EXEMPLO 7. Suponha fderivavel no intervalo 1p — r, p + r [, r > 0, e que a derivada de
2." ordem de f exista em p. Mostre que se

f(X)*[f(p)+f P> - p)tax—pr]_
x—)p (Jc—p)2

=0
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entdoc a =

(P
—

Selugdo

Vamos, entdo, calcular o limite

f(x)—[f(p)+f {(p)(x — p)+ alx — p)? ] [Q]
Hp (x — p)2 0

Pela 1.% regra de L' Hospital, tal limite ¢ igual a

fim L L+ 2ax = p)] _

xX—=p 2(x_ P)
L [ S0 8D oL e -
2x—)P x—p 251:| 2[f (» Za},
pois, "' () = lim M Segue da hipdtese que a = M ]
xX—=p X — p 2
Observacio. Seja
Pyx) = f(p) +f' @ x—p)+ f (P) x _p)zl

Do que vimos acima resulta

fxy=Py(x) + ¢(x) (x ~ p)?
E(x)

com lim ¢(x)=0. Ousegja, o polinémio P, (x) é um valor aproximado de f(x) com erro
x-p

Ex}=e) (x— p)2 tendendo a zero mais rapidamente do que (x — p)z, quando x tende

a p. O polindmio P, {x) € denominado pelinémio de Taylor de ordem 2 de fem x = p.

EXEMPLO 8. Suponha fderivavel até a 2. ordem no intervalo ] p — r,p + r[,r > 0, e que
a derivada de 3.* ordem de f exista em p. Mostre que se

FE -1+ f (e — py + L2 "’) (x- p)? +alx - p)]
lim 3 ={
x—op {(x —p)

£ )

entdo, a =
3t
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Solugdo

Pela 1." regra de L.’ Hospital, o limite acima & igual a

Jim LU P) + () = p) + 3alx = p)?] {9_]
T p 3(x— p)? 0
= lim @) [ f"(p)+ 6a(x — p)]

xX—>p 6(x—p)

g L= T 1,
ﬁxlTpﬁ{_ﬁxp 6a:{ 6[f (p) 6a].

Da hipétese, segue

)
3t

O polinémio
Py =f(p)+f (p)(x— p) + f—zfﬂ - p)? + % x = p)?

denomina-se polinémio de Taylor de ordem 3 de fem x = p. Segue, do que vimos acima,
que Py (x) € um valor aproximado de f (x) com erro E (x) = f(x) — Py (x) tendendo a zero

mats rapidamente do que (x — p)3 » para x tendendo a p. Generalize. O polindmio de Taylor
de uma fungiio € uma das ferramentas poderosas do cdlculo numérico. No Cap. 15, voltare-
mos a0 polindmio de Taylor.

Para encerrar a se¢iio, vamos provar as regras de L’ Hospital. Para provar tais regras, vamos
substituir a hipdtese g’ (x) # 0 em Ip.p+ 7[,nal®regra, e g'(x) # 0em ]m, pl,na2?
regra, por g' (x) > 0 nestes intervalos. (Este fato nio restringe em nada as nossas regras,
pois o teorema de Darboux (veja Exercicio 8 da Segdo 9.7) nos diz exatamente o seguinte:
g’ (x} # 0 no intervalo aberto I = g’ (x) mantém o mesmo sinal neste intervalo.)

Demonstragdo da 1.7 regra de L’ Hospital

Suponhamos

PG}

ol leRr
x—pt g'(x)

Segue que, dado € > O existe 8> 0, § < r, tal que,parap < x < p + §, tem-se

L—E<M<L+6
g'(x)
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Do Exemplo 8 da Segdo 9.2, segue que, para p < x <X p + §, tem-se, também,

PACY

L —e< <L+e€
g(x)
Logo,
lim _f(x) =L [ |
x=>pt glx)

Fica para o aluno provar, como exercicio, a 1.% regra nos casos:

f(x)

xopt g'x)

=+ ou lim &)—2—0@
x> pt g'x)

De modo andlogo, demonstra-se que

lim £~y L
x=p glx) x—p g'(x¥)

Demonstracdo da 2.° regra de L’ Hospital

Suponhamos

Hm M=L, LER.
xop glx

Peia definigdo de limite, dado € > 0 existe 8, > 0, com p — §; > m, tal que, para
p— & <x<p,

<L+,

]

£
2 g'x

Do Exemplo 9 da Segdo 9.2, segue que exisiem constantes M, Ne s, com s € ] p — s.pl,
tal que, para s < x < p,

® i + L - £ < f(x) < £
g(x) 2 gx) g(v) 2
Por cutro lado, de
lim M =0 lim =
x=p gx) x—p glx)
existe 6 >> 0, com p — & > s, tal que
_f.M N €
2 gl glx) 2
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parap — & <x < p. Dai e de (1) resulta, parap ~ 8 << x < p,

L—E<M<L+E_
g(x)

Ou seja,
lim L g .
X—=p g(x)
Fica para o aluno provar, como exercicio, a 2.° regra no caso  lim &—) =*w, De
x=p g'(x)

modo andlogo, demonstra-se que

AR G

aopt 2(x) xopt gl(x)

Observacio. As regras de L'Hospital contam-nos que, se lim FACI [9] ou
x—=p g(x) 0

. 20 . ! . . .
lim ___f(x) = [——:' e se lim f’(x) existir, entdo lim fx também existird e
xr—p g(x) £ r=>p g'(x) rop glx)

lim L)) = lm iﬂ Entretanto, lim TAC poderd existir, sem que lim S x)
x=p glx) xop g'x) x—p g(x) x=p g'(x)
exista (veja Exercicio 4).

Exercicios 9.4

1. Calcule
. 4x3 + x2 43 00 _ 24 -
o m rH b i T Ea L
x—=-1  x0+1 =1 X0
1 3%
c) lim xex 4y lim —-
x— 0t x> 4w x2
. In x .
e) lim X H Hm senxInx
x—tx e r—0t

1

g lim (1 -cosx)lnx B lim (x2 4 pinx

x—0 x = +oo
1 i
i) lim |i—+lnx} A lim (I—cosx)x
x>0 x x>0
1g 3x — 3
b lim g 3x 3senx m) Tim sec” x
=0 sen” x x—01—cosx
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n) lim e 6) lim [x-3 2 —x ]

x> += x>+

1
exz -1 x X
lim ¢ lim
p)»\’—>17 x—1 X e | xZ +1
1

) lim  {cos 3x]50* $ lim x'&X

x—0t x— 0t

2. Sejam fe g derivdvels até a 2.* ordem em 1p, b, com g " (x) # O em ]p, b[. Suponha que

lim fx) = lim+f’(x)=0 3 iim+g(1): 1im+g’(x)=0

x3p x> p x—=p x—=p
ou

lim f(x)= lim f'(x)=*w ¢ lim g@)= lim g’ (x)= *x
x—pt x—pt x—pt x=pt

H x . .
Prove que, s¢  lim LACY existir (finito ou infinito) entdo  lim £ existird ¢
xa;fL g"(x) x—>p+ g(x)

lim S) = Hm f” () . Generalize tal resultado.

x—=pt g xspt g"x
3. Calcule
4 -x3 25— xZ gl x

@) lim Sy B lim EE

x—1 x* —2x+1 r—0T sen” x

2x
x—tgx

¢ lim £ @ tim Z—EX

x—+x X x—=0 X

. 2 1 . . . P X ¢

4, Sejamf(x) =x"sen — eg(x) = x. Verifiqueque lim f(x)= lim g(x)=0, lim =0
X =0 =0 x—=0 g(x)

i

nio existe. Hd alguma contradi¢do com a 1. regra de L"Hospital?

eque lim
x=0 g'(x)

9.5. GRAFICOS

Para o eshogo do gréfico de uma fungio £, sugerimos o roteiro:

@) explicitar o dominio;
b) determinar os intervalos de crescimento e de decrescimento;
¢) estudar a concavidade e destacar os pontos de inflexéo;
) calcular os limites laterais de f, em p, nos casos:
p& Dy, mas p € extremo de um dos intervalos que compdem Dy.
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(i)p e Dy, mas fndo & continua em p.
e) Calcuiar os limites para x — +®ex— —ox,
) determinar ou localizar as rafzes de f.

EXEMPLO 1. Esboce o grifico de f (x) = PP
Solucdo

a) Df = R.
b) Intervalos de crescimento e de decrescimento.

=322 — 1

1
r=——
3
I M — } :
_1 1
i 3 v
! ' }
L1 1
3
¢) Concavidade e pontos de inflexdo.
flrxy=6x—-2
s - i
1
3
f A t Y
i
3
1

Ponto de inflexio: —

L2

) Como f ¢ continua em R, precisamos, apenas, calcular os limites parax — +w e x — —.

lim [ ~x*—x+1]= Ilim x3[]—iﬁ%+i}:+w
x> += X+ X x

lim [ — &2
x> —®

—x+1]=—m

e) As rafzes de fsdo: —1 e 1 (1 € raiz dupla).
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T [/ ¥i
BEE
-1 0 2

L] 32
R -1f

1 16 LN I X

- e ] 3

3 27

0 1

[ ]
41

EXEMPLO 2. Esboce o grifico de f(x) = 3
Solucdo
a) Dy= R — {0}

b) Intervalos de crescimento e de decrescimento.

. 2 1
Para calcular £ (x) é conveniente escrever fna forma f (x) = x~ + =

- . 2(x2 + D2 -1
f'(x)=2x—213 ou f(x)=*f
, - L
-1 1] 1
f ' : t
-1 0 1
- : X1 224D
Observagdo. O sinal de /'’ (x) € o mesmo que o de , jaque —a > (.
+ - +
x? -1 ' }
—1 1
- - +
x t
0
x? -1 - + - +
: T
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¢) Concavidade e pontos de inflexdo. r -, -
-2 -1 _1 1]
K “ 2
"(x)=2+6x
FARES . YA AN
fu ; + Vi y —_—
-2 1 _1
4] -3 1
¢) Concavidade e pontos de inflexdo.
f Y : v
0 £ = (—8x—10) (x> = 1) — (—4x2 — 10x — 4) 2 (x? - 1) 2x
B 2 _ 1y
Nio hi ponto de inflexéo. " v
d) Limites laterais de f em 0. N (x2 — 1) [8xF + 30x2 + 24x + 10]
[ = 7 4
. . (xc -1
. . 1
lim [x2+ —-]= lim 2+ — = +x,
x =07 x? x>0 [ x2 ] *

Vimos, no Exemplo 5-9.2, que g (x) = 8x + 3042 + 24x + 10 admite uma tinica raiz
¢) Limites para x — +% ¢ x — —om, real g, com —3 < a < —2, e que

1 | gx)<Oparax <aeg(x)>0parax>a.
lim [x2+—2J:+oc= lim [x2+-7J

Ao X r x Combinando o sinal de g (x) com o de % — 1, tesulta
D frdo admite raiz. vy

. -t -4

f } } }

X fx) a -1 1

-1 2

1] 2 ’ n. v n v

a -1 1

—- Ponto de inflexdo: a € o tinico ponto de inflexio.

d) Limites lateraisem —1 ¢ I.
Observe que, quando x tende a +% ou —o, o gréfico de fvai “encostando” por cima no

gréficodey=x2, - hm 4x+5 _ l1m 1 . 4)C+5 = Jo
rs1t x% —1 y=1T x—1 x+1
. 4x +5
EXEMPLO 3. Esboce o grifico de f (x) = dx t 5 . lim ;C =—-=
x2 -1 xo1m x—1
i ' 1 + 1
Solucdo lim . 4,; +f - lim e 4x 15 e [75] -
QD= {(xERIx# =1}, ¥oon 2 oo F *
b) Intervalos de crescimento e de decrescimento. lim Ax+ 3 = +w
x—=-1 -1
=- +
=2 o lim X3 0= iim 4§ >,
vy —4x? —10x — 4 2 ot xE—1 xo—x x2—1
= T 4 - 1lx—4=0s ou
- 1

) A tinica raiz de fé — %
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x| f@ *i '
|

5 ! '

A e
1

-2 | -1 ! !

l —4 a -2 1 :

2 SS/AS1INN BN 3

0| -5 !

|

|

|

i

i

1

I

Seja fuma funcio. Se existirumaretay = mx + ntalque  lim  [f(x) — (mx +n)] =0,
X — =

entdo diremos que y = mx + n é uma assiniota para fi se m = 0, teremos uma assintota
horizontal, ¢ se m # 0, uma assintota obliqua.

Y4 Yy
f
y=n A~
H H
| T~
7 x r 7 %
lim [fGx)-nr]=0
x>t
y = 1 & uma assintota assintota obliqua
herizontat
O que dissemnos para x — +o vale parax — —®,
x N “e «
Se f for da forma f (x) = p—E—%, com p e g polindmios, f admitira assintota se “grau de
q(x

p — grau de ¢ for menor ou igual a 1. Se “grau de p — grau de ¢” for 1 ou 0, para determinar
a assintota basta “extrair os inteiros”. Se *“grau de p — grau de g for estritamente menor que
zero, ou seja, se grau de g for estritamente maior que grau de p, entdo y = 0 € uma assintota.

3

EXEMPLO 4. Determine a assintota e esboce o grifico de f(x) = g
x

Solucéo

£ € uma funcao racional e a diferenca entre o grau do numerador ¢ do denominador € 1,

logo, f admite assintota. Temos

X3 X

— =X - .
2+ x2+1
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Como lim 5
x> 4m x° +1 X -—» X

de f vai encostando na assintota y = x. Temos, agora,

2

a) Df= R.
b) Intervalos de crescimento e de decrescimento.

xt +3x2

= g

. X p
=0= Ilim —+1 quando x tende a +oc ou —=, o grifico

fécontinuaem Ref’ (x) > 0, para x # 0, logo, f € estritamente crescente em R.

¢) Concavidade e pontos de inflexdo.

y —2x(x* -3
= 7S
T
fr R
-J3 0 J3
f U . ] : V] . n
-J3 0 J3
3 3
X . X
lim =+ e hm = —co,
d)x—>+cc x2+1 xo—n x2+1

) 0 é a dnica raiz de f.
H y = x & assinlota.

'a

Y
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Observacio, Como /' (0) = 0, y = 0 é areta tangente ao grifico de fem (0, 0).

Muitas vezes, por inspegdo, € possivel prever a existéncia ou ndo de assintota. Um borm
indicador para a existéncia de assintota obliqua é o seguinte: se para x suficientemente grande,
f{x) = mux, para algum s, entfio serd razoavel esperar a existéncia de assintota. Por exem-
plo, para x suficientemente grande, temos:

.

——— | 1 1
[4x2 +x+1=2x 11+ ——+ — =2
v ¥ y 4x  4x2

T s
P2 =P a3 — =13
A3x —x XV . x

r— ! 1
x<+l=x 1+ =x
B! \ 32
Entdo, é razodvel esperar que tais fungdes admitam assintotas.

Observe:

Im [f(x)—nmx—nr]l=0nrn= lm [f(x)— mx]
x -+ X3 +»

Para determinar assintota, procedemos assim: primeiro determinamos m (caso exista) para
que

im [f() = mx] (ou lim [f(x) — mx])
X =+ X ==
seja finito; em seguida, tomamos para r o valor deste limite.

Observamos que se  lim | f(x) — mx] for finito, entio
x—+x

lim f) = mx 0
x —> -+ X
ou seja,
m= lim £
X+ X
(Cuidado. lim 1) podera ser finito sem gue lim | f (x) — mx] o seja. Verifi-
X = t+o X Xx—+=

que.) De modo andlogo, se  lim [ f(x) — mx] for finito, deveremos ter obrigatoria-
x> =%

. X
mente m = lim L(i)
I

. A seguir, sugerimos um processo para se determinar assintota.
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Primeiro determine m, caso exista, através do limite
. (x)
m= lm 1%
x—+% x

Em seguida, calcule

n=km [f(x)— mx].
x— +=

Se n for finito, v = mx + n serd assintota (para x — +). Proceda de modo andlogo

para x — —o%,

Observacio. Se lim f(x) = T oese lim f'(x)existe, pela 2. regra de L'Hospital
x — +oo x>+

lim - fx) Hm £’ (x). (Interprete.)

x— t= X X =+

EXEMPLO 5. Determine as assintotas de

Fy = Jx? +1.

Solucdo
Temos
—-= [T
ixt !1+_ \j1+_2 se X>O
foo TR x
* : L
_\“Il+x_2 se x<0
Segue que
1
im S = w1 = =1
x—=t+tx X X -+ X
e
1
im L = jm - 1S =1
ro>-% X X — —® V X
Assim, m = |, parax — +w@, e m = —1 parax — —%. Vamos, agora, deteminar n. Para
X — +w,

n= lim {f{x)— mx}
X —>+w>
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n= lim [yx®+1~x]
x> +x

= lim L -
ot \/;2+1+x

Assim, para x — -+, y = x ¢ assintota, Para x — —oc, temos

n= lim [yx?+1+x]

X —te
. 1
= Hm [yu? +1—u]= lim ———=0.
U+ N
Logo, para x — —, y = —x € assintota.

by |

EXEMPLO 6. Determine as assintotas e esboce o grafico de f(x) = \Exz +x+1.

Solugdo
Temos
o ey L1 V4+1+L2 se x>0
f®) y X2 x X
X X -
—\;4+i+—12- se x<<0
X X
Dai
im L% = fim f4+l+i=2
x>+ X x o+ x x2
c
im O - el Lo
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Assim, parax — +%, m = 2, e, para x — —®,m = —2. Vamos, agora, determinar ». Para
x> 13, temos

n= lim [f(x)—mx]= Hm (J4x2+x+1—2x)
X =+

x — to
Parax > 0,

JaxZ+x+1—2x= xr 1
\.’4x2+x+1 + 2x

1+

- X
[[,1 1 '
d+—+— +2

W‘JI X X2

1 1
Segue que n = s Logo, parax — +o,y = 2x + 2 ¢ assintota. Para x — —oo,

n= lim [J4x2 Fxtl +2x]

X
= lim [J4u2 —ut1 - 2u]
u—+e
L 1
P e R
T
TR -+ 2
uoou
. | R - .
Assim, parax — —%,y = —2x — 2 ¢ assintota. Temos, entdo, as assintotas

y=2x+ %(parax—> +a0)

1
y= —2xr— 2 (para x > —).

Temos, agora,”
a) Df= R, pois, A+ x+1> 0 para todo x.

b)Y Intervalos de crescimento e de decrescimento

8x +1

() =
re 2 J4x? +x+1
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f — ', h
1
8
, \ I /
1
8
¢) Concavidade e pontos de inflexdo
15

f”(x): I
4(4x2 +x+ 1) 4x> + x +1

/" (x) > 0 para todo x, logo, concavidade para cima em [,

& lim Jax>txFl=4%= lim J4x2 +x 1.

X = +w x—=—%

EXEMPLO 7. Determine as assintotas e esboce o grifico de f(x) = %;3 - x2,

Solucdo
Temos
fo 3P -2 ST
(x) X ¥ x
Segue que
T AC T L
x> +x X x—>+= Y X
e
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Assim, m = 1. Vamos, agora, determinar #.

Parax — +=,

N —
n= lim [f(x)—mx]= lim V% 1:[2].
x—+x u— 0" u 0

Pela 1.* regra de L"Hospital,

1 _2
—(=-w 3-(=D 1
n= Iim =——,
u— 0 1 3
Parax — —mx,
—
1—u—1
ne fim ALlTe-l_ 1
0" u 3

1,

Logo, y = x — — € agsintota parax — +x e para x — —®.
3
Temos, agora,

b) Intervalos de crescimento e de decrescimento

2
f’(x):—?—x qu,xilexqﬁ()
3%;(x3_x2)2
+ — + o+

r ! —

0 2 1
3

AN AN
f } 4 :

269
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¢) Concavidade e pontos de inflexdo

-2
"=
9303 — x22 (x -1
P + + -
0 1
f U U s
. 0 1

Ponto de inflexdo: 1 é o tnico ponto de inflexdo.

——
|

. 5 . 1
d) lim %fx3—x2 = lim x3/1——:+00
x — +oc X +® \ X
. a5
lim x? -2 = -
x o —x

e¢)Em Qe 1 a fungio é continua mas ndo é derivavel. Vamos entdo estudar o comportamen-
to do grafico de f nos pontos de abscissas O e 1.

(0.7(0)

Seja s, a reta secante ao grifico de f passando pelos pontos (0, £(0)) e (x, f(x)). O coefi-
ciente angular de 5, é

— 33 42
LACI R ) W L T Ve SN

x—0 x :?;
im LSO gy OO
x—=0* x—0 =0 x—0
(Lf(1n

O coeficiente angular da reta secante 5,, que passa pelos pontos (1, £(1)) e (x, f (x)) é

fO - fO Y2

o 3’():*1)2 ’

x# 1.
x—1 x—1
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im TRy, SOZSD L,
x> 1 x—1 =1 x—1
No ponto (1, f (1)) o gréfico de f admite uma reta tangenie vertical.
Grdfico de f
iy
213 o
H 1 x
)
Interprete graficamente os limites
lim - fF0) e lim f0- f(O)_ .
x = 0" x—0 ¥ 0" x—0
Exercicios 9.5
Esboce o grafico.
Lf =2 — 3% +3x 2 f=r -2 +1
o X
y= —4 4 y=
3 \/x ’ x+1
2 -
5. y= > 6 g0 =xe ¥
x+1
- 2
TR =2x+i+e " 8. fiy=e*
4 2 —
9. y=% - e 10.f(x)=%fx3—x
4 2
3 3
X X
11. y = ~ 12. y =
YT 2 x2—1
3
¥ -x+1 o ox %
13, v 2 4 y=¢e —¢
15. i) = & = 22 16, y = A/x2 +2x +5
2
x—1 x
17. y = 18. f(x) =
Y x2 / X2 —x-2
2 2
xc—x+1 dx + 3x
19, y = L 20, y= 222
i’ x? 1+ x2
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Uma boa maneira de se determinar os pontos de méximo e de minimo de uma fungio
Fé estudd-la com relacdo a crescimento e decrescimento. Sejam a < ¢ << b; se f for cres-
cente em la, ¢ e decrescente em [c, b[, entde ¢ serd um ponto de mdximo local de f; se f
for decrescente em la, ¢c] e crescente em [c, bl entdo ¢ serd um ponfe de minimo local

de f.

9.6. MAXIMOS E MINIMOS

Definicéo 1. Sejam fuma funcio, A C Dee p € A. Dizemos que f(p) € o valor mdxi-
mo de fem A ou que p um ponto de mdximo de fem A se f(x) < f(p) para todo x em
A. Se f(x) = f (p) para todo x em A, dizemos entdo que f (p) € 0 valor minime de fem

. 2
A ou que p é um ponto de minimo de fem A. EXEMPLO 1, Sejaf(x) = X =37+ 3.

a) Bstude f com relagio a miximos e minimos.
by Determine os valores maximo ¢ minimo de fem [—2, 3]. Em que pontos estes valores
sfio atingidos?

Solucdo

@ | =38 — 6x

0 2
F(py) valor méximo de fem A ) f / } \ } /

fipy) valor minimo de fem A 8} 2

Definicio 2. Sejam fuma fun¢iioe p € Dy. Dizemos que f (p) € o valor mdximo glo- ponto de maximo local: 0
bal de fou que p é um ponto de mdximo global de f se, para todo x em Dy, f) < f(p). ponto de minimo local: 2

Se, para todo x em Dy, f(x) = f(p), diremos entdo que f (p) é o valor minimo global de

fouque p éum ponto de minimo global de f. Como lim (Jc3 -3+ 3)= 4w e lim (Jc3 — 3 4 3) = —o¢, segue que f nio
x> % X—= %

assume nem valor mdximo global, nem valor mfnimo global.

Definigio 3. Sejam fuma fungio ¢ p € Dy. Dizemos que p & ponto de mdximo local
de f'se existir » > 0 tal que

F=fp) _ b)

x [ fo) AN/
para tode x em ] p—rnp+r [ M Dy Por outro tado, dizemos que p ¢ ponio de minimo -2 —17 f ~ 2 0 2 3
local de fse existir » > 0 tal que 0 3
&= f©) 2 73
paratodoxem}p—r,err[ﬂDf. =
¥i
¥
| 3
| { F(=2) = —17 ¢ o valor minimo de S /T-;_Z
I I I em [—2, 3]. T ] g :',‘ ™
Py, P, ! : | F{0) =F(3) = 3 é o valor mdximo de f !
] . / . ! b em [—2, 3]. !
X
o e |
|
P71 P3 € Ps $80 pontos de miximo local; f (pg) € o valor midximo global de f ’ _——— - 17
P32 P4 € Pg sio pontos de minimo local; £ (p,) € o valor minimo global de f u

4
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EXEMPLO 2, Determine dois nimeros posttivos cuja soma seja 4 ¢ tal que a soma do cubo 4§

do menor com o quadrado do maior seja minima,
Solugdo
Indiquemos por x o nimero menor {0 = x = 2); assim o maior é 4 — x. Seja
SW=x'+@ - 0=<x=2
Devemos determinar x que torna mfnimo o valor de §. Temos

S () =322 + 2% — 8

4
x=—
2 3
3x +2X‘8=0<:> ou
x=-2
- +

=)
Wi 4
[ ]

. 4 .
Assim, x = 5 torna minimo o valor de §.

Conclusdo, Os mimeros procurados sio — e

W
w_[oo
n

EXEMPLO 3. Pede-se construir um cilindro circular reto de drea total S dada e cujo volu-
me seja maximo.

Solucdo
Precisamos determinar (raio da base) e A (altura).
Temos
drea da base = #r2
drea lateral = 24mri;
Assim,

S= 27Tr2 + 2mrh

i -S——w— 0<<r< fi.
dai, b = 2 \/211'
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—

— 22

Podemos, entdo, exprimir o voJume V em fungéo de r.

2 §—2m?

IS
-— é t
Vi =mr - LO0<r< \#277 (S é constante)

2ar

ou
——
S _ o 3
Vir) = ? —7rr,0<r<\‘/'2ﬂ.

Devemos determinar r que torma V maximo.

, ) 28 L 2 - |5 -
V(r)=5—3'rrr,§ 37 O r Ad\,"ﬁ-n'
a icd S ara deixar r > 0 e h > Q.
Observacio. A condi¢io 0 <7 < \{ Ey- ép

+ ] _ [l

v’ } } =

0 /s K

&n 2n
L . \ ,
V : 1 1

v} /s ,i

E 2n

IS L.
Assim, r = _|— torna V méximo.
Vo

= S lS - . . l
()Hclusa(), r= — ¢ h = — Sa0. Iespectl\‘amente, oraioea altura d() Cl md[O de
C q‘J ) k]

Vo

volume maximo.

Exercicios 9.6

1. Estude a fungdo dada com relagiio a médximos ¢ minimos locais e globais.

ayfix) = 3 B fxy=xe

T+ x
Af = —e & f) =2 -0 +12¢ + 3
Af=xX+3x+2 Hx@=te’

Ofw =t -4 + 4 +2 B) F(xy = senx + cosx,x € [0, 7]
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DyW=-r+37v41€-1,3] ) A= — & [0,1[
I+ xtgx 2
-1
5 4 3 x-1
Dfw=" -T2 myy=ex
5 2
3 b3 K]

ny = %,"} - x o) yv= %"‘X‘ - x

. Determine as dimensdes do retingulo de drea mdxima ¢ cujo perimetro 2p é dado.
- Determine o nimerc real positivo cuja diferenca entre ele e seu quadrado seja mixima.

- Determine o niimero real positivo cuja soma com o inverso de seu Guadrado seja minima.

5. Determine a altura do cilindro circular reto, de volume médximo, inscrito na esfera de raio R dado.

(=)

11.

Determine a altura do cone circular reto, de volume maximo, inscrito na esfera de raio R dado.

. Determine a altura do cone circular reto, de volume maxime, e com geratriz ¢ dada.

. Considere acurvay =1 — ,rz, 0= x = 1. Tragar uma tangente 4 curva tal que a drea do tridn-

gulo gue ela forma com os eixos coordenados seja minima.

- Determine o retdngulo de drea médxima e lados paralelos aos eixos coordenados, inscrite na

elipse 4% + yz =1

. Deseja-se construir uma caixa, de forma cilindrica, de 1 m3 de volume, Nas laterais e

no fundo serd utilizado material que custa R$ 10 o metro quadrado e na tampa material de
R$ 20 o metro quadrado. Determine as dimensdes da caixa que minimizem o custo do mate-
rial empregado.

r ¢ uma reta que passa pelo ponto (1, 2) e intercepta os eixos nos pontos A = (a, 0 e B = (0, b),
coma > 0e b > 0. Determine r de modo que a distinciade A a B seja a menor possivel.

- Certa pessoa que se encontra em A, para atingir C, wtilizar4 na travessia do rio (de 100 m de

largura) um barco com velocidade méxima de 10 km/h; de B a C utilizard uma bicicleta com
velocidade méxima de 15 km/h. Determine B para que o TEMpO gasto No percurso seja o me-
nor possivel.

o
@

e

-F----=»

i
1

10 kam

. Qual o ponto P da curvay = % que se encontra mais préximo de (3, 0)? Seja P = (a, b) tal

ponto; mostre que a reta que passa por {3, 0) e (g, b) é normal 4 curva em (a, b).

2 . .
. Encontre o ponto da curvay = =, x > 0, que estd mais proximo da origem.
X

. Duas particulas P e  movem-se, respeclivamente, sobre os eixos Ox e 0y. A fungio de posi-

—~ 3 . . )
giode Péx = ~7 eade(, y= 12 — =, t = (. Delermine o instante em que a distincia entre

P e Q seja a menor possivel,

16.

17.

15.

20.

21
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Seja g definida e positiva no intervalo /. Seja p € 1. Prove: p serd ponto de mdximo (ou de mini-
mo) de i (x) = & (x) em {, se. e somente se, p for ponto de mdximo (ou de minimo) de g em /.

Um s6lido serd construido acoplando-se a um cilindro circular reto, de altura h e rai_o . urmna
semi-esfera de raio ». Deseja-se que a area da superficie do sélido seja 5. Determine r e h

para que o volume seja méximo,

. A Cia. & Ltda. produz determinado produto e vende-o a um prego unitdrio de R$ 13. Estima-

se gue ¢ custo total ¢ para produzir € vender ¢ unidades € dado por ¢ = q3 - 3q2_ +4q + 2.
Supondo que toda a produgio seja absorvida pelo mercado consumidor, que quantidade deve-
réd ser produzida para se ter lucro méximo?

Determinado produte & produzido ¢ vendide a um prego unitdrio p. O prego de venda ndo €
constante, mas varia em fungiio da quantidade g demandada pelo mercado, de acordo com a
equaglo p = /20 — g, 0 < g < 20. Admita que, para produzir e vender uma unidade do
produto, a empresa gasta em média R$ 3,50. Que quantidade deverd ser produzida para que o
lucro seja méximo?

Do ponto A, situado numa das margens de um rio, de 100 m de largura, deve-se levar energia
elétrica ao ponto C situado na outra margem do rio. O fio a ser utilizado na ?igua custaR$ 50
metro, & o que serd utilizado fora, R$ 3 o metro. Como deverd ser feita a ligagdo para que ¢
gasto com os fios seja o menor possivel? (Suponha as margens retilineas e paralelas.)

B (&

!

e :

100m |
1

A -l
1000 m

. Sejam P = (0, @) e @ = (b, ¢), onde 4, b e ¢ sdo nimeros reais dados ¢ estritamente positivos.

SejaM = (x, 0),comd = x =< b.

Y @=(bc)

Y
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a)Determine x para que o perimetro do trifingulo PMQ seja minimo.
b) Conclua que o perfmetro serd minimo para o = B.

22. Determine M no gréfico de y = x3, 0 = x < 1, de modo que a drea do tridngule de vértices ;

(0,0, (1, 1) e M seja méxima.

23. A Cia. y Ltda. produz um determinado produto e vende-o com um lucro total dado por
Lig)= *qS + 12ql2 + 60g — 4, onde g representa a quantidade produzida. Determine o lucrg
médximo e a produgdo que maximiza ¢ lucro. Eshoce o grifico desta fungo.

24, Determine uma reta tangente ao graficode y = 1 — %, de modo que a distdncia da origem a
cla seja a menor possivel.

25. Determine o ponto da pardbolay = 1 — X que se encontra mais préxime da origem.

26. Seja (xg, o), % > 0 e v > 0, um ponto da elipse 2+ 4y2 = 1. Seja T a reta tangente 2 elipse
RO ponto (xg, ¥p).

a) Verifique que T tem por equagio
xgx+t4ygy=1

b) Determine x de modo que a drea do triingulo determinado por T'e pelos eixos coordenados
seja minima.

27. Uma particula P desloca-se sobre o eixo x com velocidade constante e igual a 1. Outra parti-

cula Q desloca-se sobre a pardbolay = 1 — +% de modo que sua projecio sobre 0 eixo x des-

creve um movimento com velocidade constante e igual a 2. No instante ¢ = 0, as particulas P

e () encontram-se, respectivamente, nas posiges (0, 0) e (0, 1). Determine o instante em que
as particulas encontram-se mais préximas.

28. Dado o tridgngulo retangulo de catetos 3 ¢ 4, determine o'retngulo de maior drea nele inscrito,
de modo que um dos tados esteja contido na hipotenusa.

29. Determine ¢ ponto da parabola y = P que se encontra mais proximo daretay = x — 2.
30. Dois vértices de um retingulo R estdo sobre o eixo x € 0s outros dois sobre o grifico de
x . . P a
y=o——x > 0. Considere o cilindro que se obtém girando o retingulo R em torno
+ x

i

do eixo x. Determine o retdngulo R de modo que o volume do cilindro seja o maior pos-
sivel.

31. Considere duas retas paralelas 7 ¢ 5. Sejam A e C dois pontos distintes de r ¢ B um ponto de 5.

A c

@ 8

Determine Q na reta s de modo que a soma das dreas dos triangulos APC e QOPB seja minima.

279
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32. Considere o trifingulo isésceles ABC, com AB = BC. Seja H o ponto médio de AC. Determine
P no segmento HB de modo que a soma das distincias de P aos pontos A, B e C seja a menor

possivel.

33. (Lei de refragdo de Snellius). Considere uma reta r € dois pontos P e Q localizados em
semiplanos opostos.

I 4

R

Uma particula vai de P a M com velocidade constante # e movimento retilineo; em seguida,
vai de M a 2 com velocidade constante v, também, com movimento retilineo. Mostre que o
tempo de percurso serd minimo se

sen 3

¥

€n a

U v

9.7. CONDICAO NECESSARIA E CONDICOES SUFICIENTES PARA
MAXIMOS E MINIMOS LocCAIS

Sejam f'uma tun¢ac e p um ponto interior a Delp interior a Dy existe um intervalo aberto

I,comlIC Dfe p € I). Suponhamos fderivivel em p. O nosso préximo teorema conta-nos que

uma condigdo necessdria, mas ndo suficiente, para que p seja ponto de maximo ou de minimo
local é que ' (p) = 0. A figura abaixo dé-nos uma idéia geométrica do que falamos acima.

Ay |

py é o ponto de minimo local: f* (p;) = 0

P2 € o ponto de mdximo local: f' (py) =0

£ (p3} = 0, mas p; nem ¢ ponto de méximo,
nem de minimo; p4 € ponto de inflexio horizontal
P4 € ponto de médximo local, masf' (py) # 0;

P4 O € ponto interior.
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Teorema 1. Seja f uma fungio derivivel em p, onde p é um ponto interior a Dy
Uma condi¢do necessdria para que p seja ponto de maximo ou de minjmo local é que

@ =0.

Demonstracdo

Suponha’mps que p seja ponto de mdximo local {a demonstracdo serd andloga se p for
ponto de minimo local). Assim, existe # > 0 tal que

f(x)sf(p)em]p*r,err[ﬂDf.

C_omo, por hipdtese, p é interior a D¢ podemos escother rde modoque 1p — r,p + r[ C Dy
Assim '

Sy <=fpyparatodoxem]p — r,p + r|.

Como f ¢ derivdvel em p, os limites laterais

OESIIIN
x—p

lim J8 = F(p)
x—p

lim
x—p" x—=p-

existem e sdo iguais a ' (p):

fO-f(p)
x—p

S - Ffip
x—p

fix)=f(p)
xX—p ’

f'p)=lim

lim
A —> p+

x—op

Parap <x<p+r, = 0; pela conservagio do sinal

f(X)—f(p)sO

lim

xspt X p

logo, " (p) < 0.
Pa_rap—r<x<p’M20;dal‘
X—p

lim fx}=fF(m =0

X p xX—p
logo, f'(p) = 0. Como J” {p) = Oe f' (p) < Oresultaf (p) = (. »

Umpontop € Dyse diz ponto critico ou ponto estaciondrio de fse ' (p) = 0. O teorema

anterior conta-nos, entio, que se p for interior a Dy e f derivdvel em p, entdo uma condigdo

necessdria para que p seja ponto de maximo ou de minimo local de Féque pseja ponto
critico de f.

’V.amos, agora, estabelecer uma condigdo suficiente para que um ponto P seja ponto de
méaximo ou de minimo local.

sap el i e M e e

B

% R F T
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Teorema 2. Sejam f uma funcdo que admite derivada de 2.* ordem continua no
intervalo aberto fe p € I.

a f'(py=0ef"” (p) > 0= p é ponto de minimo local.
BYf'(py=0ef" (p) <O = p é ponto de mdximo local.

Demonstra¢do

a)Como f'’ écontinuaem{ef’’ (p) > 0, pelo teorema da conservagao do sinal, existe
r > 0 (tal » pode ser tomado de modo que | p — r, p + r[ esteja contido em J, pois estamos
supondo I intervalo aberto ¢ p € 1) tal que

ff@>=0emlp—rp+rl

Segue que f ' € estritamente crescente neste intervalo; como f' (p) = 0, resulta:

Fix)<0 em ]p—r. pl e
F(x)>0 emlp, p+rl

fp)=0er (p)>0

2]

Logo, f é estritamente decrescente em |p — r, p] e estritamente crescente em [p, p + r[.
Portanto, p € ponto de minimo local.

b) Faga vocé. [

Exercicios 9.7

1. Determine os pontos criticos da fungdo dada e classifique-os (a classificagdio refere-se a ponto
de méximo local, ponto de minimo local ou ponto de inflexdo).

4

aftxr= " - -t +3 by x(y= 33 -2 +1

4

3 L2 1
Yh{)=x —3x" +3x—1 d) fx) = ——— —
AR s 23 x4
Af) =3t =2 + 67 —dx + 1 et =xte *

2. Suponha que f admite derivada de 3.* ordem contfnua no intervalo aberto [ e seja p € . Prove
quesef ()Y =f"(p)=0ef" (p) # 0enldo p & ponto de inflexdo horizontal.

3. Suponha que f admite derivada até a 4.> ordem continua no intervalo aberto I e sejap € L
Provequesef (p}=f"(p)=f" (p) = Oef™ (p) # 0, entdo p serd ponto de méximo local
sef @ () < 0 e serd ponto de minimo local se f “ (») > 0.
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4. Generalize os resultados obtidos nos Exercicios 2 e 3.

. x .
5. Sejafderivdvel em IR e seja g dada por g (x) = & x # 0. Suponha que p € ponto de m4-
X

xime local de g.

a)Prove quep f' (p) — f(p) = 0.
b) Prove que a reta tangente ao gréfico de fno ponto de abscissa p passa pela origem.

6. Suponha que £ seja derivdvel até a 2.* ordem em R e tal que para todo x
fr®+xf =1

a} Prove que f ndo admite ponto de méximo local.
b) Prove que, se f admitir um ponto critico Xq, €Ntdo xg serd ponto de minimo local.
¢} Prove que f poderd admitir no méxime um ponto critico.

7. Supenha que f seja derivivel até a 2.% ordem em R e tal que para todo x
xfr+ =2

a) Prove que, se x;, for ponto de méximo local, entéio xp < 0.
b) Prove que, se xq for ponto de minimo local, entio xg > 0.
c) Prove que £ (x) > 0 para todo x.

(Sugestdo. Observe que f” (0) = 2.)

8. (Teorema de Darboux.} Suponha g derivavel em [a, b], com g ' (a) < Oe g'(b) > 0. Prove que
existe ¢ em Ja, b[ tal que g’ (c) = 0. Interprete geometricamente.

(Sugesrdo: Verifique que o valor minimo gle)de gem[o, blétal que g (¢) < g (a) e
gley<g (b))

9. Suponha g derivavel no intervalo I e tal que g’ {x) # 0 em todo x de /. Prove que

g'(xX)>0emtodox e i
ou
g (X <0emtodox e[

10. Suponha g derivivel em [a, b] e seja m tal que g' (@) < m < g’ (b). Prove que existe c em |a, 4]
tal g’ (¢) = m.

(Sugestdo: Apligue o Exercicio § A funcio Flo = gx) — mx)
11, Sejay = f(x}uma fangio derivivel até a 2.* ordem no intervalo aberto 1, tal que para todo x € £.
Fr @+ af @@= 1w =0
fx)#0.

a) Verifique que f " ¢ continua em [,
b) Prove que f ndo admite ponto de maximo local em /.

I2. Sejay = f(x) derivdvel até a 2.° ordemem ] -7, » [, 7> 0, tal que, paratedox €] —r, r|,
fr@ W = XL =0,
Suponha, ainda, que f(0) = 0ef’ (0) = 1.

a) Prove que f nZo admite ponto de méximo local em ] 0, » 1.
b)Prove que f nio admite ponto de minimo local em | —r, 0 ].
¢) Prove que f & estritamente ¢rescente em]—rrl
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9.8. MAXIMO E MiNIMO DE FUNCAO CONTINUA
EM INTERVALO FECHADO

Seja f uma fungio continua no intervalo fechadf) Fa, 5.0 teore’rr}a de Weierstrass (veja
Cap. 5) garante-nos que fassume em [a, b] valor maximo e valor mlmm’o.‘Vamos Qegcrevzr,
a seguir, um processo bastante interessanie para dgternfunar oS vaiofe§ MAXImos e mimr}'lgs e
fem[a, b]. Suponhamos f derivavel em Ja, &[. Sejaf (p) o valor maximo de fem {q, b}, este
modo, p ou é extremidade de [a, b] oup € la, b[; sep € la, b, pele teor’ema 1} da seco ante-
riot, f ' (p) = 0. Segue que, para se obter o valor mdximo de fem [fl’ b), é suficiente comparar
os valores que f assume nas extremidades de [a, b} com os assumu.ios nos pontos criticos que
pertencem a la, bl. O valor mdximo de f em [a, b] serd entdo o maior desses valores. Eviden-
temente, o valor minimo de f em [a, b serd o menor daqueles valgres. »

Deixamos a seu cargo descrever um processo para se determinar o8 valores~max1_m?s e
minimos de fem [a, b}, no caso em que fé continua no intervalo fechado [a, b] € ndo derivavel
e apenas um nimero finito de pontos de {4, b].

Exercicios 9.8
Determine os valores maximos e minimos (caso existam) da funcio dada, no intervalo dado.

P

Lf) =" — X =% +3em[-2,3].
4
2 g =1 — 3" + 3x— lem[-2 1].

5 4
Lf = =~ 4 4+ lem[-3,3).
5 2

4. f{x) = sen x — cos x em [0, 7].

5.0 = Yx3 —2x? em{~1,2].

) em ]0, 2[.

1
6 f@ =
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PRIMITIVAS

10.1. RELACAO ENTRE FUNCOES COM DERIVADAS IGUAIS

Jd sabemos que a derivada de uma fun¢&o constante é zero. Entretanto, uma fungio pode
ter derivada zero em todos os pontos de sen dominio e rde ser constante; por exemplo

1 se x>0
fx=

-1 se x<<O

étal que f' {x) = 0 em todo x no seu dominio, mas f ndo é constante. O préximo teorema,
que é uma conseqiiéncia do TVM, conta-nos que se ftiver derivada zero em todos os pontos
de um intervalo, entio f serd constante neste intervalo.

Teorema. Seja f continua no intervalo 1. Se £’ (x) = 0 em todo x interior a /, entdo
existird uma constante & tal que f(x) = & para todo x em I.

Demonstracio

Seja xp um ponto fixo em 1. Vamos provar que, para todo x em I, f (x) = f (xp), 0 que

significard que fé constante em /. Para todo x em [, x # x, existe, pelo TVM, um x perten-
cente ao intervalo aberto de extremos x e x;, tal que

F@ —Flgy=F"(x)x - xh

(Observe que de acordo com a hipétese, € cont{nua no intervalo fechado de extremos x € xp
e derivdvel no intervalo aberto de mesmos extremos.)
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Como X € interior a [, pela hipétese £/ { X ) = 0, logo
F) —Fflxg) =0 ou fx)=Fflxp

para todo x em /. Tomando-se & = f(xp), resulta o teorema. [}

Como conseqiiéncia deste teorema, provaremos que se duas fingdes tiverem derivadas
iguals num intervalo, entdo, neste intervalo, elas diferirdo por uma constante.

Corolario. Sejam fe g continuas no intervalo . Se f' (x) = g’ (x} em todo x interior
a [, entdo existird uma constante k tal que

g =f)+k

para todo x em 1.

Demonstracdo

A fungio ki (x) = g (x) — f(x) é continua em [ e para todo x interior a I,
R x) =g’ ' (x) — f' (x) = 0. Pelo teorema anterior, existe uma constante k tal que

g —f=k ou g)=f+k

para todo x em I. ]

Observamos que se fe g satisfizerem as hipéteses do corolario e se f (xy) = g (xp) para
algum xy € I, entdo f (x) = g (x) para todo x € I. De fato, pelo coroldrio, existe  tal que

gl) =fx)+k

para todo x em I. Em particular, g (x) = f(xg) + &, logo k = 0. Portanto, g (x) = f(x) em L.

J4 vimos que se f(x) = ¥, x € R, entdo, ' (x) = ", ou seja, a fungio £ (x) = ¢" goza da
seguinte propriedade: a sua derivada ¢ ela prdpria. O proximo exemplo nos mostra que as
dnicas funcdes que gozam desta propriedade sdo as fungdes da forma f(x) = ke®, onde k ¢
uma constante.

EXEMPLO 1. S¢ja f definida e derivdvel em R e tal que, para todo x, f ' (x) = f (x). Prove
que existe uma constante & tal que, para todo x, tem-se f(x) = ke,

Solucdo

f )

eX.

A idéia para a prova é considerar o quociente e mostrar que a sua derivada é zero.

Temos

(f(X)]’: [l e” = flayet

PE er
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Da hipétese f' (x) = f (x) segue

=0

( f(®) J L f) et = f(x) e

X er
para todo x em R. Pelo teorema 1, existe uma constante k tal que, para todo x,

AC

ex
ou seja,

Fx) = ke

a

) . - U, . od =
O exemplo acima nos diz que as solucdes da equacdo diferencial a‘—y =y sflo as fun-
~ . X
cdes da forma y = ke”, k constante, isto &,

v
LA y & vy =ke", k constante.
dx

a

Observe: y = f(x) é solucdo da equacdo diferencial % = ¥ se, e somente se, a derivada de
ffor ela prépria.

EXEMPLO 2. Determine y = f(x), x € R, tal que

dy

~—=ye f(0)=2

R 5
Solugdo

dy

— =y & y=ke", kconstante.

dx

Assim, a f procurada é da forma f (x) = ke*, com & constante. A condi¢do f () = 2 nos
permite determinar a constante &. De fato, de f(x) = ke* segue f(0) = ke, portanto, k£ = 2,
A fungdo que satisfaz o problema dado &, entdo, £ (x) = 2¢”. Ou seja, y = 2", ]

Consideremos, agora, a fungio £ (x) = ¢, & constante. Temos F1() = ae™, ou seja,
f' (¥) = af(x). Raciocinando como no Exemplo 1, prova-se (veja Exercicio 1) que as uni-
cas fungdes que satisfazem a equagio f' (x) = o S0, x € R e aconstante, sdo as funcdes
da forma f(x) = ke™, k constante. Ou seja, sendo a constante, tem-se

L ay &y = ke™, k constante
dx

ou

T =afx)efx)=ke™, k constante

Primitivas 287

EXEMPLO 3. Determine a fungo y = y (x), x € R, que satisfaz as condic¢Ses

dy
= =3yey=—1
dx y ey
Solugdo
dy oy 3x
— =3y &y = ke (k constante).
dx
- P 3
Da condigio y (0) = —1, resulta k = — 1. A fungfo procuradaéy = —¢ Fx ER [ ]

EXEMPLO 4. Determine uma fungfio y = f (x), definida num intervalo aberto I, com
1€ L talquef(l) = 1le, paratodoxem],

Solucdo
Devemos ter, para todo x em /,
F1 @ =xfx).

Como a fungdo f deve ser derivivel em 7, resulta que f deve_ ser, também, continua em I.
Entiio, a condigdo f (1) = 1 e o teorema da conservagio do sinal garantem-r_los que, para x
proximo de 1, devemos ter f(x) > 0. Vamos, entiio, procurar f, deﬁmd.:;} num intervalo aber-
to I, € que, neste intervalo, satisfaga a condigiio f (x) > 0. Temos, entiio,
!
& =xx€L
fix)

’ 2 ’
x x
Lembrando que [ Inf(x} ]’ = f—(x) e que {TJ = x, resulta

2
X P . 2 -
para todo x em £. Como as derivadas das fungdes In f(x) e EX s80 iguais em 1, do coroldrio

acima resulta que existe uma constante k tal que, para todo x em I,
2
X
In f(x) - T + k.

Da condigdo f(1) = 1, segue

1
Inl= —-+k%
2
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1 .
e, portanto, k = S Assim, a funcdo
P =
y=—=e2 ,x€R,
Ve

satisfaz as condi_gc")es dadas. (Observe que esta & uma fungio satisfazendo as condigdes da- 4
das. Serd que existe outra? Como veremos no Cap. 13, esta & a iinica funcio definida em ] :

e satisfazendo as condigdes dadas.) ]

EXEMPLO 5. Determine uma fungfio ¥ = f (), definida num intervalo aberto I com
1 €L talque f(1) = —1 e, paratodo x em [,

dy

=2y2,
dx ’

Solucdo
Devemos ter, para todo x em /,
Fre =20 )
A condicao f (1) = —1 permite-nos supor f(x) < 0em /. Temos, entdo,
SN2 f ) =221
Lembrando que {—{ f(x)] -1 Vo= [f(x)]—zf’ (x) e que (2x)" = 2, resulta
{1y = @, x€er
Pelo caroldrio, existe uma constante k tal que, paratodo x € 1,
“fl T =2tk
Dacondigdo f(1) = —1, segue k = —1. A fun¢io

1 )c>-l

TO= = "3

satisfaz as condigtes dadas. (A condigio x > % ¢ para garantir que | pertenga ao dominio
def)
[ |

Exercicios 10.1

L. Sejaf: R — R, derivével e tal que para todo x, f' () = a f(x), @ constante nio nula. Prove que
existe uma constante k, tal que, para todo x, fx) = ke™

2. Determine y = f (x), x € R, tal que

ST =2fx e fl=1

(Sugestdo: Utilize o Exercicio 1)

3.

4.

5.

6.

10.
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Uma particula desloca-se sobre o eixo Ox, de modo que em cada instante ¢ a velocidade € o dobro
da posigo x = x (7). Sabe-se que x (0) = 1. Determine a posi¢io da particula no instante 7.

Afungioy = f(x),x E R, étal que f(0) = lef’ (x) = —2f(x) para todo x. Esboce o grifico
de f.

Sejay = f(x), x € R, derivdvel até a 2.” ordem e tal que, para todo x, /" (x)} + f(x) = 0. Seja
g dada por g (x) = f' (x) sen x — f{x) cos x. Prove que g € constante.

Sejaf: R — R derivdvel até a 2.* ordem e tal que, paratodo x, [ (x) + f(x) = 0. Prove que
existe uma constante A tal que

l:f(x)—Acosx]=0

SEn X

para todo x em 10, w[. Conclua que existe uma outra constante B tal que, para todo x em
10, [, f(x) =Acosx+ Bsenx.

{Sugestdo: Utilize o Exercicio 6.)

. Sejaf: R — R derivdvel até a 2." ordem e tal que, para todo x, f** (x) — f(x} = 0.

a)Proveque g (x) = e [f () —f(x)], x € R, é constante.

o

flx)—Ae* } o,

b) Prove que existe uma constante A tal que, para todo x, li

¢) Conclua de (b) que existe uma outra constante B tal que f{x) = A e "+ B¢, paratodox.

. Sejam fe g duas fungBes definidas ¢ deriviveis em R. Suponha que f(0) = 0, g (0) = 1 e que

para todo x
=g e g'x=—fx).
a) Mostre que, para todo x,
(f () — sen x)° + (g {x) — cosx)* = O.

b) Conclua de (a) que f(x) = senxe g (x) = cos x.

. Utilizando o Exercicio 1, determine a dinica fungdo y = y (x), x € R, que satisfaga as condi-
¢oes dadas.
dy dy
a) — =2y e y0) =1 p)y—=-y e y{®=-1
) e O . y ey
dy 1 dy = 1
¢y —=—y e y(0)=2 =23 e y(0)=——
) w20 ¢ o ¥ y 2
Determine a fungfio cujo grifico passe pelo ponto (0, 1} e tal que a reta tangente no ponto de

abscissa x intercepte o eixo Ox no ponto de abscissax + 1.
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I1. Determine uma fungdo y = f{x), definida num intervalo aberto, satisfazendo as condigdes dadas

dy x

a) —
dx ¥3

, ¥y =1

¢
by 2 = ysenx,y(O) =1.
dx

12. Sejaf: R — R derivavel até a 2.* ordem e tal que, para todo x,

F7 )= —fix.
a) Mostre que, para todo x,
L er +gan =0
dx
#) Conclua que existe uma constante E tal que, para todo x,

F P+ [fWP = E

13. Sejam f(#), g () e & (1) funges derivdveis em R e tais que, para todo ¢,

fr =g
gt =—f@y— k)
h' (1) = g(i).

Suponha que f(0) = g (0) = k (0} = 1. Prove que, para todo 1,

F@OF + [g 0 + Ao =3

14. Sejam f{¥) ¢ g (1) fun¢des derivaveis em R e tais que, para todo ¢,

{f’(!) =2g(n
g =—f@.

Suponha, ainda, que £ (0) =0 e g (0) = 1. Prove que, para todo £, o ponto (f (1), g (1)) pertence
2
A elipse x? +y2 =1,

10.2. PRIMITIVA DE UMA FUNCAO

Seja f uma fungdo definida num intervalo /. Uma primitiva de f em I é uma fungio F
definida em /, tal que

Flig=fx

para todo x em 1.

P
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3

EXEMPLO 1. F (x) = — x~ é uma primitiva de f (x) = £*em R, pois, para todo x em R,

W[ =

F'(x)= [%xj] =x%

Observe que, para toda constante k, G (x) = % £+ ké, também, primitivade f(x) = .
[

EXEMPLO 2. Para toda constante &, F (x) = 2x + & é primitiva, em R, de f(x) = 2, pois,
F'io=Qx+k =2

para todo x. |
Sendo F uma primitiva de fem [, entdo, para toda constante k, F (x) + k &, também, pri-
mitiva de f. Por outro lado, como vimos na segao anterior, se duas fun¢des tém derivadas
iguais num intervalo, elas diferem, neste intervalo, por uma constante. Segue que as primi-
tivas de fem [ sdo as fungoes da forma F (x) + k, com k constante. Diremos, entio, que

y=F(x)+k k constante,

é afamilia das primitivas de fem /. A notagio j S (x) dx serd usada para representar a fami-
lia das primitivas de f:

_[f(x)dx= F{x) + k.

Na notacdo J- f(x) dx, a fun¢io fdenomina-se infegrando. Uma primitiva de f sera, tam-

bém, denominada uma integral indefinida de f. E comum referir-se a j J{x) dx como a inte-
gral indefinida de f.

Observacio. O dominio da funcio f que ocorre em J f(x) dx deverd ser sempre um inter-

valo; nos casos em que o dominio ndo for mencionado, ficard implicito que se trata de um
intervalo.

EXEMPLO 3. Calcule.
a) _[ x2 dx. b) J dx.
Solugdo

LI L 2 x
ayl —x =x.Logo,jx dv=—+k

3 3
b) O integrando é a fungfio constante f (x) = 1. Entio

J.alx:J'de:x-O-k

pois, (x)' = 1. L]
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EXEMPLO 4. Calcule _[ x* dx, onde & # —1 & um real fixo.

Solucdo
1 ' a+1
a+1 =y | J‘ a — £
[a+1x J x%, logo, | x¥ dx a+1+k
EXEMPLO 5. Calcule
3 1
a) | x°dx b)f—-dx.
12
Solucdo
4 4 1 3
@) [ x3de ="+ pois, | | =L ot] = 3
X ) pots 7 4x x°,
b)jidx="‘x72dx: ! x 2% 1 4 k (veja Exemplo 4)
x2 —2+1 ! P
ou seja,
! -1
de=—x + k
X
e, portanto,
1
J.—de=—i+k
x X

EXEMPLO 6. Calcule j Va2 ax.

Solugc;z;o
N
J'%/Fdx:fxsdxz’; +k
= +1
3
ou seja,

[ ax = %%/x-i + k.

EXEMPLO 7. Calcule j [;;5 + % +4 J d.

X
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Solucdo
o R A
.[(x5+x_3+4)dx= +4x+k
541 —3-+1
ou seja,
6 2
I(x5+%+4]m:L——x +ax+k
x 6
e,pOl’tantO,
6
J'(x5+i+4jdx=x———l +dx+k .
x3 6 2x2
EXEMPLO 8. Calcule f L x>0,
X
Solucio
J'ldxz(lnx)+k(x>0)
X
. |
pois(Inx + k)’ = ; [ ]
Seja a um real fixo. Dos Exemplos 4 e 8 resulta
a+1l
al +k se a¥F—1
a+1
jx“dx:
(Inx}+k se a=—1(x>0)
1 —
EXEMPLO 9, Calcule.[(—JrV"xj dx, x> 0.
x
Solucdo
3
P 2
J- ;-0—12 a’x=(lnx)+—§—+k
2
ou seja,
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EXEMPLO 10. Seja @ um real fixo, ¢ # 0. Caleule J- ™ dx.

Solucdo

1 '
[—ew‘} = ¢, logo,
o

eoraemt em v .
@

EXEMPIL.O 11. Calcule.

a) j e* dx. b) j 2% d.
Solug‘a‘o
cz)je"dx:e"+k. b)jelxdx=%e2X+k. .

EXEMPLO 12. Determine v = y (x), x € R, tal que

LI
dx
Solucdo
d
—y:xz <:>y=J-x2 dx.
dx
Assim,
3
X
=+ k ]
Y 3

Vimos, ao final da se¢do anterior, que se F ' (x) = G ' {x) para todo x no intervalo { e se,
para algum x em I, F (xg) = G (xp), entdio, F (x) = G (x) em I. Segue deste resultado que se
S admitir uma primitiva em 7 e se xy, y, forem dois reais quaisquer, com xy € I, entfo exis-
11rd uma tnica fungfo y = y (x), x € [, tal que

%=f(x), xel,

¥ (xg) =Yo.

EXEMPLO 13. Determine a tnica fungo y = ¥ (x), definida em R, tal que

Y2
dx
y(0)=2
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Solugdo
£=x2 =>y=jx2dx=lx3+k.
dx 3

A condi¢do y (0} = 2 significa que, para x = 0, devemos ter y = 2. Vamos determinar &
para que esta condi¢do esteja satisfeita.

1 .
Substituindo, entdio, em y = §x3 + k, xpor 0 e y por 2, resulta k = 2. Assim,

1 3
=—x"+2 =
Y73
EXEMPLO 14, Determine a fungio y = y (x), x € R, tal que

dzy
—Z=x+1Lv(M=ley (@ =0
x y(O)y=ley (0)

2
Solugdo
Zx—zg’=x+1 =2 = [a+na
Assim,

Para se tery’ (0) = Oou Q =0, € preciso que k| = 0. Assim,
dx x=0
2
a _x
dx 2

dai

Para k, = 1, a condigéo inicial y (0) = 1 se verifica. Assim,

y=2+ 41 n
6 2

EXEMPLOQ 15. Uma particula desloca-se sobre 0 eixo x e sabe-se que no instante 1, ¢ = 0,
a velocidade é v (1) = 2t + 1. Sabe-se, ainda, que no instante ¢ = ( a particula encontra-se
na posicdo x = 1. Determine a posi¢do x = x (¢) da particula no instante f.

Solucdo

E=2!+l e x(0)=1.
dt
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Temos:

%:2t+1:‘>x: _[(2t+l)dt:12+t+k,

Parak = 1, teremos x = 1 para s = 0. Assim,

x(H=F+r1+ L

Exercicios 10.2

i. Calcule.

*a)J.xdx

C)j(3x+1)d_x

e)J-x3 dx

g)jx%dx

i)".«/;dx

I)J.(x+%)dx

n) J. (ax + b)dx, ae b constantes
ICRER"

r) j(si/x_z + 3)dx

2
r)-[x +1dx

kS

2. Seja o # 0 um real fixo. Verifique que

1
a)jsenrxxdx=-‘—cosax+k
o

b)J.de
d)J(x2+x+l)dr

f)_[(x3 + 2x + Ddx

h).f[x+xi3)dx

P [V ae

m | @+ 4 ar
O)I(w +x+xi3jdx
q)j(
of(20 - )

* |

3
+— |dx
=)

1
b)jcosaxdx=ﬁscnax+k
a

3. Calcule.

o) [ evas

o [ v aetya
o f sen sx d

o 2+ sen oy

X e ¥
) _[ ——dx
2

0 J- (sen 3x + cos Sx)dx
n) ‘[ sen % dx

P J- Afx + cos 3x)dx
e+

I3 J (1 — cos 4x)dx

4, Verifique que

Primitivas

b) J e Fdx
d) j cos 3xdx

f}I(eQX + é—lx)dx

0 [ 0+ cos

p [ e

o f(Le o Yau o
o o i

o [t e

) j 5¢7% dx

u)J.(ZJrsen%]a’x

a) J.\fl%—:—z—dx —arcsenx + k —1<x<1

b)J ! 2dx:al:ctgx*rk
1+ x

5. Determine a fungiioy = y (), x € R, tal que

a)ﬂ=3x—13y(0):2
dx

c); =cosxey(@=0

&|&

a

O yz%x+3e)‘(‘1)=0

ax

dy
b) —_ :x3

—x+ley)=1
dx

d}ﬂzsen?’xe)‘(ﬂ):l
dx

dy —x _
= ey(())—l
f)dx

297
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6. Determine a funcio ¥ =yi{xhx>0,tal que

dy _ 1 dy 1

a) —=— e y(l)=1 by — =34+ —e y(l)=2
)Lix x? ’ dx x yh)
dy o d 11

)= =x+— e y()=0 d)—=—+ —¢c y(h=1
dx Vx Y R )

7. Uma particula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (1) = ¢ + 3,7 = (. Sabe-se que, no
instante # = 0, a particula encontra-se na posigio x = 2.

a) Qual a posi¢do da particula no instante 7
b) Determine a posicio da particula no instante 1 = 2.
¢) Determine a aceleragio.

8, Uma particula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (1) =2t — 3, 1= 0. Sabe-se que no
instante ¢ = 0 a particula encontra-se na posi¢do x = 5. Determine o instante em que a parti-
cula estard mafs proxima da origem.

9. Uma particula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v O =at+vyt=20(ae Vo constan-
tes). Sabe-se que, no instante r = 0, a particula encontra-se na posigio x = x. Determine a
posigiio x = x (¢) da particula no instante z.

10. Uma particula desloca-se sobre o eixo x com funcdio de posigio x = x (¢), 1 > 0. Determine
= x (1), sabendo que

a);ﬂ=2t+36x(0)=2 v =r—1ex@0=-1
t

dzx de —t
<) 2 =3v()=1lex(@=1 i v =0ex(@=1
2 2
d
e)izi=cos?.z.v(0)=l e x(0)=0 j)—2x=sen3t,v(0)=06x(0):0
dr dt
dx 1
— = e x(0)=0
§ dt 1+ 2 o

11. Esboce o grifico da fungao y = y (x), x € R, sabendo que

dy d?y

a) — =2x~ley(0)=0 b =—4cos2qy=1¢e y (=0
= ¥ ( )= YO =1¢y ©
d2y dy

C)Efze*x,ym):()ey'(()):—l d)£= ey@=0

1+ x2

11

INTEGRAL DE RIEMANN

Neste capitulo introduziremos o conceito de integral de Riemann e estu‘daremos ?lgumas de
suas propriedades. A integral tem muitas aplicagdes tanto na geometria (célculo de dreas, com-
primento de arco etc.) como na fisica (célculo de trabalho, de massa etc.), como veremos.

11.1. PARTICAO DE UM INTERVALO

Uma parfigdo P de um intervalo [4, b] é um conjunto finito P = {xp, x|, X», ..., X, } onde
a=x<x <xp<..<x,=b - 1
Uma particio P de [a, b] divide [a, blemnintervalos[x; - |, x;1.i= 1,2, ..., 1

Il i " - I il
b t ¥

a = Xy Xy xl
A amplitude do intervalo [ x; _ |, x; ] serd indicada por Ax; = x; — x; _ |. Assim:
AX] =X X A}Cz =Xy T X) etc.

i 30 s i iguais; i enomina-
Os ndmeros Ax;, Ax,, ..., Ax, n3o s3o necessariamente iguais; o maior deles d

se amplitiede da parti¢io P e indica-se por midx Ax;. o _
Uma particiio P = {xg, x[, X3, ..., x,} de [, b] seré indicada simplesmente por

P:a:x0<x1<x2<...<xn=b. |

11.2. SOMA DE RIEMANN

Sejam fuma funcdo definidaem [a, ble P:a = xp<xp < ) < ... <x, = buma par-
ticdc de [q, b). Para cada indice i (i = 1,2, 3, ..., n) seja ¢; um nimero em [x; _ 1, x;] esco-
lhido arbitrariamente.

Cl ¢y c; <y
} i t £ + — : L t ~ t i I
a=x, x| X X_y X x,_, b=x,
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Pois bem, o nimero
n
2 f(C,-) A.Xi :f(Cl) AX] +f(6'2) AX2 + ... +f(C”) Axn
i=1
denomina-se soma de Riemann de f, relativa i partigic P e a0s nimeros c;.

Observe que, se f{c;) > O, f (c;) Ax; serd entdo a drea do retdngulo R; determinado pelas
retasxy =x; . x=ux,y=0ey=flghse flc) <0, adreade tal retngulo serd —f (c;) Ax;.

\ X1 C; /x,-
X 3 x
R;

dreade R; = —f(¢;) Ax;

Fley) Ax; = drea de R;

Geometricamente, podemos entdio interpretar a soma de Riemann
H
2 fle)Ax
i=1

como a diferenga entre a soma das dreas dos retingulos R; que estfio acima do eixo x e a
soma das dreas dos que estdo abaixo do eixo x,

6
X ofe)Ax = soma das dreas dos retin-

5 =1 . | .
b % gulos acima do eixo Ox menos soma das dreas
dos abaixo do eixo Ox

Seja F uma fungio definidaem [a, bl eseja P ra = xy <x] <xp < x3 < xz = b uma
parti¢io de [a, b]. O acréscimo F {b) — F {a) que a F sofre quando se passa de x = g para
x = b ¢ igual & soma dos acréscimos F (x;) — F (x; _ ) para i variando de 1 a 4:

FB)—Fla) = Flg —Flg) = [Flx) —Flx)] + [Flxg) — Flxp)] +
[F (x9) = F{x)] + [F(x)) — F (xp)].

Isto é:

4
F(b)— Fla)= _gl[F(Xi) = Fle-1)
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De modo geral, se P:a = xp << xy <xp < ... < x,, = bfor uma partigio de [, ], entfio
13
Fhy—Fla)= X [F(x;)— Flx; )
i=1

EXEMPLO. Sejam F ¢ f definidas em [ 4, b ] e tais que F' = fem [ g, & |; assim F € uma
primitiva de fem [ a, b 1. Sejaaparticio Pra = xy < x) < xpy < ... < x,=bdela b]
Prove que escolhendo convenientemente ¢, em [x; - 1, %; ] tem-se

Fby— Flay= 3 f(&) Ax.
i=1

Seolucdo

Pelo que vimos acima
i
F(b) = Fla)= ‘Zf [Flx} = Flx-1
i=
Pelo TVM, existe ¢, em [x; _ 1,x;] tal que
F(xi) _F(x,'— 1):F'(C_‘f)(xf*xf— 1)
ecomo F' = fem [a, bl e Ax; = x; — x; _ | resulta
I —
F(b)— Fla)= _Z] Flep) Ax;. n
i=

Suponhamos, no exemplo anterior, que f'seja continuaem [a, b] e que os Ax; sejam sufi-

cientemnente pequenos; assim, para qualquer escolha de ciem [x; _ , x;], f(c;) deve diferir
n

muito pouco de f( ¢; ). E razodvel, entdo, que nestas condigdes Y, f{c;) Ax; sejauma boa

avaliagio para o acréscimo F (b) — F {q), isto é: =

Fb)~ Fla)= ﬁl fei) A,

E razodvel, ainda, esperar que a aproximagio acima serd tanto melhor {uantc menores
forem os Ax;. Veremos mais adiante que, no caso de fser continua em [a, b],

F(b)— Fla)y= lim i flc) Ax;.

méx Ax;0 j=]

onde max Ax; indica o maior nimero do conjunto {Ax;li=1,2,...n)

O sentido em que tal limite deve ser considerado serd esclarecido na préxima sec¢éo.
Observe que max Ax; — 0 implica que todos os Ax; tendem também a zero.

Vejamos uma versdo cinematica do que dissemos anteriormente. Consideremos uma
particula destocando-se sobre o eixo Ox com fungdo de posicio x = x (¢) ¢ com velocidade
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v = v (f} continua em [a, &]. Observe que x = x (£) & uma primitiva de v = v (#). Seja
@ =1ly<Ip <t <..<t,=buma parti¢io de [, b] e suponhamos max Ar; suficiente-
mente pequeno (0 que implica que todos os A, sdo suficientemente pequenos). Sendo ¢; um
instante qualquer entre #; _ | e 7;, a velocidade v {c;) € um valor aproximado para a velocida-
de média entre os instantes 1, _ | e £:

Ax:
vic)=~—Lou Ax; =v(g) Ay
Ati
(observe que, pelo TVM, existe um instante ¢, entre f; _ ¢ t;tal que Ax; = v (¢,) Aty), onde
Ax; € o deslocamento da particula entre os instantes t; _ et Como a soma dos desloca-
mentos A.xt-, para i variando de 1 a n, ¢ igual ao deslocamento x (b) — x (a), resulta

x(B)~ x(@= 3 vie Ay

i=1

L n
E razodvel esperar que, 3 medida que as amplitudes Astendamazero,asoma Y vic;) Ay
tenda a x (&) — x {a): i=1

x(b)— x(a)= lim E vic;) At;.

max Arfao i=1
11.3. INTEGRAL DE RIEMANN: DEFINICAO

n
Sejam f uma fungfo definida em [a, #] ¢ L um niimero real. Dizemos que X f(c;) Ax
tende a L, quando mix Ax; — 0, e escrevemos =l

lim i f(C,') Axi =L

méxAxia{) i=1

s, para todo € > { dado, existir um & > 0 que s6 dependa de € mas nio da particular esco-
tha dos ¢, tal que

‘ Y FlenAx — L <e
i=1

para toda partigiio P de [a, b], com mdx Ax; << 8.
Tal mimero L, que quando existe é tinico (verifique), denomina-se integral (de Riemann)

b
de fem [a, b] e indica-se por j S (x) dx. Entio, por definigio,
a

[roa= tm  $ fepan

mix Ax; - 0 j=]

b “
Se J' S (x) dx existe, ento diremos que ¢ integrdvel (segundo Riemann) em [a, #]. E
a

b
comum referirmo-nos a I F(x) dx como integral definida de fem [a, 5].
a
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Observacio. Pomos, ainda, por definigio:

J':f(x) dx=0e j:f(x) dx =— _[:f(x) dx (a < b)

11.4. PROPRIEDADES DA INTEGRAL

Teorema. Sejam f, g integraveis em [a, b] e k uma constante. Entdo
b b b
a)f + g é integrével em [4, b] ¢ J' [FC0) + g ()] de = _[ Fde + L 2 (x) dx.
[ 3
b b
b) kf é integrével em {a, b] ¢ J' F () dx = k _[ £x) dr.
a a

b
¢) Se f(x) = 0 em [a, b]. entdo J' f@ =0,

d)Se ¢ € ]a, b| e f¢ integrdvel em [a, c] e em [c, b] entdo

[[rwa={ s+ [ rooa |

Demonstracdo

a) Para toda partigiic P de [, b] e qualquer que seja a escotha de ¢; em [x; _ |, x;]

=

+

n b
2 fied [ reoax

n b b
3 [fte) + gle)] Ax; - U Foxds+ | g(x)cix}
=1 a a

i

n . b
‘ S gy — [ gtodx
i=1 a

Da integrabilidade de f'e g segue que dado € > 0 existe & > 0 tal que

n b
2 flepdn - [ foody

€
< —
i=1 2

n b
I ge)hy - [ groax

€
< =
i=1 2

para toda parti¢io P de [a, b] com médx Ax; < 8. Logo,

n b b
X [flcy+ glei)] Ax; "'[j f(x)dx'*‘_[lg(x)dx:l <€
i=1 a

para toda parti¢o P de [a, b] com méix Ax; < 8. Assim,

n b b
lim ¥ (f+gteotan = [ fdr+ g dx
1 a a

mix Ax, =0 /=
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ou s¢ja, f + g é integrdvel e

b y;] b
_L[f(x)+ g(x)]dx=j () di + j o(x) dx.

b) Fica como exercicio.

) Como f(x) = 0 em [, b], para toda partigio P de [a, b] e qualquer que seja a escolha dos ¢;

i f(C,‘)Axi =0
i=1

b b
Se tivéssemos J f(x) dx < 0, tomando-se € > ( tal que j f(x) dx + e < 0, existiria
o a
um § > 0 tal que
b n b
If(x)a!x—e< y f(c,-)Ax,-<jf(x)dx+e
a i=1 a

para toda particdo P de [a, b] com max Ax; < 5, Assim, para alguma parti¢io 2 terfamos

% f(C,') AXI' < 0.
i=1

que é uma contradigéo.

d} Para toda particio P de [a. b], com ¢ € P,

temos

=

n c b
{_2 fle Ax — “ Flods+ | f(x)dx}

i=1

=

=

+

L s [

n b
X flenan - [ fnds

i=m+

Como, por hipétese, ¢ integravel em [a, ¢] e em [c, b], dado € > 0, existe 8 = O tal que,
para toda partigdio P de [a, b], com ¢ € P, e mix Ax; < §

€
< =
2

Ig flens - [ foa

n b
X flepa - [ flods

i=

< €
2
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e, portanto,

< €

n c b
T fle) A —“af(x)dx + Lf(x)dx}

b c b
Segue, entdo, da integrabilidade de fem [a, b] que J' Flx) de = _[ FOx) dx + J F(x) dx.
a a [

{Por qué?) ™

11.5. 1.° TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

De acordo com a defini¢io de integral, se ffor integravel em [a, b1, o valor do limi-
te

n
lim 2 flc) Ax;
max Lx, =0 =1
. - b .
serd sempre 0 mesmo, independentemente da escolha dos ¢, e igual a J. F(x) dx. Assim,
a

se, para uma particular escolha dos ¢;, tivermos

n
lim Y fleyAg =L
mix Ax; —» 0 =1

b
entéo teremos I = j f(x) dx.
a

Suponhamos, agora, que f seja integravel em [ @, b ] e que admita uma primitiva F (x) em
[a, bl isto &, F'(x) = f(x)em[a, b]. Seja P:a = xy <x; <xy < .., <x, = buma parti¢io
qualquer de [, b]. J vimos que (veja exemplo da Secdo 11.2)

n
Fb)y—Fla= Z [Flx)~ Flx;_ D]
i=1
Segue, entio, do TVM, que, para uma conveniente escolhade ¢; em[x; 4, x; ], teremos

F) -F@= 3 F'(&)Ax

i=1

ou

@ Fby-Fa)= 3 f(z)Ax

i=1

Se, para cada partigio P de [a, b], os ¢; forem escolhidos como em (7), teremos

lim E’, flej) Ax; = F(b)— F (a)

méxij—)O i=1
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e, portanto,

b
[rea=re-Fa.

Fica provado assim o

1.? teorema fundamental do cdlculo

Se ffor integravel em [a, b] e se F for uma primitiva de fem [, b], entdo

b
. J.f(x)dx=F(b)—F(a).

Provaremos mais adiante (veja Apéndice 4) que toda fungio continua em {a, b] € inte-
grivel em [ @, b |; por ora, vamos admiitir e utilizar tal resultado. Segue, entdo, do 1.° teore-
ma fundamental do calculo que se f for continia em [a, b] ¢ F uma primitiva de fem [a, b],
entao

b
[r@a=ro-Fa.
a
A diferenga F (b) — F {(a) serd indicada por [F (x)]z, assim

b
[reas=1r ey =F @ -F@.

2
EXEMPLO 1. Calcule J‘l 2 dx.

Selucdo
Fx)= % x3 ¢ uma primitiva de f (x) = ¥ e f¢é continua em [1, 2], assim
2 2
J xzdx:[lxa] _8_1_7
1 3 i 3 3 3
ou sgja,
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3
EXEMPLO 2. Calcule _[ 4dx
Solucdo
3 3
| ddr=(40° =12-4(-D=16
ou seja,

f]4 dx = 16. .

2
EXEMPLO 3. Calcule jo (3 +3x — 1) dx.

Selucdo
2 xt 3x? 2 24 12
[T aar-ndi=)| o+ 2o x| =S+ 2
0 s 2 . 42
ou seja,
2 .
Jo(x3 +3x— 1) dx =8 -

A
EXEMPLO 4, Calcule _{1 —12— dx.
X

Solucdo
2 2 2 Z 1
[ e[ 2]
1 x 1 x4 X 2 1
Assim,
2
j dex:l. u
1 x 2

2
EXEMPLO 5. Calcule J (l + is) dx.
1 X X

Solugdo

2 2
j (l-i—%deI[lnx—%} _8m27+3
1 \x x 2x- 4 8
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ou seja,
2
J‘ (l + LE'] dx =
1T x  x

EXEMPLOQ 6. Calcule 03 sen 2x dx.

o

Solucdo

T
8 sen 2x dx = [*i cos 2x:|
0 2

ou sgja,

7
8 sen2xdr=
0

1
EXEMPLO 7. Calcule _[U e F du.

Solugdo

8§In2+3

8

[}

0 2 4

2-42
L

Exercicios 11.5

Calcule.
1

1. j (x4 3) dx
0

41
3] —dx
02

3
S.J-dx
1

31
L 3
I x-

2
2 _
9. _[0 G2+ 3 — 3 dx

1
11._|'l (2x +3) dx

1
2.j (2x +1)dx
—1

1
2
4._[_2 (x2 — 1) dr

19.
3 1
s+
J (552

23

25

27.

29

33

35.

37.

39.

41.

43.

1
j 7+ x)dx
—1

4

'-’.1 (5x + Jx) dx
J‘21+xdx

1 x3
J'41+xdx
ok

2 2
.jD (23 - dt

1
.J'l s+ 2)ds
2

2
'L (52 + 35+ 1) ds
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4 —
14._[ \x
0
8, —
lé.J Vx dx
0
1 —
18. J' 8 dx
0
1 =
20. J-() (x ++/x)dx
3
22, _[ 13 dx
-3
1
24, _[1 (x+ 3) dx
2
0
26. jl (x7 —x+ 3 dx
1
28. jo (x+ 12 dx

|
30. J;) (x — 32 dx

21442
J dr
1

32.
3
34, Io (2 = 2u + du

1 —
36. _[ ] Yo ar

21432
38._[ T2
1 X

4]
40. J. sen 3x dx
S

(S|
01+t

0
44, j e

309
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¥ 3
x 1

43, _[3 (3 + cos 3x) dx 46. -[0 sen 3x dx
0

1 2
g [z L4 48,_[211;;

(4] 1— x2 (1]
w0 [ 200 ax so. | 2
9-j0 e Tdo 142

! I ! 3 x4
51. dx SZ.Jxe dx

0 1+ x =1

. r
"ol - (1 1

53, J3 (sen x + sen 2x) dx 54. _[2 (—+—C05 ZXde
0 0 \2 2

n
Y 1 1

55. JZ cos? x dx (Sugestﬁ‘a: Veritique que cosx = E + ; cOos 2x.]
0
r

57. J;)“ sec? x dx

r
56. joz sen? x dx

1
59. 3% e dx

1
x
58. J-O 3% dx N

x
60.I4t2xdx
R

11.6. CALCULO DE AREAS

Seja fcontinua em [g, b}, com f(x) = Oem [a, b]. Estamos interessados em definir a drea
do conjunto A do plano limitado pelas retas x = a, x = b,y = O e pelo gréficode y = fx).

4 e B @
Lab e e e By Ay B

a I b

-
.
x

Seja, entdo, P:a = x5 < x) < x3 < ... <x, = buma partigio de [a, b] e sejam ¢; e ¢;

em [x; _ 1, x;] tais que £ (&) € o valor minimo e f( ;) o valor méximo de fem [x; _ 1, x;].

i

Integral de Riemann 311

n
Uma boa definigiio para drea de A deverd implicar que a soma de Riemann Y, f(¢;) Ax;
_— i=1
seja uma aproximagio por faltada dreade A eque 2, f(¢;)Ax; sejauma aproximagéo por
i=1

eXCesso, isto & =

S f@)Au <dea A< 3 F(2)Ax
i=1 P=1

St
:

u

3

b%ngn
EIAEET Ty Yy

LN
Fheanauns

frdnkg

%

X

b
Como as somas de Riemann mencionadas tendem a j f{x) dx, quando mix Ax; — 0,
a

nada mais natural do que definir a drea de A por

h
drea A = L £(x) dx.

Da mesma forma define-se drea de A no caso em que f é uma fungio integrdvel qualquer,
comf(x)=0em/g, b].

EXEMPLO 1. Calcule a 4rea do conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x = 1,
y = 0 e pelo grifico de f(x) = X

Solucdo

1 37
é.reaA='[ xzdx=x— :l
0 3 3

<
w Y

A
HM| —_
—

EXEMPLO 2. Calcule a 4rea do conjunto A = {(x, weRlsx=2e 0=y
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Solucdo
. - 3 1
A é o conjunto do plano limitado pelas retasx = 1,x =2,y = Oe pelo grificode y = -
X

¥

—
o f
-

As siftuacies que apresentamos a seguir sugerem como estender o conceito de drea para uma
classe mais ampla de subconjuntos do R,

YA

&
: bl

£ 4]
4 4.5
Yz

Como f(x) = Qem [aq, b],
b
I f(x) dx=0.

eb
drea A = —j f(x)dx
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Ny /_J:_/

[f(c;) — g (c) ] Ax; = drea retingulo
hachurado.

—r— ‘\
S s L

&

R

—— === =y

Q

u

1 b
lim 3 (f(c) - ge)) A = [ 1f() - g)]dx = drea A

mix Ax, 5 0 j=|

onde A € o conjunto limitado pelas retas x = a, x = b ¢ pelos grificos de y = f(x) e
y=gx),comfx)=gx)em|[a b1

Seja A o conjuntc hachurado.

Area = _[:f(x) dx — Ldf(x) dx + ij(x) dx = _[:|f(x)|dx

Observe:

b c d b
j fx)dx = J' fx)dx + I f{x)dx + J.d F(x) dx = soma das areas dos conjun-

tos acima do eixo Ox menos soma das dreas dos conjuntos abaixo do eixo Ox.

EXEMPLO 3.

@) Calcule a 4rea da regidio limitada pelo grafico de f(x) = X, pelo eixo x e pelas retas
x=*lex=1L

1
b) Calcule J 1x3 dx.

Solucdo

0 L
a)érea=*J. x3dx+jx3dx:
-1

1 7
b)J. ¥ de = e =0 = drea A; — drea A [ |
-1
—1
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EXEMPLQ 4. Calcule a drea da regido limitada pelas retas x = 0,x = 1, ¥ = 2 e pelo gr4-
ficodey = #.

Solucdo

P
1 5 e BB B

1 3
érea=J Q- Ddr=|2x-5 | =2,
o 3 3

%
() g 55
W

. u
EXEMPLO 5. Calcule a drea do conjunto de todos os pontos (x, y) tais que P = y= Vi,

Solugdo

1
érea=I0 [Vx — x2] dx

Observe: paracadaxem . /x

[0, 1], (x, ¥) pertence ao

conjunto se, e somente
- 2

—————— ) se, x” <y /x.

EXEMPLO 6. Calcule a 4rea da regido compreendida entre os grificosdey = xey =
com(<x=<2,

k)

Solugdo

Ascurvasy = xey = x interceptam-se nos pontos de abscissas 0 ¢ 1. Entéo,

2
éIea:.[()l [X—Xz]dx+L {x? - x]dx

2 37 3 272
_[E__x_] +[x__x_} -1
2 3 o 3 2 1

Observacio, Os pontos em que as curvasy = xey = ¥ se interceptam sio as solugdes do

sistema
y=ax2

vy

\
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Consideremos, agora, uma particula que se desloca sobre o eixo x com equagio
x = x (#) e com velocidade v = v (1) continua em [a, b]. A diferenga x (b) — x (a) € 0 des-
Jocamento da particula entre os instantes a ¢ b. Como x (¢) € uma primitiva de v (f), segue o
1.7 teorema fundamental do célculo que

b
x(b)—x(a)z_[ v (1) dt.
a
Por outro lado, definimos o espaco percorrido pela particula entre os instantes a e b por
b
1w(e)lde

a . £
Sev (f) = 0em [a, b], o deslocamento entre os instantes a e b serd igual ao espaco per-
corrido entre estes instantes, que, por sua vez, serd numericamente igual & 4rea do conjunto
A limitado pelas retas t = a, 1 = b, pelo eixo 0¢ ¢ pelo grificode v = v ().

v

.

Neste caso, o deslocamento entre os instantes @ ¢ b serd
b I ”
X (b) — x(a) =j V(1) df = drea Ay — drea A,
a

enquanto o espago percorrido entre estes instantes serd

b e b
j' |v(r)|dr=_[ vit) dz—_[ V(f) dt = drea Ay + drea Ay.
a a C

EXEMPLO 7. Uma particula desloca-se sobre o ¢ixo x com velocidade v (7)) =2 — «.

a) Calcule o deslocamento entre os instantes t = 1er = 3. Discutao resultado encontrado.
b) Calcule o espago percorrido entre os instantes | e 3.
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Solucdo

3 273 |
- !
a)x(S)_x(l):L (z_t)dt:l:Zl_?:l ={),

v=2-¢

Em [1, 2], v () > 0, o que significa que no intervalo de tempo [1, 2] a particula avanga
no sentido positivo; em ]2, 3], v () << 0, o que significa que neste intervalo de tempo a par-
ticula recua, de tal modo que no instante f = 3 ela volta a ocupar a mesma posigio por ela
ocupada no instante £ = 1,

x{D)
- =
x(3) - x(2)

= ¥

b) O espago percorrido entre os instantes t = 1 et = 3 é

J-]s |2*t|dt=-“12 (z—t)dt—-'-j(?,—t)dt=1_

Observe que o espago percorrido entre os instantes | ¢ 2 é

2 1
L @-na==
€ que o espaco percorrido entre os instantes 2 ¢ 3 é
3 3 1
le—tldr=f_[2 @ ndr=c. .

Exercicios 11.6

Nos Exercicios de 1 a 22, desenhe o conjunto A dado e calcule a drea.

1. A € o conjunto do planoc limitado pelas retas x = [, x = 3, pelo eixo Ox e pelo grifico dey = .
2. A € o conjunto do plano limitado pelas retas x = 1, x = 4, ¥ = Oe pelo grificode y = /x.
3. A € o conjunto de todos (x, y) tais que PR = y=0.

4. A € o conjunto de todos (x, y) tais que 0 < y = 4 — X

5. A é o conjunto de todos (x, y) tais que0<y<l|senxl,com0=x=2m

6. A € aregido do plano compreendida entre o eixo Ox e o grificode y = X - x,com=<xs<s2.

7. A ¢ o conjunto do piano limitado pela reta y = Oepelo graficodey = 3 — 2x — xQ, com
—l=sx=3

8. A € o conjunto do plano limitado pelas retas x = —1,x = 2,y = Oepelogrificode y = 2 +5.
9. A € o conjunto do plano limitado pelo eixo Qx, pelo grifico de y = fans x,—l=xs]

10. A € o conjunto do plano limitado pelaretay = O e pelo grificode y = % - xeom=x=<2.

4
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11. A ¢ o conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x = m, y = 0 ¢ pelo grafico de y = cos x.
12. A é o conjunto de todos (x, yyraisquex = 0ex” < y < x,

13. A ¢ o conjunto do plano limitado pela reta y = x, pelo grifico de y = x3, com—l=x=|],
M4A={ryneRI0<sy<le X Sy<3).

a
15. A € o conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x = ; e pelos grificosde y = senxey = cosx.

16. A € o conjunto de todos 0s pontos (x, ¥} tais que Pl y=x+ 1
17. A é o conjunte de todos os pontos (x, y) taisque x“ — 1 <y < x + 1.

. . T o
18. A € o conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x = — ¢ pelos gréficos de y = cos x e
2
y=1—rcosx.
19A={(xNER Ix=0ex —xsy= —x+5x}.
20. A € o conjunto do plano limitado pelos graficos de y = g x,y=senmx,com—lsx=1l.
21. A € o conjunto de todos os pontos (x, Y talsquex = 0e xSy < x — %
. 1
22. A € o conjunto de todos (x, y) taisque x > O e —5 S=y= 5 — 4yt
X
23. Uma particula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (f) = 2r — 3,1 = (.
a) Calcule o deslocamento entre os instantes f = le¢ = 3.
b) Qual o espago percorrido entre os instantes 1 = l e ¢ = 37
c} Descreva o movimento realizado pela particula entre os instantes r = 1e ¢t = 3
24, Uma particula desloca-se sobre o eixe Ox com velocidade v (1} = sen 2t, ¥ = 0. Calcule o espa-
¢o percorrido enire os instantes r = 0 ¢ 7 = 77,
25. Uma particula desloca-se sobre o eixo Ox com velocidade v () = —r
espago percorrido entre os instantes = O et = 2. ,
26. Uma particula desloca-se sobre o gixo Ox com velocidade v (1) = ¢~ — 2t — 3, = 0. Calcule 0
espago percorrido entre os instantes t = Qe ¢ = 4.

24 t, t = 0, Calcule o

11.7. MUDANCA DE VARIAVEL NA INTEGRAL

Veremos, no Vol. 2, que toda fungdo continua num intervalo / admite, neste intervale, uma
primitiva. Por ora, vamos admitir tal resultado e usi-lo na demonstragiio do pr6ximo teorema.

Teorema. Scja f continna num intervalo [ e sejam a e b dois reais quaisquer em J.
Seja g : [c, d] — I, com g’ continua em [c, d], tal que g (¢) = a e g (d) = b. Nestas
condi¢des

b 4
J flx)dx =L flg () g’ (1) du.

Demonstracio

Come fé continua em [, segue que fadmite uma primitiva F em I. Assim,
b
® [t dx=F @)~ Fia
a

A fungio H (u) = F (g (1)), u € [c, d], é uma primitiva de f (g (1)) g’(1); de fato,
H'(uy = [F(g )] = Fig ) g' )
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ou seja,
H(u) = f(g ) g'(w)

pois, F ' = f. Segue que

d
[ 7(s @) g0 du = 1F (g )1 = F (g ()~ F (g (e

Por hipétese, g (d) = b e g (¢} = a. Tendo em vista (D), resulta

d b
[rew gwa=re) - F@=[reax

j:f(x) dr="?

x=a s =conde g{c)=a

x=gu);de=g'(u)du
x=b u=dondeg(d)=b

b d
[Jrooac=[ raw g du

1
EXEMPLO 1. Calcule J'O (x— DY ax.
Solucao
Facamosx — 1 = u, ouseja, x = u + 1.

x=0 = —1

x=u+1;dy=(u+1)du ou dx=du
x=1 cu=0

0
1 { 11
j (x—l)mdx=J ul® du = L =—1 .
v -1 11 1
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1
EXEMPLO 2. Caleule '[1 2x =T dx
2

Solugdo
1 |
Fagcamosu = 2x — loux = — u+ —
2 2
1
)c:fu:+l ;dx=idu
2 2 2
1
== ;u=0
x= o u
x=1 su=1
1 1 ¢l
J.l «f2x~1dx=J' G = |
1 1
I \/;du:[z\/;s] =2
0 3 0 3
Assim,
1 1
_[1 12x*1d&':§ ™
2
Observaciio. Poderiamos, também, ter feito a mudanga de varidvel 2x — 1 = u” ou
Lt
2
x==12+= dc=udu
1
x=- iu=0
2
x=1 Cu=l{ouu=-1)

E J2x—1 azx=_[01 \/u_zudu=j;|uludu.
2

Como « estd variando em [0, 1], lu !t = u, dai

1 1 1
j 4u|udu=J wl du=—.
0 0 3
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Se em vez de 1 = | tivéssemos tomado u = — 1, teriamos

| -1 — -1
Jo 2 Tar=] N2 wdu= | luludu
- 0 0

2
Como u estd variando, agora, no intervalo [—1, 0], | u | = —u; assim,
—1 - i3 -1 |
J |u|udu=J — 2 du=—2 ==
0 0 3] 3
1 5 1 1 2 1
Observe que tanto g (1) = — u™ + —, u € [0, 1], quanto g (1) = 3 w+ E’“E [~1,0],

satisfazem as condi¢des do teorema de mudanga de varidvel.
As vezes, com pequenos ajustes, a integral a ser calculada pode ser colocada na forma

d
I f (g (x)) g'(x) dx. Neste caso, a mudanga de variavel u = g (x), x € [c¢, 4], transforma a
.

g(d)
integral j f (#) du na anterior.
2(c)

d
[rewgma=1

xX=¢ vu=g(c)

u=glx) du=g'(x)dx
x=d cu=g(d)

d g(d)
['Fewmgwar= [ Fw
¢ glc)

I
EXEMPLO 3. Calcule L 3% d.

Solugdo

Multiplicando o integrando por 3 e dividindo a integral por 3, nada muda:

x=0 su=0

u=23x :du=3dx
x=1 ,u=3

L 1 3 1 1
th:_I U gy = = uil — = 3_1
.[og 3d STl Tl 0
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1
EMPLO 4. Calcul J'—
EX a2

Solucdo

Fazendo u = x* + 1, diu = 2x dx. Vamos entio multiplicar o integrando por 2 e dividir a
integral por 2.

du
J‘l x dx =l'[1 2x dx
0o x2+1 2000 +[
T i
u=x2+1 ;du="2xdx
=0 cu=1
x=1 VU=
1 X 1 {2 du 121 1
E T =2 —du==11 2
-[Ox2+1 2J.1 u 2.[1 g = o oy
ou seja,

J‘1 X dx=ln2
-

0 x2 +1 -
2
EXEMPLO 5. Calcule ."1 xJx? 1 de.
Solugdo
2 2
J'l xqfx2+ldx=%.[ JxZ 41 2% dx
i
u=x2+1 :du=2xdx
x=1 Su=2
x=2 Su=S5
2 5 32 7P
J' x«/x2+1dx:l-‘- Vuda=L1[2 1 L5 5242
1 2 h 2|32], 3 .

Antes de passarmos ao proximo exemplo, observamos que o valor da integral de fem
[a, b] ndo depende do simbolo que se usa para representar a varidvel independente:

jjf (x) dx = j:f () du = J:f (s) ds = ff () d O ete.
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EXEMPLO 6. Seja fuma fungiio fmpar e continua em [—r, r], ¥ > 0. Mostre que

jj{ ) dx = 0.

Selucdo
fimpar < f(—x) = —f{x)em [~r, r].

Facamos a mudanga de varidvel u = —x

xX=-r ,u=r
X=r u=-r

{uﬁ—x sdu = —dx

=y @ear = [ F o= [ o

Como f(—u) = —f (u), resulta

r wx= = [ o,

r r
mas, | f () du = I f (x) dx (veja observagio acima), logo
-r —-r

r ¥
[rwa=-[rwa
-r -
ou s¢ja,
,
21 fdx=0
-r
e, portanto,

r
f (x) dx = 0. (Interprete graficamente.)
-r

1 S
EXEMPLO 7. Calcule | x 43 ax
Selucdo
f) =x Jx* + 3 é uma funcio fmpar, pois,

Fl=0 = —xJxf 3 = —x Jxt +3) = —fu.

Pelo exemplo anterior,

J-_IJT Nxt 43 dy =

Q0
EXEMPLO 8. Calcule _[ F A dn

Solucdo

Aqui é conveniente a mudanga ¥ = x + ]

u=x+1 ;du=dx
x:‘—l ;u=0
x=0 cu=1.

Deu = x + 1, segue x = u — 1. Entéo,
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Q. [

3 1

i 5
0] 1 1 — | - = —
J' 2 xed dx:jo (u— 12 V’;durjo (W2 2u+ 1) u? du:JO @2 —2u? +u2) du.

Assim,

Exercicios 11.7

1. Calcule.

2
a)L(x-2)5m

|
c) J-O 3x 41 dx

4
e)j 5—x dx
-3

1 1 e
8 J.o (x +1)°

2
i)j 2% dx
o

1
B) jo Gx+ D' ax
0
3
) j_1(2x+5) dx
2 2
—
f)L (3x —2)°

1 3
h).l. dx
-2 4+ x

b2
] xe*” dx
b)) Jo
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m
0 o x
3

D J.—l X Jx +1 dx it} -..0 cos 2xdx

¥2 1 x2

1
o o)
0 1+ 23

P)-[?l X2 1+ 5% ax
r)_':%/;f}dx

0 1+ 13?2

32
dx
q)_[] 5+ 3x
1 x
——dx
s)jo (x+1°

0 2
9 L x (x + D10 gy ) L W20

2 0
. Suponha f continua em [—2, 0]. Calcule -[0 f (x — 2) dx, sabendo que J-—Z fxydx=3.

1 1
. Suponha f continua ern [—1, 1]. Calcule -[0 f(2x — 1) dx sabendo que j—l f(w)ydu =5.

2
. Suponha f continua em [0, 4]. Calcule j 2x f (xz) dx.

Caleul J'ﬂ s¢n x
alcule
7 xt x4+

Calcule a drea do conjunto dado.
wa={cneRilss<2e0=sy=< Jx-1}

1+ x2 } “a
¢) A € o conjunto do plano limitado pela reta x = 1 e pelos grificosdey = ¢ ey =e¢
comx =0

na={xyeERI0=sxs2e0=<ys<

Calcule.
1
a) -[0 x x4+ 3 dx

2
C)Lx(xz—l)sdx

b _[; X2 +3) dx
& j; xJ1— x% dx

) 1
o) Lx2ex3 dx ) on 1+ 2x2 dx

2 3
2 h
g)_L 25 Vo Toas
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3 1
f)j;dx j)j;ds
0 yx+1 0 s 41

X2

1
m) —de
0 {(x+1D

=
3
@) -[0 x3 qixz +1 dx

ﬁ
I)J — dx
0 Jx+1

1
n) J I;:3' (x?+3)10 ax

m m
2] J03 sen x cos? x dx q) ,[06 cos x sen’ x dx

mw 1
v L? sen x (1 — cos® x) dx £ Jlfg sen x sen? x dx
E} 3

il o
)] L% sen? x dx ) -[06 cos® x dx
3

1
. Um aluno (precipitado), ao calcular a integral I . 1+ x2 dx, raciocinou da seguinte for-

ma: fazendo a mudanca de varidvelu = | + x2, 08 NOVO0s extremos de integracio seriam iguais
a2(x=—1—u=2x=1-u=2)e assim a integral obtida apés a mudanca de varidvel

1
seria igual a zero e, portanto, J | 1+ x2 dx = 0! Onde estd o emro?

. Seja fuma fungHo par e continuza em [—r, r], r > 0. (Lembre-se: fpar < f(—x) = f{x).}

] r
a) Mostre que Lr f(x)ydx = J() Fix) dx

r r
b) Conclua de (a) que J Fixyde=2 —[O F(x) dx. Interprete graficamente
=-r

. Suponha f continua em [a, 5]. Seja g: [¢, d] — R com g’ continua em [c, d], g (¢} = ae

g (d) = b. Suponha, ainda, que g' () > Oem J¢, d[. Sejac = uy <uy; <uy < ... <u, =d
uma partigio de [¢, dlesejaa = xp < x) <xp < ... < x, = b particdo de [q, b], onde
x; = g (u;), para i variandode O a n.

a) Mostre que, paratodo i, i = 1, 2, ..., n, existe #; em [u; _ 1+ ;] tal que

Ax, =g’ (4;) Au;

b) Conclua de (a) que
n _ _ n
~Elf(g(ui))g’(ui)Au{= ‘Zlf(cf)Ax!—
i= i =

onde ¢; = g ().
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) Mostre que existe M > ( tal que

Ax; = M Ay,
para { variando de 0 a n
d)Conclua que
n 7
lim Zlf(g(iii)) g () Ay = lim T fle) Ax;

mix Ay, >0 ;= maxAx; > 0i=1

ou seja,

d L]
[rewewac= [ rea

11.8. TRABALHO

Nesta segdio, admitiremos que o leitor j4 saiba o que é um vertor. Consideremos, entfio,
um eixo Qs

=\

i\

e indiquemos por i” o vetor, de comprimento unitdrio, determinado pelo segmento orienta-
do de origem 0 e extremidade 1.

. . 7 = — A <
Seja o um nimeroreal; F = o & é um vetor paraleloa « . O nimero o é a componente

2 . - , - — .
de F nadiregiio «’. Se o> 0, @ u tem o mesmo sentido que i se a <0, il tem sentido
P =
contrdrio ao de u .

o
Suponhamos, agora, que uma forca constante F = o i atua sobre uma particula, que
se desloca sobre o cixo O, entre as posiges s = 51 €5 = 55, com 3 € 5, quaisquer. Defini-
—
mos o trabalho 7 realizado por F, de s, as,, por

N
Assim, o trabalho realizado pela forca constante F = o i’ » de 53 a 5,, &, por definicio, o
—

produto da componente de F, na direcdo do desiocamento (isto é, na direcio i ), pelo
deslocamento. Temos os seguintes casos:

Da>0esy>s; = 7>0.
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Na<<0esy s =70

51 posicdo final
posigie inicial

- .« A . .
Neste caso, F atua contra o movimento; F € uma forga de resisténcia ao movimento.

Ha>les; <sp=>7<0.

5% posi¢do inicial

posigao final

? realiza um trabalho de resisténcia a0 movimento: 7 << .

4)a<0352<51=>1'>0.

S

N ]
F awa a favor do movimento: 7> 0. ‘
Suponhamos, agora, que sobre uma particula que se desloca sobre o eixo Os atua uma
—

forca constante F, de intensidade I, mas nde paralela ao deslocamento

— e
Fr =Fcos@ u

- . 5
onde 6 ¢ contado no sentido anti-hordrio de Os para F'. O trabalho Trealizado por F, de 5,
a §,, €, entdo, por defini¢o,

T=(Fcos (s — 59)

— . -
onde F cos 0 é a componente de F na dire¢do do deslocamento.

Observaciio, No Sistema Internacional de Unidades (SI) a unidade de comprimento € o metro
(m), a de tempo o segundo (s), a de massa o qui]ogramaﬂ(kg), ade f_orga o Newton (N) e a
de trabatho o Joule (J). Sempre que deixarmos de mencionar as unidades adotadas, ficard
implicito que se trata do sisterna SL
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EXEMPLO 1, Sobre um bloco em movimento atua uma forca constante, paralela ao deslo-
camento ¢ a favor do movimento. Suponde que a forga tenha intensidade de 10N, calcule o
trabalho por ela realizado quando o bloco se deslocadex =2max = 10m.

Solugdo

oo .

2 10

O trabalho 7 realizado por F &
T=10(10—-2)=801 ]
EXENiPLO 2. Um bloco de massa 10 kg desliza sobre um plano inclinado, da altura de

5 m até o solo. O plano inclinado forma com o solo um angulo de 30°. Calcule o trabalho
realizade pela forga gravitacional. (Suponha a aceleragio gravitacional constante e igual a

10 mv/s2)
Solucdo

$; =0 (posicho inicial)

solo

S, (posigdo final)

Pela lei de Newton, a intensidage de Fé Mg, onde M é a massa do bloco e g a aceleracio
gravitacional é componente de F na diregéio do deslocamento é Mg cos 60°. O trabalho 7
realizado por F é:

T = (Mg cos 60 (55 — 57).
$5 € 0 comprimento da hipotenusa do tridngulo retingulo ABC:

s,sen30°=35 ou 55 = 10.

Como cos 60° = %, M = 10e g = 10, resulta

7= 35001, ]

EXEMPLO 3. Sobre uma particula que se desloca sobre o eixo x agem duas forgas:

I?; =10 7 e 1?2 = =3 7 . Calcule os trabalhos realizados por elas no deslocamento de x = 1
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ax = 5. Supondo que Fl e F2 sd0 as dnicas forgas agindo sobre a particula, calcule o tra-

balho realizado, no deslocamento mencionado, pela resultante R

Solucdo

As forgas sdc paralelas a0 deslocamento.
Trabalho realizado por Fy:

n=106-1)=401J
Trabalho realizado por 1?2:
»=-33-1)=-121]
- = g - .= -
Trabalho realizado pela resultante R (R = F| + Fz,ouseja, R =71 ).

=7(5-1)=281 ]

EXEMPLO 4. Uma particula de massa 5 kg & lancada verticalmente. Calcule o trabalho
realizado pela forga gravitacional quando a particula se deslocadaalturay = 1may = 5m.

Solucdo

=
Pela lei de Newton, a forga gravitacional F € dada por

=1l
=

=—Mgj
1

-

J 1o

s TPl Pl A7, Al s

ondeMéa massa da particula e ¢ a aceleragiio da gravidade que suporemos constante e
—

igual a 10 m/s’. Observe que F ¢ paralela ao deslocamento. O trabalho 7 realizade por F

¢ entiio

T=-Mg(5-1)
ou
7= 2001, .
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Nosso objetivo a seguir € definir trabalho realizado por uma forga varidvel com a posi-
¢do. Suponhamos, entiio, que sobre uma particula que se desloca sobre o eixo x atua uma

8
forga paralela ao deslocamento e varidvel com a posicdo x, F (x) = fo 1.

F

X

I
.-
X

Observe que f (x) é a componente de bifx), na diregdo do deslocamento. Vejamos, en-
téo, como definir o trabalho realizado por F no deslocamento de x = g até x = b. Suponha-
mos, por um momento, a << b e f(x) continua em [a, b].

Sejalia=xy<x <x,< .. <x,=bumaparticiode [a b].

3
.

xﬂ
.

Yo=a x x Y1 ¥ ox,_, p=x,

Supondo mix Ax; suficientemente pequeno e tendo em conta a continuidade de f.otra-
balho realizado de X;—qaté x; (i = 1,2, ..., n) deverd ser aproximadamente f(x;) Ax;; por
outro lado, € razodvel esperar que a soma de Riemann

n
Z f(x) Ay
i=1
deva ser um valor aproximado para o trabalho realizado por F 1o deslocamento de x=a
até x = b e que esta aproximagio seja tanto melhar quanto menor for méx Ax;. Nada mais
natural, entdo, do que definir o frabalho 7 realizado por F (x) = f(x) 7, no deslocamento
dex = a até x = b, por

r= fjf (x) dx.

Na defini¢8o acima, a e & podem ser quaisquer e f (x) integrivel no intervalo fechado de
extremidades g e b,

Observe que, se a << bef(x) = 0em [a, b], o trabalho realizado por ?‘ (x)=f(x) ? de

¥ = g até x = b, € numericamente igual 3 drea do conjunto do plano limitado pelas retas
x=a,x=>b,y = Oepelo grificode y = f(x).

EXEMPLO 5. Sobre uma particula que se desloca sobre o eixe Ox atua uma forca paralela

a0 deslocamento e de componente f (x) = L Calcule o trabalho realizado pela for¢a no
deslocamento de x = 1 até x = 2. *

Solucdo

=y
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2 Py r
O trabatho realizadopor Fdex=latéx=2¢

2 1P 1
= —dx: _—— =4—-J | |
’ J.l x2 [ x}x 2

EXEMPLO 6. Considere uma mola com uma das extremidades fixa

Bl -

0 X

e suponha que a origem, x = 0, coincida com a extremidade livrq da mgla, quando esta se
encontra em seu estado normal (ndo-distendida). Se a mola for dlSte{ldlda ou comprimida
até que sua extremidade livie se desloque a pgsigﬁo x,a n,lola exercerd sobre 0 agente que a
deforme uma forga cujo valer, em boa aproximacio, serd

F(x)=—kx i (leide Hooke)

onde k & uma constante denominada constante eldstica da mola. . ‘ )
Suponha, agora, que a mola seja distendida e presa na sua extremidade livre uma part{-
cula. Supondo & = 5, calcule o trabalho realizado pela mola quando a particula se desloca

da posigiio

ayx=02ax=0
Hx=02ax=—02

Solucdo

—0,2 .
by T = J —5x dx = 0. Interprete.

)

EXEMPLO 7 {Relagdo entre trabalho e energia cinética). Uma particula dq massa m des;
loca-se sobre o eixo x com fungdio de posicio x = x (¢) onde x (r) & suposta derivdvel até a2.
ordem em [y, t1]. Suponha que a componente, na dlrergao do deslocamento, da Ji'cnrga re-
sultante que atua sobre a particula seja f (x), com f continua em [ xy, x; ], E)I'lde X=X .(tO)he
x; = x (#1). Verifique que o trabalho realizado pela resultante, de xg a xy, € igual & variagdo
na energia cinética, isto €,

onde vy e v 540, Tespectivamente, as velocidades nos instantes #p e f.
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Solucdo

x=x(t) ;dx=x"(t)dr ou dx=v(t)dt
X = Xg V=1
X = X =10

) de= j Flx @) v dr.
*0

Pela Lei de Newton (forga = massa X aceleragio)
flx (@) =ma ()

onde a.(f) é a aceleragdo no instante £. Assim

f(x)dx—_[ ma (1) v (1) di = m_[ v(t) a () dt.
*0

Fazendo na ultima integral a mudanga de varidvel v = v ()

v=v(t) ;dv=v'(t)dt ou dv=a(t)dt
t=1 V=g
t=1 LV =y

t v,
j-XI f(X)dx=mJ1 v(t)a(t)a'l‘:mj1 vdv:lmvl2 —lmvg.
9 fO Vg 2 2 |

= < . . 1 . - L
Observacfio. Se v ¢ a velocidade no instante ¢, 2 mv? &, por definigio, a energia cinética

da particula no instante 1.

Exercicios 11.8

1. Sobre uma particula que se desloca sobre ¢ eixo x atua uma forga cuja componente na diregéo
-do deslocamento é f (x). Calcule o trabalho realizado pela for¢a quando a particula se desloca
de x = a até x = b, sendo dados

a)f(x)=3,a=0eb=2 Bfx)=x,a=—-leb=3
2
ofx)= ,a=leb=2 Afx)=-3x,a=—leb=1
2. Uma pamcu}a de massa m = 2 desloca-se sobre o eixo Ox sob a agéo da forga resultante

F(x) —3x1 Sabe-sequex (0) = lev({0) = 0.

a) Verifique que, para todo ¢ = 0,

ondex=x({Hev=yv{
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b) Caleule 0 médulo da velecidade da particula quando esta se encontrar na posigio x = 0,
¢} Qual o maximo valor de x? Qual 0 minimo valor de x?

d) Em que posi¢do | v | & minimo?

e) Como vocé acha que deve ser o movimento descrito pela particula?

L2

. Uma particula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x sob a agiio da forga resultanie
-

5
F (xy=—xi. Sabe-se que no instante ¢ = 0 a particula encontra-s¢ na posi¢do x = 1 e que,
neste instante, a velocidade é v = 2.

a) Verifique que, para todo ¢ 2 0,

ondex=x{Hev=rvin

&) Qual o mdximo valor de x?7 Qual o minimo valor de x?
¢) Em que posi¢do ! v | € miaximo?
d) Em que posi¢do | v | é minimo?

4. Iima partl'cula_’de massa m = 5 desloca-se sobre o eixo Ox sob a a¢fo da forga resultante
F (x) = —2x i . Sabe-se que no instante ¢ = 2 a posi¢io € x = O e a velocidade v = 4.

a) Expresse o méduio de v em fungfo de x.
b} Qual 0 méximo valorde | v [?

¢) Qual 0 maximo valor de | x |?

4} Em que posigdes a velocidade € zero?

5. Uma particula de massa m = 2 desloca-se sobre o eixo Ox sob a a¢fo da forga resultante
-

- 1
F(x)= — i. Sabe-se que x () = 1 ev(0) = 0. Expresse v em funcdo de x.
X :

6. Uma particula de massa i desloca-se sobre o €ixo Ox com aceleragiio constante a, de sorte que
—
a forga resultante sobre a particula €, pela Lei de Newton, ma i . Sejam x e v a posigio e a
velocidade no instante 1 = 0. Mostre que, para todo ¢ = 0,

2a(x—x0):v2* v%

onde x =x(ev=ryv(.

7. Um corpo de massa m € langado verticalmente. Seja y = y (¢) a altura no instante 7 (considere
o eixo vertical Oy orientado do solo para cima). Suponha y (0) = 0 e v (0) = v;,. Supenha, ainda,
—

que a Unica for¢a agindo sobre o corpo seja a gravitacional —mg j, onde g € a aceleragio
gravitacional suposta constante.

a) Verifique que V= v% —2g¥
b) Qual a altura méxima atingida pelo corpo?

8. Uma particula de massa m = 2 desloca-se sobre o eixo Ox sob a agfio da forga resultante
-

N

1

F(x)=—25.Sup0nhax(O)= lev(0)=v;>0
x

a) Relacione v com x.
b) Determine ¢ menor valor de vy para que a particula ndo retorne 2 posicdo inicial x = 1.




Integral de Riemann 335
334 Um Curso de Cdiculo — Vol 1

13. Uma mola AB de constante k estd presa ac suporte A € a um corpo B de massa . O compri-
mento normal da mola € I. Desprezando o atrito entre o corpo B e a barra horizontal, mostre

que a aceleragio a do corpo B € dada por

9. De acordo com a lei da gravitagio de Newton, a Terra (massa M) atrai uma particula de massa
m com uma forga de intensidade (G € a constante gravitacional)

Mm
fin=6 —
r
onde r € a distancia da particula ao centro da Terra. Suponha, agora, que a particula seja langa-
da da supertficie da Terra com uma velocidade iniciat Vg = 0 e que a tinica forga atuando sobre
ela seja a gravitacional. Mostre que o menor valor de Vg Para que a particula nao retorne a Terra

F2GH
R

Terra.)

, onde M e R sdo, respectivamente, a massa & o raio da Terra. (Despreze a rotagio da

10. Sobre uma particula que se desloca sobre o eixo Ox atua uma forga F de intensidade 3x e que

i em todo instante rem que v # (.
- forma com o eixo Ox um dngulo constante de 30°.

Calcule o trabalho realizado por ;‘ quando a particula se deslocade x = Qax = 3,

N
11. Sobre uma particula que se desloca sobre o eixo x atua uma forga F de intensidade constante
e igual a 3 N ¢ que forma com o eixo Ox um angulo de x radianos.

F

Calcule o trabalho realizado por ;-"’ quando a particula se desloca
a)dex = Qaté x =%
byde x = G até x = . Interprete o resultado.

12. Sobre uma particula que se desloca sobre 6 eixo Ox atua uma forca ;:' , sempre dirigida para o ponto
P (veja figura), e cuja intensidade ¢ igual a0 inverso do quadrado da distancia da particula a P.

AL
/// !
e i
F - 12
1
] 1
L T — -
X -2 -1 0

Calcule o trabalho realizado por ;7’ quando a particula se deslocade x = —2ax = —1.
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b)J.dx=x+k.

12

c)jcosxdx:senx+k. -

Antes de passarmos ao proximo exemplo, lembramos que o dominic da fungdo que ocorre
no mt-egrando de [ f(x} dx deve ser sempre um infervalo; quando nada for mencionado a
respeito do dominio de f, ficara implicito que se trata de um intervalo.

EXEMPLO 2. Calcule.

TECNICAS DE PRIMITIVACAO

PYCIEDR b)jldxwm
X

1
c)j—dxdx(x<0) d)jidx
x x
12.1. PRIMITIVAS IMEDIATAS
Solugdo
Sejam a # 0 e ¢ constantes reais. Das formulas de derivaciio j4 vistas seguem as seguin-
tes de primitivagio: olnlxi= Inx sex>0
In (—x)se x < 0.
xu+1
o) feax=exvi b) | xax = +k(a# =)
at1 1
1 Parax > 0, [Inix1]" " =[lnx]’' = —.
O ferax = vk ) [~ar=tnx+ kx>0 x
x
Parax <0, [Inlx1]’ = [In(-0)]' = —— (-0’ = 1.
—x :

1 1
o [~ dr=tn(n ka0 Hl-as=mixiek Portanto, para todo x # 0

g)jcosxdx:senx+k h)Jsenxdx=—cosx+k

[Imlxl}' =

| =

i)J-seczxdx:tgx+k

l)‘[ gsecxdx =Inlsecx +igxl+k

1
_— =arctgx +k
H)J1+x2dx g

j).[secxtgxdx=secx+k

m) j tg xdx = —Inlcosx| + k

de=arcsenx + k

o

b)j%a!x:mx+k(x>o)

o) J‘%dx:m(—x)+k(x<0)

d) Aqui o dominio ndo foi explicitado: tanto pode ser um intervalo contido em ] 0, + |
como em | —<, 0 [. Em qualquer caso

EXEMPLO 1. Calcule.

a)jxialx b)jdx c)-[cosxdx '[idx=lnlxl+k .
X

Solugdo EXEMPLO 3. Seja a # 0 uma constante. Calcule

3
2 _ X
a)jxdx——;‘*k- Jxadx.
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Solugdo

o+l

Sea#—l,jx“dx= x
o+ 1

+ k.

Sea=—],jx_ldx= J'idlenlxwk.
X

Assim:
xc1+1
+hksea#+-—1
J.x“’a{x =Ja+1
Inlxl+ksea=-—1
EXEMPLO 4. Calcule.
a)jx x dx. b)IX3+1dx
X

C)J.1+lx2dx @Iﬁdx

Solucdo
3 L
a)'fx«/}dx:_f =21 4y
241
2
ou seja:

J-xx/;dx=%v’}c_5+k.

3 3
N IR T 0 P o
)'[ - dx J x +x 3 +lnlxi+ 4

1
C)I1+x2 de=arctgx + k

1
@Im—dx:mcsenx+k
V1= x2

EXEMPLO 5. Calcule.

a)I sec” x dx b) j tgzxdx
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Solugdo
a) J sec x dx = tgx + k&
b)jtgzxdx=-|‘ (seczx—l)dx=tgx—x+k. n
EXEMPLO 6. Verifique que
'[ tgxdx = —Infcosx| + k

Solucdo

Pela observagio que fizemos anteriormente, o dominio de f(x) = tg x deve ser um interva-
lo I, pois, neste problema, tg x aparece come um integrando. Neste intervalo temos: cos x > 0
para todo x em 7 ou cos x << 0 para todo x € I (por qué?).

Secosx>0,[ —Inlcosxi]’'=[ —Incosx]’' = _=enx =tg x.
cos X
Secosx<0,[ ~Inlcosxi]’ =[ -In(—cosx)]’ = — ——= =tg x
—Cos x
Em qualquer caso,
_[ tgxdy = —Inicosx!i+ £k ]
EXEMPLO 7. Seja « # 0 uma constante. Verifique que
ax 1 ax 1
a)je dx = — e + k. b)J-cosaxdx=~senax+k.
« o
Selucdo
@) |:i ew‘:| -1 [¢™] = 1 €™ a = ™. Assim,
44 &€ (44
ax 1 ax
e de= —e" +k
o
1 L, ,
b) [— sen ax:! = — sen’ ax - (ax)’ = cos ax.
(43 44
Assim,
1
jcosaxa’x:—senax+k. =
&
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EXEMPLO 8. Calcule.

a) J &> dx

c) I sen 5 x dx

Selucdo

a)J- & dx = %eszrk.

b)j cos3xdx= %sen3x+k.

<) J.”sen5xa!x= *é cos 5x + k.

) j e Fdi=—e *+k

EXEMPLO 9. Calcule J' cos? x dx.

cos 2x = cos® x — sen x = 2 cos

b) I cos 3xdx
[ e ax

2x—l

Solucdo
Entéo:
ou seja,

x-i-isen?.x-i—k

Jcoszxdx: —1—x+ lser12)c+.k.
2 4

Exercicios 12.1

1. Calcule e verifique sua resposta por derivagio.

a)-[de
c)stdx
e)J-Q/xizdx

g)jxiadx

b)dex
d)wa;dx
f)_[x“‘dr

x+)4:2
h)-[ 3 dx
x

» j (¥ + e %y dx

4x L)dx
) j(e + 2

2 +x+1
Y EALiion
X

. Calcule.

a) I sen x dx
<) j cos 5x dx

e} J. cos 7t dt

g)j[———cosbr]a'x

=
'——-—.
| =
+
[+]
w
-]
-
S

n)j(é sen 21+%cos 3x)dx
p)j'[

1 1
— cos 3x — —sen 7x) dx
3 7

. Calcule.

s
a) _[03 sen 2x dx

c) J.()? (sen 3x + cos 3x) dx

Técnicas de Primitivagdo

pJ(7+2)e
m)j(ex+4)dx
o™

q)J'( ]
235w

u) -[ 6\4'2“C dx

LY
w‘“ >¢|""

. Caleule e verifique sua resposta por derivagio.

b)j sen 2x dx
d)J‘ sen 4t dr

j)J.coa; NEWY "
h)J(ZwLésen Zx)dx
J)J( +4sen3x)dx

1
) j (cos 3x + E sen 4x] dx

).[ sen 2x

COs x

) J.(‘?: &3 + gen 3x) dx

1"_
b) jz cos%dx

d)J. ( —cost)d.x

341
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1 1
a) Verifique que senZx= — — — cos 2x.

B) Calcule J sen” x dx.
Calcule.

a) j cos® 2x dx

<) J sen® 3x dx

€) ‘[ cos® x dx

2 I (senx + cos )c)2 dx

) j (5 + sen 30 dx

. Calcule.

s
a) -[08 cos? x dx

o
c) -[02 (sen x + cos x)? dx

29
. Calcule J.O J1+cos x dx.

. a)y Verifique que

b) j cos” 5x dx

2 X
cos” — dx
a) [ eos” 2

N j(l+lcos2x)2dx
2 2
h) j (senx—cosx)de

n -[ (1 — cos 2% dx

1
b) '[04 sen? x dx

K
a!)j2 cos? x dx
0

j secxdr=1In(secx +tgx) +k

comx € |——, —f.
22

by Mostre que

J secxdx = In |secx+ tgxl + k.

Calcule.

a) I tg x dx

o) _[ tg? x dx

e) j' tg 2x dx

o v

hy) j (5" + e Ny dx

D I (1 + sec x)° dx

b} _[ sec” x dx
d) J sec x dx
b I sec 3x dx

5
ol
N J' {x + sec® 3x) dx

cosx + secx
" vt el
COS X

Técnicas de Primitivagdo
11. a) Determine a e 8 de modo que
1
sen 6x cos x = 3 (sen ax + sen fBx)
1
Sugestdo:sen a cos b = ; |sen {a + b) + sen (a — b}).

b) Calcule j sen 6x ¢os x dx.

12. Calcule.
a) j sen 5x cos x dx b) J. sen 3x cos 4x dx
c) I sen x cos 3x dx d) J sen 3x cos 3x dx

13. a) Determine « e 8 de modo que

1
sen 3xsen 2x = — E {cos ax — cos SBx)
N 1
Sugestdo:senasen b= EY [cos (@ — b) — cos (a+ b)].
b) Calcule J sen 3x sen 2x dx.

’ 14. Calcule Jcos S5xcos 2x dx.

i
(Sugestdo: cosacosb= 5 [cos(a+ b) + cos{a — b)}.)

15. Calcule.
a) J sen x sen 3x dx b) I sen 2x sen 5x dx
L‘)J. sen 3x cos 2x dx d).[ COs 3x ¢os x dx

€) I cos 7x cos 3x dx

16. Calcule. -
K m
a) _[2ﬁ cos x sen 3x dx ) sz sen 3x sen dx dx
) 2

17. Sejam m e n naturais. Calcule.

o T
a) J‘ sen mx sen hx dx b) j cos nix sen nx dx
— T —ar
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, . Entéo,
12.2. TECNICA PARA CALCULO DE INTEGRAL INDEFINIDA DA
'
ForMA | f (g (&) g’ (x) dx [ xcosar= ! Joos?@ean =1 [ cosua
Sejam fe g tais que [m g C D, com g derivdvel. Suponhamos que F seja uma primitiva
de f,isto é, F ' = f. Segue que Ff(g (x)) é uma primitiva de f (g (x)) g * (x), de fato, Como
Flg@)) =F (gMmg (x)=fgx)g ). % I cos u du = %Senu +k
Deste modo, de
resulta
[ radu=rFa+x
- j xcosxzdx:lsenx2+k. [
segue : 2
3
J flg()) g de=F(gx) +k EXEMPLO 2. Calcule J. e™* dx.
Solugdo
[remewd=1
u=3x, du=3dx
wu=gx) . du=g')dx
# 8 j.eaxdx:J.e“d—u:Le“+k=le3x+k
3 3 3
[remgwar= | rawdu=Fuw+k=Fige +k ou seia,
3 1
Antes de passarmos a0s exemplos, observamos que, tendo em vista I etdx= 3 e3* + k. u
[ areodc=a [ s dr @ constante) - EXEMPLO 3. Calcule [ (2x + 1 dx.
resulta para @ # 0 Solugdo
Jf(x)dx=ljaf(x)dx u=2x+ 1, du=2dx
a
[+ niax- 1 [t o= 1 | au
o que significa que, multiplicando o integrando por uma constante « e, em seguida, dividin- 2 3 :
do tudo por «, nada muda.
Como
EXEMPLO 1. Caloule | x cos 52 dx. L os,
. - J wdu= — +k,
2 8
Solugdo resulta
Fazendo 4
s I(2x+1)3ﬂ=w+k. -
u=x",du=2xdx 8
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EXEMPLO 4. Caicule f X ax

1+ %2
Solucio
u:1+x2,du:2xdx
x 1 1 1 1
dr=— [ —=2xax=={ ~ au
j1+x2 2-[l+x2 x zjud”
Como
ljidu:llnluwk,
2 u 2
resulta
J' T odr=Lma+ad) vk
1+ x2 2 ' .
EXEMPLO 5. Calcule j
3x+2

Solugdo

Fazendo u = 3x + 2, du = 3dx. Assim,

LA S SN
Ix+2 3 3x+2 3 uo
Segue que
1 1 '
_[ de==1nl3x+ 21+ k. .
3x+2 3
EXEMPLO 6. Calcule j X
1+ x¢
Solugdo

Se fizermos u = 1 + x4, teremos du = 4x> dx. Como 4x° ndo ¢ constante,

X 1 4x3 dx
—dxae—_[—.
J.l+x4 4x2 1+ x4

Isto nos mostra que a mudanga u = 1 + x* ndio resolve o problema. Entretanto, se fizer-

mos ¥ = x°, teremos du = 2x dx; assim,

X 1 1 1 1
S N —wzwﬁ—j—_—
-l.1+x4 2.[ 1+ YT T

Técnicas de Primitivacdo
Como
1
lj —l—zdu=—arctgu+k,
2 1+u 2

resulta

x 1
dx = —are tg x2 + k.
j1+x4.x p e

Observaciio. Note que x dx “dentro da integral” j4 nos sugere 1 = 2
EXEMPLO 7. Calcule j X1+ x2
Solugdo
1 ———
[ xifte s dszJ 1+ 22 2x dv)

Fazendo u = 1 + x%, du = 2x dx. Assim,

1
Ix 1+ x2 dx:%jx/;duZE-u
ou seja,
‘[x 1+ x2 cix:—;-\/mwwc

EXEMPLO 8. Calcule J' PN

Solucéo

JU+ 22 2x do).

=y — 1. Assim,

J'x3\j1+x2 dx:%.[ x2

Fazendou =1 + xz, teremos du = 2x dxe x2

ij 1,'I+x2 dx:%‘[(u—l)\f;du.

Como

S
%_[ (ufl)w/;du=%'[(u5—u2)du

3 3
LY NN T
215 3 5
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resulta

jx3 JT+x2 ar=2 Jarx2)p f%\j(uﬁﬁ +k

1
5
EXEMPLO 9. Calcule _[ sen” x cos x dx.
Solucédo

j sen” x cos x dx = j sen3x(cosxd.x)

A mudanca 1 = sen x implica du = cos x dx.
- 3 _ 3 _ 4
sen” xcosx dx = uduﬂzu +k

ou seja,

1
J- sen” x cos x dx = Zsen4 x+ k.

EXEMPLO 10. Caleule [ 2~ a
COs8

X
Solugdo
u=cosx,du = —senxdx
sen x 1 1
dx = — j du=—s K
J cos® x w3 2u?
ou seja,
sen x 1
[ o= —— ke
cos” x 2 cos® x

EXEMPLO 11. Caleule | sen® x cos® x dx.
Solugdo
sen? x cos® x = sen x cos? x cos x = sen® x a- sen” X) COS X.

Fazendo u = sen x, du = cos x dx. Entio,

I sen4xc0s3xdx= J. sen4x(l *senzx) cos x dx
= J' (1 — ) du
5 7
5

LA 1
>
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Assim,
4 3 sen®x  sen’ x
Jsen xcos xdx = —— — + k.
5 7
EXEMPLO 12. Caicule.
x? J‘ x2
b) | ——=dx
a)jl+x3dx ) (1+x3)2
Solucdo
)I x? dx:l_[ LI e N
DITEE 30 T+ 20
Fazendou = 1 + x3, du = 352 dx; assim,
x2 1 1
T
-[1+x3 3 .[ P
ou seja,
2
j' = tnn+ itk
1+ x3 3
x2 1 1 2
k= | ——aldx
2| TEESE 3 J A+
Fazendou =1+ 13, du = 3%° dx; assim,
x2 171 1
— A== | du=——+k
j(1+x3)2 3-[u2 T
ou seja,
2
[ rar=— L+
1+ x%H2 31+ x3)
EXEMPLO 13. Calcule.
5 2
b) | ———=dx
a)-[4+x2dx )-..3+2x2
Solugdo
5 5 1
a) dr== | ———dx
-[4+x2 4 .[ L+ x)z
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Fazendo u=£, du:ldrOUZdu:dx.
2 2
Assim,
5 _ 5 1 _5 1
I4+x2 dx_4-|-l+u2 2du_2j1+u2 e

Como

EJ‘ ! a’u=£arctgu+k,

24 1+ 2
resulta

2 2 1
Y [ B
) 3+ 252 3 212

1+ 22—
Assim,
2
J—dx:EJ. ! dx
3+ 222 3 oAt
1+
(@]
Fazendo
- -
uzﬁx, du=£dx0udXi£du
NE) 3 2
Assim,
[ 2 ﬂzﬁjg_
34 2x2 342 1+ u?
logo,
2 23 N2
= g — +k
J3+2x2 3 Rt
ou seja,
2 N
=X arctg T xt+k
J3+2x2 3 Ty

EXEMPLO 14. Verifique que
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J‘ secxdx =Inlsecx +tgxl+k

Solugdo

sec x =

secxtgx+ sect x
secx t+tgx

u=secx +igx,du=(secxtgx+ seczx)dx.

Assim,

tg x + sec?
Jsecxdx=_[—secxgx hicid xtix:jldu:]nlul+k
u

ou seja,

sec x +ig x

'[ secxdr=Inlsecx +tgxl+k
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Exercicios 12.2

1. Calcule.
3
@ _[ 3x— 23 dx
c) ‘[ 1 dx
Ix—-2
e) j xsen x° dx

) J x2 ex3 dx

i) j x3 cos x4dx
Iy ‘[ c053xsenxdx

2
n)j dx
x+3

X
P)j 1+ 4x2 e
X
g I (L + 4x2)2 &
E)J‘ex11+ex dx

sen x
V) J. 5 dx
cos“ x

2. Calcule (veja a Segdo 11.7).

1 2
a) J. xe 7 dx
1]

b [ fix =2 ar
1
of —L
Bx—2)

f)J.xexzdr
h)J.senSxdx
j)J.costhdx
m).[sen5xcosxdt
5
dx
0)-’-4x+3
3x
—dx
Q)J- 5+ 6x2
s)jx\,"1+3x2 dx
1
—d
u)-[(x—1)3 i

x) .[x efxz dx.

T
b) -’.03 sen4 X cOs x dr
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g 0 2x+1

X
& | ———=
0 Ji+ax?
—1
2 j 5 (2x + 310 4y

32 1
i) —_de
2 (x— 1y

X
o1+ x4

h

3. Calcule.
a) j sen2 X Cos x dx

¢} J cos3 x sen3 x dx

e)jsen2x~1+coszx dx
3
g)‘[sen x dx
i) J thxseclxd.x
I)jtgxsec3xdx
n)jsenx 3+ ¢os x dx
3
D) I sen x sec” x dx
3
r)th xcos xdx

4, Calcule.
2
a) j dx
x—73
1
c) j dx
2x+3
x
e) I dx
x+1

g)j2x+3

5. Suponha e, B, m e n constantes, com a # . Mostre que existem constantes A e B tais que

mx + n

2 x
S —
d)L 1+ 3x2

» SN
¢ i+ X2
w"'; 2
h) jo x sen 3x* dx

m

S sen x
N3
1)_{0 5 dx

X

s
m) j04 cos2 2x dx

by I sen2 x cos3 xdx

d)j Sen x 4/cos x dx

h j sen 2x 1/5+sen2 x dx
h) j cossxdx

N J tgxscc2xdx

m) J tg3xsec4xdx

0) J‘ sen x sec” x dx

q) j sen? x cos® x dx

)J ec X
3+2tgx

A B
+

(X*a)(x*,B)=x~a x—f

10.
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Utilizando o Exercicio 5, calcule.

1 2 3
a)-[(x+1)(x—l)dx -[x(itZ)
o [
_[ zsj;izdx ﬂj 2)6_21_
' 3

g)J —5x+6dx )-[x j—3x+2dx

Seja @ # 0 uma constante. Verifigue que

_[ dr= a4k
- = — arc —_ .
a2+12 £

a a
Calcule,
)j—l dx b)jtdx
a
5+ x? 4+ x2
1 3
o [ —— ax j—-—
)JZ+512 & 54 x2
e)‘[ X I3x+2
S+ x 1+x2
x—1 J‘
g)«[4+2 & 1+ 4x2
1
o [—1 -)j__
)-[1+(x+1)2 Pl o2
2 1
I)j———zdx m)Jl——~——2
5+(x+2) ¥ +4x+8
2
| ——dx oJ—dx
)Jx2+x+l ) 22 +2

. Sejam a # 0 e 3 constantes. Verifique que

1 1 X—a
—— 5 dyr=—1mh + k.
a)-"xz—az2 2 X+ e
1 1 +
b)J2—-2—dx=—arctgx Bk
a* +(x+ 8) P> o
Calcule.
x X
a ———dx b J‘—-—dx
)I(16+x4)3 S v
X
—_— dx d)J.t 2x dx
C)-[16+x4 &

1 1
dx _
e)Jxlnx ﬁjx(lnx)ﬁdx
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2 1
dx _t

o [ & h)jvmdx
5 x

i) | —————dx D) —dx

".\/1*4,\:2 '[1/174):2

l)j;dx m)J.ﬂdx
4 - 52 1 4x2
2

n)J dx o)J' LIS
4”9)(2 1__x4
X X

» | dx D | = ar
1—sz 1—&*

1
} -
’ J‘x—\fl—(ln x)2 =

Jiim e
Z 1+ 2%

v) J- % cos (In x) dx

12.3. INTEGRACAO POR PARTES
Suponhamos f e g definidas e derivAveis num mesmo intervalo I, Temos:
[fWg@] =f g +fxg' &)
ou
f@g @=[f®Wg®] —f (g

Supondo, entdo, que f’ (x) g (x) admita primitiva em I e observando que f (x} g (x) € uma
primitivade [ f(x) g (x) ], entdo f(x) g * (x) também admitird primitiva em [ e

@ _{f(x)g’(X)dx=f(x)g(X)—_[f'(x)g(X)dx

que € aregra de integracdo por partes.
Fazendou = f(x) e v = g (x) teremos du = f' (x)dx e dv = g’ (x) dx, 0 que nos permite
escrever a regra (1) na seguinte forma usual:

_[ua’v=uv~_[vdu

Suponha, agora, que se tenha que calcular [ « (x) B (x) dx. Se vocé perceber que, multi-
plicando a derivada de uma das fung¢des do integrando por uma primitiva da outra, chega-
se a uma fungfo que possui primitiva imediata, entdo aplique a regra de integrag@o por partes.

s i R S

S R R
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EXEMPLO 1. Calcule I x cos x dx.

Solugdo

A derivada de x é 1; sen x é uma primitiva de cos x. Como 1 - sen x tem primitiva imedi-
ata, a regra de integragfio por partes resolve o problema.

Assim:

ou seja,

I xcosxdx = f(x)g{x) — If’(x)g(x)dx
L
fg’ =xscnx—J 1 - senxdx,

jxcosxdx=xsenx— J.senxdx

chosxdx=xsenx+cosx+k. [ |

EXEMPLO 2. Calcule _[ arc tg x dx.

Solucdo

jarctgxa{x= Ia:ctgx- 1dx.

O truque aqui € acabar com arc tg x; vamos entdo derivar arc tg x e achar uma primitiva

de 1.

Assim

ou seja,

a:ctgx-ldx=uv—jvdu

u dv
1
= X - . dx.
{arc tg x) - x J.x )
arctg x dx = xarctg x —
j Ic tg x x g J.1+x2
1 2
jarctgxdx:xarclgx"~2-1n(1+x)+k. [

EXEMPLO 3. Calcule J' 2 sen x dx.
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Solucdo
[@senxax =g~ [£ g
T1
f g’ =x* (—cos x) — ij(—cos x) dx.
Assim,
@ Ixzsenxdx=—x2cosx+jlxcosxdx.

Calculemos, novamente, por partes J. 2x cos x dx.

J.Zxcosxdx= 2xsenx — JZsenxdx

T 11 T1
fe fz f'e

ou seja,

® lecosxdx=2xsenx+2cosx+k.

Substituindo @) em (2), vem

Ixzsenxdx=—xzcosx+2xsenx+2cosx+k. ]

EXEMPLO 4. Calcule j & cos x dx.
Solugdo

Fazendo f (x) = ¢ e g’ (x) = cos x, oblemos
Jf’(x)g(x)dx= Jexsenxa'x

cujo céleulo apresenta as mesmas dificuldades que [ ¢* cos x dx. Se fizermos f (x) = cosx
eg' (x) = €', o problema é o mesmo. Aparentemente, nio vale a pena aplicar a regra de
integracdo por partes.

Mas veja:

@ jexcosxdx=exsenx—jexsenxdx.
T
fe

Por outro lado,

jex senxdx = ¢ (—cos x) — jex(—cosx) dx
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ou
® J.exsenxdx=*excosx+Iexcosxdx.
Substituindo & em @
J.excosxdx =¢senx + ¢ cosx —_[excosxd,x
g, portanto,
2 J.excosxdx =¢'senx + e cosx
ou seja,

jexcosxdx:%ex(senx+cosx)+k. n

O truque foi ter percebido que, aplicando novamente a regra de integracéo por partes a
J. " sen x dx, volta-se a I & cos x dx.

Muito bem!

EXEMPLO 5. Calcule J' cos? x dx.

Solucio
jcos xcosxdx = cosxsenx — J(—senx) sen x dx
=senxcosx + jsenzxdx.
Assim,
jcoszxdx =senxcosx + J.(l - coslx)d.t
ou
2 Icoszxdx =x+ senxcosx
g, portanto,

J.coszxdx = % (x + sen xcos x) + k.

1
Como sen x cosx = 3 sen 2x, resulta

J.coszxdx=%x+isen2x+k. =
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EXEMPLO 6. Calcule J' sec” x dx.

Solucdo
3 _ 2
Jsec xdx = Jsecxsec X dx
1 7
f g’
=secxtgx — Isecxtgxtgxdx
Assim,

J.seCSxdx:secxtgx— jsecxtgzxdx
C 2. _ .2
omo {g” x = sec” x — |, resulta

Isec3xdx= secxtgx — jsecx(seczx— 1) dx

ou
J.secsxd.r= secxtgx-fsec3xdz + J.secxdx
€, portanto,
2 J-sec3xdx= secxtgx + jsecxdx
€ Como
J-secxdx= Inlsecx + tg x|,
resulta

jsec3xdx= %secxtgxwL %lnisccx+tgxl + k.

Vejamos, agora, como fica a regra de integracio por partes na integral definida (integral
de Riemann). Sejam, entfo, fe g duas fungdes com derivadas continuas em [ a, &]; vamos

provar que

b b b
froswa=[rexge - [ fw g0 d

De fato, de

F@g @ =[fg®] —f Dg&em[ab]
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segue

b b b
[roema=[1rmemra-[ rwama

ou seja,
b b b ,
[rewegmar=[fmswl- [ rwema

EXEMPLO 7. Calcule jl’ x1n x dx.

Selucdo
t s
jx]nxdx=[f(x)g(X)]i—J;f'(x)g(x)dx
1
2 ! t 2
T’T =X lnx —J. x—ldx
g f 2 . 1 2 x
2 33
SRR I
2 24
Assim,
' 2 7
j xlnxde=a2ing -+ | X
1 2 2| 2 1
ou seja,
1 1
jlrxlnxdx=%t2lntvzt2+z.

1
EXEMPLO 8. Calcule JOZ arc sen x dx.

Solucdo
1 1 1
5 Y 5 X
2 arcsen x - 1dx =[x arcsen x] —Jz————dx.
JO a 1] ,‘l_x2
T T
f 8 ,
1 3
5 17 1 " NE)
P = [ de= ) =
.[0 - x2 20 Ju ! 2
Assim,
1 3
El 3 ar A3
2 =— —+ X =T
arc sen x dx arc sen — + ) 5 2
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ou seja,

Exercicios 12.3

1.

7.

5 3

-[2 arcsen x dr = —+ X2 1,

] 12 2
Calcule. 8.
a) '[xexdx b) Ixsenxdx
c)sze"dx C)Jxlnxdx
e)jlnxdx h J.x21nxdx g
2) steczxdx h) J‘x(lnx)zdx
) J‘(lnx)zdx b jxez"dx

)] J‘excosxdx
" I % exz dx

) je_xcoslxdx

m) je_z‘x sen x dx
0) Jlx3 cos xzalx

q) Ixzsenxix
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Calcule.
1 2
a)J.Oxexd.x b)J.llnxa{x
a
- x2 —5t
c)J'2 e* cos x dx d)J'Or e dt (s #F0)
0

Sejam m e n dois naturais diferentes de zero. Verifique que

1 1
“)-[0 (1= xy" dx = IO AL —m-1 g

n+1
n! m!

1
b)-[o xﬂ(l—x)mdx:(m+n+;)!

. Verifique que, para todo natural n = 2,

n

1 ™
JZ sen” "% x dx
n 1}

o
Jz sen” x dx =
0

. Verifique que, para todo natural n = [, tem-se

2 1
a2
2n+1 40

22n (n[)z
(2n + 1!

1
o [ a2 a=
0
1
b)_[ (1= xH)" dv =
0
Suponha que g tenha derivada continua em [ 0, + [ & que g (0) = 0. Verifique que
X _ X
J.O g et dt=gx)e ™ +5 -[0 2(8) e dr.

Suponha f'' continva em [ a, b ]. Verifique que

b
FO=f@+f @b-a+ [ -0 o

Suponha f*** continua em [ 4, b ]. Conclua do Exercicio 12 que

a

" b — 2
FB) =@ +f @ —a)+ f—;ﬂ G-a?+ | i’izi £y d.

361

. a) Verifique que 1
n 1 n-—2 n—2 n—2
sec” x dx = sec xtgax+ sec x dx
n—1 n—1
onde # > 1 é um natural.
12.
b) Calcule J- sec5 X dx.
. Verifique que, para todo natural » # 0, tem-se
13.
n i n—1 n—1 n—2
a)J.sen X dx = —— sen x cos x + Isen x dx
n n
n 1 n—1 n—1 n—2
b)jcos x dx = — cos xsen x + jcos x dx.
H n
. Litilizande o item {a) do Exercicio 3, calcule.
a) j sen” x dx b) j sen” x dx.
. Calcule j e ¥ sen t dt; s > 0 constante. @
. Verifique que para todo natural n = 1 e todo real s > 0 entiio,
J. M e g = ,_]_ oSt +£I tn—] et ar

5 5

12.4. MUDANCA DE VARIAVEL

_[f(fp(u))qo’ (u)du=F () + k(ueD,)

_[f(x)a!x=F(9(x))+k.

Seja f definida num intervalo I. Suponhamos que x = ¢ (u) seja inversivel, com inversa
= 8(x), x €1, sendo ¢ e 8 derivaveis.
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De fato, de (D
F' () =f(e ) o' ()
entio,
(FOEN' =F'(6x)0"(x)
=fle@x) e’ (0(x) 8" ()
=flx)

pois, e (0 (X)) =xe @' (0 (x)) 8" () =(e(8 ()" = 1.

[ royax=2
x=¢@ ; di=¢ ' (W)du
[rewax= e e wds

observando que, ap0s calcular a integral indefinida do 2.° membro, deve-se voltar & va-
ridvel x através da inversa de ¢.

EXEMPLO 1. Calcule J' X2 Jx+1 dx

Solugdo
[ fr+tac=2
e 1)
—t—y
x+l=uex=u—lde=du{e’'W=1
1
[ FTa=]w-12Vudu=] @ -20+1)u2 du
5 3 7 £l 3
531 3 7 y2
= 2 -2 +y2ydy= HS B L HS
j(u 22 +u2)du 7 2£+g+k
2 2 2
=%1f(x+l)7*%\/(x+1)5 +%J(x+1)3 +k
ou seja,

szmdx=%\/(x+l)7—%J(x+1)5+§-\j(x+l)3+k. .

Observaciio. A mudancax + 1 = uz, u > 0, também € interessante; veja que esta mudanga

elimina a raiz do integrando. Facga os célculos adotando esta mudancga.
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EXEMPLO 2. Calcule j JI= 22 ax
Solugdo
J=2 a=o
Como 1 — sen’u = cos”u, a mudanca x = sen u elimina a raiz do integrando.

X =senu (f%<u<%);dx=cosudu.

Entéo,
Jl«ﬂl—xzdx=I1/1—sen2ucosudu
=I«Jcoszu cos u du
Aeos2y = lcos ul = cos u, pois, u e:l—i,z[.
2 2
Assim,
f 2 = 2 _ff(1.,1 _
1—x* de= | cos“ udu= —+ = cos2u|du=
2 2
:lu+—1—sen2u+k=—1-u+lsenucosu+k.
2 4 2 2
T ar _ Ty
Dex =senu, —3<u<5,segueu—arcsenxecosu= 1-- x“;logo

I\flﬁxz dx=%arcsenx+%x«fl—x2 +k(-1<x <1

Antes de passarmos ac proximo exemplo, faremos a seguinte observacfo: supondo f
integrivel em [a, b} e F' = fem [ a, b ], pelo 1.° Teorema Fundamental do Calculo

b
@ L £ (x) dx = F(b) — F(a).

Observamos que @continua véalida se supusermos f integravel em [ a, b ], F continua
em{a bleF' =fem]a,b [ (verifique). =

1
EXEMPLO 3. Calcule jo J1— 22 dx.
Solugdo

. 1 ...
Pelo exemplo anterior, F (x) = % arc senx + 5 xq1- x2 éuma primitivade /1 — x2
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em[ 0, 1[.Como Fécontinuaem [0, 1 Jef(x) = 1 — x2 integrdvel neste intervalo, se-
goe da observacio acima que

| [ —
J \flfxzdx:[%arcsenx+éx1{1*xzj|
(1]

0

1 1 . o : .
Observagio. 3 arc sen x + 2 xJ1- x2 éuma primitivade 1 — x2 em]—1,1 [ (veri-
fique). Cuidado, arc sen x ¢ 41 — x? nfo sdo deriviveisem e —1.

1 —_
No préximo exemple, vamos calcular novamente J \/{ — x2 dx utilizando a férmula
0

de mudanca de varidvel na integral definida. ]

1
EXEMPLO 4. Calcule JO =22 ax
Solucdo
S
j@ - 52 dx=1

x =sen u, dx = cOs u du

x=0 ;u=0(en0=0)

x=1 ;u=£(3en£:1]
2 2
r

Observe que x = g (1) = sen 1 tem derivada continua em [O, > ], g(0)=sen0=0¢e

8 (E] = sen 7 = 1. Pelo teorema de mudanga de varidvel na integral de Riemann

2
\ = L3
J. 1 — x? dx=j2 1/'1*sen2ucosudu:."2 ~cos? u cos i du
0 0 0

logo,

ko

1 —
j \Jl—-x2 dejz lcos u| - cos u du.

0 0

T .
Comou el 0, E],cosu?ﬂ;dallcosul=cosu.

Assim,

™ kig
1 — —_—
j J1— x2 dx=_[2 coszudu=j2 (i‘klcosZquu
0 0 0 2 2
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ou seja.

T

, T
JV’Jl—xzdx=|:lu+lsen2u]2 = [
o 2Ty , 4

Observe que nio houve necessidade de se retornar & varidvel x!

Observaciio importante. Na mudanga da varidvel na integral definida

B d
[reoac={"rie ) w du
c
amudanga x = g (u), u €{ ¢, d ] nllo precisa ser inversivel, o que precisa é g ' ser continua,
gloy=aeg(d =b
A ocorréncia de raiz no integrando ¢ algo muito desagraddvel; se perceber uma mudanga
de varidvel que a elimine, ndo vacile.

EXEMPLQO 5. Indique, em cada caso, qual a mudanga de varidvel que elimina a raiz do
integrando.

a) J‘\ﬁ?—x‘? dx b) jwm dx

) [{3+ a2 ax

b quwdx
hy [y + 4 =3 ax
D [r = ax

c)_[ 5— 4x? dx

e) J‘qfl—cosx dx
2) JWZx—xz dx
f)j x4 20+ 2 dr
Solugdo

a) J‘J1+x2 dx =2

Como 1 + lg2 6 = sec’ #, a mudanga x = tg f elimina a raiz do integrando.

B 1= 42 dv =2

J1-4x2 = /1- 22?2,
1 . . .
A mudanga 2x = senfoux = > sen ¢ elimina a raiz do integrando.

C)JV5—4x2 dx =1

- 3]

zx—sentoux*wﬁs t elimi iz do int d:
_— = = — sen f elimina a raiz do integrando.
<3 2 g
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d)x = ?tgu.

e}jﬁfl—cosxdxz?

2

COS X = CO§ — sen

N |~
SR

Entiio,

J‘,fl—cosx dx=jJ1icoszi;~+sen2 ,’Zi dx

=J-{256n2%dx=\/§_[ Sﬁnzgdx

e, portanto, nenhuma mudanca de varidvel é necessdria.

j)_"wﬂl—(xkl)z dx =1
x—1=senuoux=1+senu

resolve o problema.

£2) J. 2x —x2 dv =7
Primeiro vamos expressar o radicando como uma soma de quadrados:
n-d = - = -t D)+ ]
ou seja,
D-x=1- - 12
Assim,

J‘aﬂx —x? dx = Iﬁ:l)? dx.

A mudanga x — 1 = sen u resolve o problema.

W -2+ 4x -3 0=
2 a2 _ .2
X Ad 3= -+ 3= -+ A+
ou seja,

—x*+dx—-3=1-(x—27
A mudanca de varidvel x — 2 = sen u resolve o problema.
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g [Pt zae= v G2 a2
x+1=1gu

resolve o problema.

2
‘ FT_zdx:jfl_( _1) dr="?
.I)J‘\‘x X 4 x 2 )
1 1
X ——=—35ENnu
2 2

resolve o problema.

EXEMPLO 6. Calcule j 1+ 2 dv.

Solucdo
x=tgu;dx=sec2udu (*%<u<%]
dex:‘[m sec” u du = J- I'sec u | sec® u du.
I sec u | = sec u, pois, sec u > 0 (—%<u<%);
assim,

J«H + 1% dy = J-sec3 u du.

Pelo Exemplo 6 da se¢do anterior,
J. sec> wdu = é— [secutgu+Inlsecu +tgui] + k.

Voltemos a varidvel x:

x:tgu;l+x2=sec2u
como sec u > 0, secu = 1+ x?

Entdo,

[1+22 dx:%[x1/l+x2 + ln(x+1ﬂ1+x2)}+k.
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1
EXEMPLO 7. Calcule jo 1+ x2 dr.

Solucdo
1
[N+ 22 ax=o
1]
x=tgu s dx = sec? u du
x=0 u=01g0=0)
T T
x=1 ju=—|1g-—=1
‘ 4(g4 )

1 o
-"01“ +x2 ax= -[04 N1+ 182 u sec? udu =
=
4

w
:‘[04 sec? udu:%[secutgu +1n(secu+tgu)]
0

assim,

_[OIJHxZ dx=%[\/5+ In (v2 + 1)}

EXEMPLO 8. Calcule a 4rea do circulo de raio r.

Solucdo
T2 _
drea = 4 J. re — x< dx
0
i
2 2
o yENItex
% 4t
SN
\./{ xtsyt=r?
Temos

Técnicas de Primitivagdo

y=rsenu ;dx=rcosudu

m
. z
j\/rzsz dx:rj21f1~sen2u ¥ cos u du =
0 0
m

=42 J‘a‘cosz udu=r2‘[2 (l+lcos2quu
Q 0 2 2

ou seja,
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m
r 1 1 2 m?
J.mdx=r2 [—u+—sen2u:12 =—
0 2 4 0 4
Portanto,
r
érea=4qur2—x2dx:m2. ]
0
Exercicios 12.4
1. Calecule.
1
a) _[1/1 —4x? dx B) J —_—dx
4—x2
== :
dx
2 4+ x2 9 .[ 4+ x2
X —_
I T _[«f3 ~4x? dx
2 J1— %2 h x
| 2=
dx h _[x2 1-22 dx
2 1— x2 )
1
'I—dx Jﬁw— — 1?2 dx
i) i+ R2 D (x—1)
b fo—4:? & m [N v 202 ax
e — [
—x% +2x+3 dx T 5
AR o) T
2. Calcule a drea do conjunto de todos 0s (x, y) tais que 4+ y2 = 1.
2 2
3. Calcule a drea do conjunto de todos os (x, ¥) tais que x_2 + Z— =l (@a>0eb>0)
a
4. Calcule.
a)_[xz(xﬂ)“’dx b)sz x -1 dx

1 2
dx — - dx
C)-{ 1+ /x GD-[ a++x)?
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x+2 _
)J (x +1)5 N _[ it dx Teoreme. Sejam c, B, m e n reais dados, com « # . Entdo existem constantes A
V2x +1 ¢ B tais que
ofiee fii A
a = + .
i)_[_x Lok j)j———l dx ){x—a)(x*—_B) x—-a x—f
2x — x2 2 +2x+5
i jxa:csenxdx ) Ix(mctgx)zdx b) (mx+;12 = A +( B )2.
x—a i—a (x—a
X
n).[arctgwgdx O)J‘%—ix
e

Demonstragdo
A " B _(A+Bx—AB—oaB

5. Sejam m e n constantes ndo nulas dadas. Verifique que

mutn o _om 2 a)
T u——z—ln(1+u)+narctgu+k. x—a x-—8 x-a®)x—-8
6. Com uma conveniente mudanga de varidvel, transforme a integral dada numa do tipo Basta entdo mostrar que existem A e B tais que
mu + n
.2 du (m e n constantes) e calcule. A+B=m
ﬂ)f x+l )J- 2x -1 " BA+aB=-n
4+ 52 9+ 4x2 .
¢ J _x"'_LO_ dx J' _L Este sisterna admite solugdo tnica dada por
2 2x+2 2+l !
2x +1 — ! am-+n m+n
+ 4x +5 9 + x2 - a=B a-p
7. Calcule a drea do conjunto de tod X < =2 :
j eoos(xy)talsqucx +2y"=3ey=an : xm+n _ mx—ma maetn _m(x—a) ma+n_
8. Calcule a drea do conjunto de todos (x, y) tais que x = 1+ y2 e2x + y=2. (x — a)? B (x — @)? (x — a)? (x ~ a)? (x— )?
9. Indique uma mudanga de varidvel que elimine a raiz do integrando. Tomando-se, entio, A = me B =ma + n
— 42 '
a)j9 x* dx b)J-qfxz-—de mx+n A B
= + - .
c)J-Vx2+9dx d)_[ [~ x2 x—a)l x—a (x—a)
a i do numerador & estri-
€) J' 3— 422 dx J' _ Observe que em cada fragio que 0COrre No teoTema acima o grau
v hH|yas? 3 dx tamente menor gue o grau do denominador.
g) J.wa + 3 dx B J- ,—— Vejamos, agora, como calcular
i) J. N j J. _ P dx, com a # S3,
Wfz—z,x 4/3){ (x—a)(x—B)

b j" NE¥ T ldx m) J‘xll +e* dx onde P (x} é um polinémio. Se o grau de P for estritamente menor que o grau do denomina-
dor (grau de P << 2) pelo item (a) do teorema

n)jx2+3x+3dx o)j3xll+\/;dx - . .
P{x B

x—-ay(x—fB) x—a x—8
12.5. INTEGRAIS INDEFINIDAS DO TIPO J P (x) dx ¢, assim,
x—a)(x—p) b oo
P W o m=Allx—al+Bhnlx-Bl+k
Para calcular I (—xﬁa dx, vamos precisar do seguinte teorema. x-—a)y(x— P nlx— a nlx—p
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Se o grau de P for maior ou igual ac do denominador, precisamos antes “extrair os inteirog”,

P (x)
(x—a)(x~ B)

R (x)

=0+ —2

r—a)(x—p)

onde @ {x) e R (x) s&0, respectivamente, 0 quocients ¢ o resto da divisio de P (x) por (x — @) (x — f),
Observe que o grau de R & estritamente menor gue o grau do denominador.

Ndo se esqueca: vocé s6 pode aplicar os resultados do teorema anterior quando o grau do
numerador for estritamente menor que o do denominador. Se o grau do numerador for mai-
or ou igual ac do denominador, primeiro “extraia os inteiros”.

| X3
EXEMPLO L. Caleule | 55, 5
Solugédo
E-3x 2= —Dx—2).

O grau do numerador é menor que o do denominador. Pelo item (a) do teorema, existem
constantes A e B tais que

x+3 _ A + B
2-3x+2 x—2

x—1

J4 sabemos que A e B existemn; o problema é calculd-los. Para todo x, devemos ter

x+3=A@x—-2)+Bx—1).
Fazendox =1
4=A(1—-2)oud=—4
Fazendox = 2

5=B{(2—-1)ouB=35.

Assim,
J-X_H—dx:.[ —4 dx+J' 5 _gx = ~4mmix—11+5Inlx—21+k
x2 - 3x+2 x—1 x=2
ou seja,
. ,
J2x—3——dux:—4lnlell+51nlx—21+k. .
—3x+2
2
EXEMPLO 2. Caloule | 52—
x<—3x+2
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Solugdo

O grau do numerador € igual ao do denominador. Primeiro precisamos extrair os inteiros.

2
A L Y
—x*+3x—-2 S —
3x
assim, i
x2+2 3x
p) =l+—= ’
xc—3x+2 x°—3x+2

2
j X2 - _[ —x+J dy
7 3512 —3x+2 T 3 +2

Vamos, agora, determinar A e B tais que

3x A B
= + .
2 =3x+2 x-1 x-2
3x=Ax—-2)+B(x-1).

Fazendo x = 1, obtemos A = —3. Fazendo x = 2, cbtemos B = 6. Assim,

J‘ 3x dx:j -3 dx+J. 6
2 —=3x+2 x—1 x—2

Portanto,

dx=-3Inlx—11+6Inlx—2L

2
.[x—”dx=x—3ln|x—1l+61n|x—2|+k. .
—3x+2

P{x)

Para calcular j = dox, & mais interessante fazer a mudanga de varidvel u = x —

- a)
a do que utilizar o 1tem (b) do teorema,
3
EXEMPLO 3. Calcule | X2
' (x—1
Solucdo

u=x—1ox=u+l;dc=du

J w+1)3+2
2

3
j x° +2 dr = dit
(x—1)?

3 2
=J.L+—§u~7tw—+3du=j|:u+3+é+%:|du.

u u u
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Assim,
3+2 u? 3
S dr= 4 3u+3Inlul- 2+
J.(x—l)z 5 u n lu » k
ou
3 2
x° +2 x—=1 3
= 43—+ —1i-
j(x—1)2 - (C=D+3mnlr— 1=~k
EXEMPLO 4. Calcule J' dx.
Cos X
Solucdo
J‘ dx = J‘ cos x aix=I Cos X
cos x cos? 1—sen? x
u = senx; du = cos x dx.
Entio
1
arx=J' du.
Icosx 1 —u? “
De
1
221 1,1
1—u 2 1—u 1+u
resulta
| L du=L—mi =t i 4w
- 3 u n u]
e, portanto,
1
J dx=l]n 1+ sen x ik
cos x 2 1—sen x
Por outro lado
I+senx (1+SCDI)2
= — + 2_
t—sen x cos? x (secx +1g x)
entdo
1
I dx =1InIsec x + g x|+ k.
cos X

Técnicas de Primitivacdo

Ou s&ja,

Isecxdx:1n| secxttgx |+k.
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Exercicios 12.5

Calcule.
1 x
1.j dx 2._[
x2-a %2 —5x+6
2x +1
4.]'
x2 -1
2
+1 +3
s [ 22 6| 25 a
x—l (x—1)
x? +3x+1 22 +1
7I s._[ a
—2x—3 (x—2)
2
+ +x+1
9. J‘ x+3 lO.Ix 2x dx
xXT — X
3
+x+ +x+
1. _[ LRS! 12._" A L
—Zx+] xc —4x+3
x+1
13.j 14..[
2+5 2 +9
2
x“+3 1
15.j IG.I dx
x2 -9 2-x-2

12.6. PRIMITIVAS DE FUNCOES RACIONAIS COM
DENOMINADORES DO TIPO (x —a) (x -~ B) (x — y)

A demonstragio do proximo teorema € deixada para o final da segéo.

Teorema. Sejam «, 3, v, m, n, p reais dados com «, f3, -y distintos entre si. Entdo
existem constantes A, B, C tais que

a) mxl+nx+p - A B + C ]
- x—Plx—-v) x—a x—f x-v
mx +nx+p A B C

= + .
(x—a)x—p? x—a x—8 (x—§?

Observe que, em cada fra¢io que ocorre no teorema acima, ¢ grau do numerador é estri-

tamente menor que o do denominador.

xt+2x+1

——dx
X —x2—2x

EXEMPLO 1. Calcule '[
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Solugdo

O u do n - N - B . . . -
gra umerador & maior que o do denominador. Primeiro devemos “extrair os inteiros”, 4

x4+ 0x3 +0x2 +2x +1 3~ x2 0y
—xt 4+ x3 4042 —_
x+1

3 4+2x2 425+
-3+ x? +2x

assim, 3x2 +4x +1
4
x4 2x + 2
‘ 4 2x 1 =x+1+3x +4x+1.
x° —x¢ - 2x 2 —x2 -2y
" Temos
3 2
X = k=D x G+ Dx— )
3x2 +4x +
SxrdAxtl AL B C
x(x+D(x-2) x x+1 x-2

2
3x +4x+1:A(x+1)(x—2)+Bx(x—2)+Cx(x+l).

Fazendox =0,x= —lex = 2, obtemos A4 = —%,B=0eC= —2—1.Assim

4+ 2x+1 1 21
X x Y T
dx:j +1-2 6 _
-“x3—x2—2x ¥+l x+x._2 dx =
x2 1 21
=—+x——=Inl = -
3 X 2nxl-f-6lnlx 21+ k
ou seja,
J‘ at +2x +1 _x2+ 1 21
3= 32 _ay > x—ElnlxI+?ln|x—2H—k.
EXEMPLO 2. Caleule [ 0 S
x3—x2—x+]
Solucdo
léraizdex’ — x2 — x + 1. Entio,

13—x2—x+1 xr—1

*x3+x2 x2—1
—x+1
+x -1
0
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x3—x2*.r+1=(x—1)(x2—1)=(x—1)2(x+1).

2x +1 A B C
= + i
2o —x+1 x+1 x—-1 (x—1H2

2x+]:A(x—1)2+B(x+1)(x—1)+C(x+l).
3
Fazendox=1,3=2C on C= E
1
Fazendox=—1,-1=4A ou A = —Z-

1 3
dox=0,1=——=—-—B+ —ouB=
Fazendo x 2 5

B

Assim,

2x +1 1 1 1 1 3 1
—-———dx=——j dx+—_[ dx-l-—j——dx
jx3—x2—x+1 44 x+1 4J) x-1 2 x-12

ou seja,

2x+1 1 1 3
2T fx=——Inlx+1+—=1Inlx—1- +k n
.“x3~—x2—x+1 4 x 4 2{(x~-D

Antes de provar o teorema enunciado no inicio da se¢io, vamos mostrar que se m, 1, p e
@ sdo reais dados, entio existem reais my, n) ¢ p fais que

mx2+nx+p=m1(x—a)2+n,(x—a)+p1.

De fato, fazendo x = (x — a) ta vem

m.x2+nx+p=m{(x—a)+a]2+n[(x'a)+a +p
=mx—o)t+ Qam+myx—a)tma +thnatp

=mx—a) +tnx—atp

onde m; = m, ny = 2am + nep; = moy + na+p.
A seguir, faremos a demonstragio do teorema mencionado acima.

a) Pelo que vimos na segdo anterior, existem constantes A e B tais que

1 _ 1 1
x-—a)x—-Bx—y) G-a)x-p x-¥

I - - W I
x—a x—B] x—v

— Aq + By _
x-a)x-7) @—BHx-7
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Segue que existem constantes A,, By, A, B tais que

A + 5 __ A B

-—a)x—y) x—-PHx-v) x—-a x-
Assim,

1 M B G

x-ayx—Bx—-v x—a x—8 x-—vy

onde Ay = Ay, By = Ay e Cy = B, + B;. Temos, agora,

_m x—aX+mx—m+p
x-—a)(x=Bx—v)

mx2+mc+p
-a)x=Blx-7

m (x— a) ny Pl

T G-BG-7 G-BHGa-7

Segue que existemn constantes A, B, C (por qué?) tais que

mx?2 +tnx+p __A . B + C
(x-a)(x—B(x-7) x—a x-B x—vy
1 1 1
b) 5 = :
(x—a)(x—B) x-—ay(x—p x—p
=[A1+Bl]1= A LB
x—a x=Blx-B Gx-ax-8 -B72

Assim, existem constantes A, B, C, tais que

1 AN B G
x—a)x—p*F x-a x—p (x—p7?

Deixamos a seu cargo terminar a demonstragio deste item.

T Yy e

Exercicios 12.6

1. Calcule.
)-[ ix—_n33 b)-[ x (x —sz;(lx+3)dx
x +x+1 2
c)j - x d)j (x+2)(x—1)2dx
x+3 +
e)j x3 —2x2 —x+de f)j x5x4x25+4x
g)j (j—+2)13 h).[ o3 —+43x
dierrerl b
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2. a) Determine A, B, C, D tais que

x -3 __ A . B . C D
(x—D2x+22 x—-1 (x-D% x+2 (x+2)2
x—3
aleule | —————s-
b C cue‘[ (x—1)2 (x+2)2
3. Calcule.
x+1 2
) | ———
)I x—1)4 )jx3(x+2)
x =1 3
—  _dx —— dx
C)j x x+1)2 d)-[ 2 -2 -4)
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12.7. PRIMITIVAS DE FUNCOES RACIONAIS CUJOS

DENOMINADORES APRESENTAM FATORES IRREDUTIVEIS

DO 2.° GRAU

P(x)

Vamos mostrar, através de exemplos, como calcular I —2—
+bx +¢

A= b* — dac <0.

2x+1

EXEMPLO 1. Calcule j S
X X

Solugdo
Primeiro vamos escrever o denominador como soma de quadrados:
Pru+2=@+2+D+1=x+1)7+1.

Assim,

2x +1 2x+1
J a= |
x2+2x+2 14 (x + 1)2

Fagamos, agora, a mudanga de varidvel
u=x+1,du=dx
Entio,

2x+1 Zu—1+1 -1 —
_dx=J— = u+‘[———du—
J.x2+2x+2 1+ a2 “ 1+u?

=In(l+u)—arctgu+k

dx quando

ES
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ou seja,
2x +1 2 ¥
T k=l —arctg(x+ 1)+ ke 1
.[x2+2x+2 nt TaeglEr )Tk o
2
EXEMPLO 2. Calcule J Xr2xt3
x% +4x+13

Selucdo

Como ¢ grau do numerador € igual ao do denominador, primeiro vamos extrair os inteiros, * 3

x? +2x+ 3 x2 + 4x +13
—x2—4x-13 1
-2x—10
assim,
2
x4 +2x+3 2x + 10
—-——aix:J‘ 1- = |dr
»[x2+4x+13 { x2+4x+13]
ou *

X2 +2x+3 2x+10
LR s
x-+4x+13 x~+4x+13

Dex? +dx+13=22 +4x +4+9=(x + 2% + 32 segue

2x+10 2x +10
J a=]
x? +4x+13 (x+2)2+32

Fazendo x + 2 = 3u, dx = 3du,

utl

j 2x+10 I2{3u—2)+10

o . 3du=2 [ =
v 9% +9

du=

d +J' LAY
w2 +1

ou seja,

2x+10
J' a de=In(l +ud) + 2arctgu + £

x2 +4x+13

Assim,

2+2x+3 Z4+dax+ +
sz_x_dx:x-mx_mjﬁﬁ_mctg 20k .
x=+4x+13 9 3

4
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Vejamos, agora, como calcular integrais indefinidas do tipo

J‘ P (x)
(x — a) (ax? + bx + ¢)

onde P é um polinémio A = b% — dac < 0.
Para tal, vamos precisar do

Teorema. Sejam m, n, p, a, b, ¢ & o nimeros reais dados tais que A = b — dac < 0.
Entfio existem constantes A, B, D tais que

mxZ +nx+ p A, _Bx+D

(x—cu)(ax2+bx+c)_x—a ax? +bx+c

Demonstragdo

A Bx+ D
+
x—a axlt+bxtec

=(aA+B)x2+(bA—ozB+D)x+(cA-aD)l
(x~ a){axy + bx t+¢)

Basta, entdo, mostrar que existem A, B, D tais que

aA+ B =m
PA—aB+D=n
cA — aD =p.

O determinante do sistema é

a 1 0
b —a 1 |=aa?+ ba+c+0,pois,
c 0 —a

ax® + bx + ¢ ndo admite raiz real. O sistema acima admite, entdo, uma dnica solucdo. m

5
EXEMPLO 3. Caleute | 552 dr
g

Solugdo

O grau do numerador é maior que o do denominador; vamos entdo extrair os inteiros:

Stoxt+0x3 +0x2+x+1 o I

—x5 +8x2 _x2
8x2 +x+1
HN+r+1 8x2 +x+1
——-——:x D ————
3-8 X -8
Assim,

Lo 3 2

-[x x+1dx=§~+-[8x +x+1dx,
3-8 3 x3-8
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Pelo teorema existem A, B, C tais que

Bx+C

8x2+x+1_ A ‘
x2+2x+4

3-8  x-2

8P+ x+1=A@+2+4)+ Bx+ O (x—2).

35
Fazendox = 2,35 =12A0ud = E
16
Fazend0x=0,1:4A—2CouC=?-
61
Fazendox=1,10:7A*B—CouB:E,
Assim,
61 +16
J’8x2+x+1 _ 35 1 J-Ex 3
-8 12J x—-2 2 +2x+4
12 12 x2+2x+4
Precisamos, agora, calcular
J‘ 6lx + 64
x2+2x+4
Temos
J‘ 61x + 64 _'[ 6lx + 64 _J‘61(u-1)+64
- = du
x2+2x+4 (x+12+3 u? +3
=61 [ = —au+3] LY
u-+3 wl+13
61 3 u
=—lnw?+3H+—=arctg —
2 ( ) N gﬁ
6l 3 x+1
=—In(x2+2x+4)+——arctg ——-
2 TR
Conclusdo
5
j%"”dx:
x°—8
3
5f—+£lnlx—2|+ﬂln(x2+2x+4)+£arctg

x+1
—t k.
NE}

[ ]

Exercicios 12,7
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Calcule.
5 J‘ x+2
) 23 +2x2 + 5z

+
LT
X +6x+ 8

_[ 432 +17x + 13
Jox -0+ 6x +10)

SJ 4x +1
Jox? +ex+12

3x2 + 5x + 4 2x% +4
J’ X7 ox dx G‘J‘x—

x3+x2+x—3 -8

3+ 4x? +6x+1 xt+2x? —8x+4
[ I
x? +xc+x—3 x’ —8

12.8. INTEGRAIS DE PRODUTOS DE SENO E CO-SENO

Nesta segio serio utilizadas as férmulas a seguir, cuja verificacdo deixamos a seu cargo.

senacos b= %[sen(a + b))+ sen(a — b)]

cosacos b= %[cos(a + b) + cos(a — b))

senasen b= %[cos(a —b)—cos{a + b)]

EXEMPLO 1. Calcule Jsen 3x cos 2xdx.

Solucdo

Pela primeira férmula acima (a = 3xe b = 2x),

sen3xcos2x= %[sen(?;x +2x)+sen(3x — 2x)] = é(scn 5x + sen x).

jsen 3x cos 2xdx :%j(sen 5x + sen x)dx = —%cos S5x —%cos x+k. [

EXEMPLO 2. Calcule jcos2 xdx.
Solucdo

cos® x = cos x cos x. Pela segunda férmula acima (a = xe b = x),

cos? x =—;—[cos(x + x)+ cos(x — x)] =%(COS 2x +cos () =—;—cos 2x +%‘
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Dai,

1

J-cos2 xdx = I[-lﬁcos 2x+
2 2

]dx=lsen2x+£+k.
4 2
EXEMPLO 3. Calcule jsen 3x sen Sx dx.
Seolucde
sen 3x sen 5x =%[cos(3x — 5x)—cos(3x + 5x)] =%[cos(~ 2x)—cos 8x].
Como cos{—2x) = cos 2x, pois o co-seno ¢ fungiio par, resulta

sen2x  sen8x

J.sen 3xsen 5x dx=ij-[cos 2x— cos 8x]dx =
2 4 16

EXEMPLO 4. Calcule J'sen3 xdx.

Solugdo
De
SEn X sen x :i[cos(x —x}—cos(x + x)] =l _ cos2x
2 2 2
segue
3__senx senxcos2x _senx  sen3x+sen(—x)
sen’® x= - = - .
2 2 2 4
Como o seno ¢ fungio fmpar, sen{—x) = —sen x, e, portanto,
3 3senx sen3x
sen- x = - .
4 4
Logo,
Jsen3 xdx = “3cosx ZOS * 4008 3x +k.

i
EXEMPLO 5. Calcule J cosrx cos mxdx, sendo m e n naturais nac-nulos.
-

Solucdo

COS NX COS MX = %[cos(n + m)x + cos(n — m)x].

+k.

Técnicas de Primitivacdo

385

1.°CASO:n=m
" 1 * 1 2 i
j cosnxcosmdx=—J- [cos 2nx+]]alx=—[sen n +x] =.
- 2 2 2n —x
2°CASO:n#m
n
T + —
j COs nx cos mxdx = l sen (n + m)x + sen(n — m)x =0.
-1 2 n+m rR—m r
Conclusio:
J'"-' de =T sen=nm -
7"cosnxcosmx 0sentm
Exercicios 12.8
1. Calcule.
a) jsen 7x cos 2xdx b) Jscn 3x sen Sxdx
<) J-cos 2x cos xdx d) jcos x sen 2xdx
€} Jsen nx cos mxdx, sendo m e n naturais nZo-nulos.
h jsen x sen 2x sen 3xdx g) Jcos X ¢os 2x cos 3xdx
2. Calcule .rr sennx cos mxdx, sendo m e 1 naturais ndo-nulos.
—-R
3. Calcule J” sen rx sen mxdx, sendo m € r naturais ndo-nulos.
12.9. INTEGRAIS DE POTENCIAS DE SENO E
C0-SENO. FORMULAS DE RECORRENCIA
Inicialmente, vamos recordar as férmulas
sen? x:l— cos 2x e cos? x:i+_c052x .
2 2 2 2
Se n for impar, faga 4 = cos x e sen? x=1—cos? x
Jsen" xdx=" 2 1 cos2x
Se n for par, faga sen® x = — — ——

2 2
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Se n for impar, faga k=sen x e cos? x=1—sen’ x
cos” xdx =17 1  cos2x
.[ Se n for par, faga cos® x =—+ 3

EXEMPLO 1. Calcule jcos3 xdx.
Solucdo
_[0033 xdx = Jcosz X Ccos xdx.
du

Fazendo « = sen x e, portanto, du = cos xdx, resulta
w3
J.cos3 xdx = j(l ~sen? x)cos xdx = I(l —u?)du=u— S k.

Logo,

3

sen- x

+ k.

Jcos3 xdx =sen x —

EXEMPLO 2. Calcule jsen3 3x d.
Solugdo
Isen3 3xdx= J‘senz 3x sen 3xdx.

A mudanga de varidvel u = cos 3x implica du = —3 sen 3xdx. Temos, entio,

-1 -1 ul —cos3x  cos’ 3x
3 - — 2 = | y—a_|=
jsen Ixdx= 3 I(l u )du— 3 (u 3} 3 + 5 + k.

EXEMPLO 3. Calcule Jsen“ xdx.

2 2
Isen“ xdx = J.(sen2 x) dr=j(%—9—oszﬁj dx =%J-(1 —2cos2x + cos? 2x)dx.

De cos? 2x = —12— + cos 4x

, resulta

jsen"' xdx=—1~j(3*2(:052x+ COS4x) :l(3_x_scn2x+ 55114x)+k_
4712 2 4\ 2 8
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Portanto,

+ k. [ |

Jscn“ xdx=3—x~ sen2x " sen 4x
8 4 32

Para o cdlculo das integrais jsen" xdx e jcos” xdx, com r = 5, recomendamos utilizar

as formulas de recorréncia que serfio estabelecidas no préximo exemplo.

EXEMPLO 4. Seja n um nimero natural, com n 2 2. Mostre que

1 _ n—1 _
2) Isen” xdx=——sen" ! x cos x + J.sen” 2 xdx.
n n
n 1 n—1 n—1 n—2
b) Icos xdx =—cos" " xsenx+ cos™ “ xdx.
n

Solucdo

g) Vamos integrar por partes.

J-sen” xdx = Jsen"‘l xsen xdx =—sen"" ! xcos x ~ j(n ~ Dsen” 2 x cos x(—cos x)dx
B
dai f g
jsen” xdx=-—sen" ' xcosx +(n—1) J.scn"_2 x(1— sen? x)dx
ou seja,
J.sen” xdx=—sen" L xcosx+(n—1) J‘scn"’2 xdx—{n—1) Isen" xdx.
Passando para o primeiro membro o iltimo termo e somando, obtemos

n _[sen" xdx=—sen” lxcosx+m—1) J.sen"‘2 xdx

e, portanto,

n—1

1 _ _
J'sen" xdr=——sen" ! xcosx+ jsen“ 2 xdx.

n n

b) Deixamos a éargo do leitor. ]
EXEMPLO 5. Calcule J'cos5 xdx.
Solucdo

Pela férmula de recorréncia, temos

Icoss xdx = % cos? xsen x + % J.cos3 xdx,
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jcos3 xdx = %cos2 xsen x+ %J‘cos xdx.

Como Icos xdx = sen x, resulta

Jcos5xdxz%cos”’xsenx-%%coszxsenx+%senx+k. .

Vejamos, agora, como calcular integrais de produtos de poténcias de seno e co-seno. Sejam
M e n nimeros naturais.

jsen” xcos™ xdx =79

Se n for impar, faca u = cos x.

Se m for impar, faga u = sen x.

Se m ¢ n forem pares nio-nulos, faca sen’x=1- cos® x
oucos”x = 1 — sen” x e utilize as férmulas de recorréncia acima.

1 cos2x 5 1

= cos 2x
Ou entdo, faga sen? x = — ecos? x=—+ _

2

EXEMPLO 6. Calcule J'sen3 3x cos3 3 xdx.

Solucdo

.. . y d
Inicialmente, vamos fazer a mudanca de varidvel z = I e, portanto, dx = <

Segue que
3 3 — 1 3 3
sen” 3x cos” 3 xdx = 3 sen- z cos” zdz.

Vamos, entdio, ao cdlculo de | sen? z cos? zdz. Como ambos os expoentes séio impares, po-

demos escolher a mudanga de varidvel 1 = cos z ou i = sen z. Vamos escolher a segunda.

Jsen3 zcos? z cos zdz
d
{71

Escolhendo u = sen z, du = cos zdz. Lembrando que cos®z =1 — sen® Z, vém

4 .6 4 6
Jscn3 zcos? zdz = ju3(1 —ulydy=t_ _H__sen’z _ sen®z
4 6 4 6
Portanto,
4 6
J.sen3 3x cos33xdx=%[se_n4ﬂ_se%3£J+ k. L]

e S

R

R
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EXEMPLO 7. Calcule J-s.en2 x cos? xdx.
Solugao
1. PROCESSO

1 c¢os2x |1  vcosZx
J‘senzxcoszxalx:jl:i— 5 }[E+ > }dx

dai

1 _1 ! cosdx
jsenz x cos? xaix=z-[(l—c052 ?.x)alx—zj‘(E 5 dx

e, portanto,

1(x sen4x)
2 2 = | - |4k
jsen X €08~ xdx 4(2 g

2.2 PROCESSO

1
= = — sen 2x, temos
Lembrando que sen 2x = 2 sen x cos x g, portanto, sen x ¢os x 3

1 cos4;r)dx:l[_{~ sen4x)+k-
2 2 432 8

1
Isenz xcos? xdx = i jsenz 2xdx = ZI(

3. PROCESSO

2
Fazendo sen2 x =1 —cos” x, vem

Jsenz xcos? xdx = Icosz xedx — J.cos4 xdx.
Pela férmula de recorréncia,

cOs X sen x IJ' :sen2x+x
BT

2 = =
ICOS xx 2 2

3 3x
_ tos” xsenx + 3sen 2x N

4 16 8

Jcos4 xdx = % cos? xsen x + % Jcosz xdx

Subtraindo membro a membro as duas dltimas igualdades, resulta

sen2x cos’ xsenx

16 4

X
J-senzxcoszxdx: +§+k~ .

EXEMPLO 8. Calcule Jcos2 7x sen xdx.
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Solucdo
Aqui a melhor alternativa & proceder como na se¢io anterior. Temos

jcosz Tx sen xdx = % J.(l + cos 14x)sen xdx = % Isen xdx + %Isen x o8 14 xdx.

Desen xcosld4x = —;—[sen 15x + sen{— 13x)] = % (sen 15x — sen 13x), segue

jcosz Txsen xdy = 2% _ cos15x N cos13x i
2 60 52
Exercicios 12.9
1. Calcule.
a) _[cosz Sadx b) Isen ¥ cos xdy

c) Icos xsen? xdx d) J.sen 2x cos? 2xdx

e) jsenz x cos? xdx H Jcosz 2x sen? 2xdx

g) Isenz 2x cos? 3xdx h) Jcos x cos? 4xdx

2. Seja fix) uma fungdo continua.
@) Mostre que a mudanga de varidvel u = sen x transforma a integral

jf(sen x)cos xdx em J-f(u)du.

b) Mostre que a mudanga de varidvel u = cos x transforma
jf(cos x)sen xdx em —J flu)du.
3. Utilizando o Exercicio 2, calcule.

a) jcosx{/senx dx b) jcos3 x(1+\/senx)dx

sen x sen” x
9 [ 0 s
cos? x cos x
cos? x COos x
o0 [ | 1, &
sen’ x I+sen” x

12.10. INTEGRAIS DE POTENCIAS DE TANGENTE E SECANTE.
FORMULAS DE RECORRENCIA

Inicialmente vamos relembrar as seguintes férmulas:
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1.Isecxdx=ln\secx+tg x|k

2._[tg xdx = —Injcos x|+ &
3.Isec2xdx=tgx+k
4.th2xdx:j(seczx*l)dx=tgx—x+k

1
b k(n=—1)

t n+
S.Itg"xseczxa:x= c
n+

SCC"+1
6.J'sec"xsecxtg xdx= t+k(nz—1)
‘ n+1

Para o célculo de integrais de poténcias de tangente e de secante, com expoente natural
n, 1 = 2, utilizam-se as seguintes férmulas de recorréncia:

n—1 x

t;
1. J‘tg" xde =2 n
n—2

sec xtgx  n—2
g +

- Itg"_z xdx (Exemplo 3)

2. J‘sec" xdx = jsec’V2 xdx (Exemplo 7)

n—1 n—1

EXEMPLO 1. Calcule jrg3 xdx.

Solugdo
1. PROCESSO

J'tg3 xdx = J.tg x(sec? x—1)dx = jtg x sec? xdx—th Xdx

portanto,

2
J-tg3 xdx = _tg2  + In|cos 2| + k.

2.°PROCESSO
jtg vy = Jsen xsenxdx.
cos’
Fazendo u = cos x e, portanto, du = —sen xdx, vem

1—u? 41 1
jtg3xdx=—_[ 7 =—J.(u 3—ﬂdu=—2u2 k.
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Portanto,

2
jtg3 xdx = ‘__secz * s Injcos x|+ k.

sec? x g2 x

(Observe que difere de

por uma constante!) "

EXEMPLO 2. Calcule _[ 1g% xdx.

Solucdo
J.tg“ xdx = Itgz x(sec? x — Ddx = th2 xsec? xdx — J.tgz xdx.
Segue do formuldrio acima

tg3 X
3

J'tg4 xdx = —(tgx—x)+ k. n

No proximo exemplo, estabeleceremos a férmula de recorréncia para o cdlculo de inte-
grais de poténcias de tangente.

EXEMPLO 3. Sendo n um mimero natural, » = 2, mostre que

n-1
.[tgn xdx:tg—lx—‘[tgn—z xdx.
n—

Solucdo
J.tg” xdx = jtg”‘2 x(sec? x — Ddx = jtg”’2 xsec? xdx — th"‘z xdx.
Portanto,

-1

n
Itg” xdi=8 % —J.tg”_2 xdx. ]

n—1

EXEMPLO 4. Calcule I 15 xdr.

Solucdo

Pela formula de recorréncia,
tat 4 2
ths xdx = %i *J'tg3 xdx = t%Tx - tgzx + .[tg xdx.
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Portanto,

Zx

4
J‘tgs dx = tg4x _ tg

— Injcos x|+ &.
2

EXEMPLO 5. Calcule j sec® xtg? xdx.

Solugdo

1.° PROCESSO
Vamos utilizar a férmula 6 do formuldrio dado no inicio da se¢do. Temos

J‘secS xtg? xdy = J.sec4 x(sec? x — Dsec x tg xdx.
Dai,
Isecs xtgd xdx= _[secﬁ X sec x tg xdx — J‘s'::c4 xsec x tg xdx

g, portanto, pela férmula mencionada, resuita

S€C7 X SE)G5 X

7 5

jsec5 xtg3 xdx = + k.

2.° PROCESSO (Expressando o integrando em termos de sen x e cos x.)

2

sen‘ x
jsecs xtg? xdx= J. g sen xdx.
cos® x
Fazendo u = cos x e, portanto, du = —sen xdx, resulta
1—u? _ 1 1
5 3 - -, 6 g, — —
sec” xtg’ xdx = J- du= ju a‘u+ju duy=—=——%+k
j g ud Tt s
e, portanto,
5 3 sec’ x  secd x
Isec xtg xdx:T———5—+k.

EXEMPLO 6. Calcule jsec x g2 xdx.

Solugdo

Jsec xtg2 xdx= jscc x (sec? x—Ddx = jsec3 xex — jsec xex.

393
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Para o cdlculo de J. sec® xdx, vamos utilizar integragdo por partes. Temos

Jsec3 xdx = jsec xsec? xdx=sec x tg x — jsec X (g x tg xdx.
—— -
foog
Segue que

Isec3 xdx =sec xtgx — J.sec x(sec? x — Ddr=sec x tgx— Jsec3 xdx + jsec xdx.
Temos, entiio,

2J.sec3 xdx =sec x g x +J.sec xdx

e, portanto,

secxigx . Inlsec x + tg x|

Jsec3 xdx =
2 2

Conclusdo:

secxtgx  Infsecx +tg i
2 2

jsecxtgz Xdx = + k. [ ]

No préximo exemplo serd estabelecida a férmula de recorréncia para o cdlenlo de inte-
grais de poténcias de secantes.

EXEMPLG 7. Sendo 1 um nitmero natural, n = 2, mostre que

sec” 2 xigx -
gx 1 2

Jsec” xdx = Isec"‘?- xdx.

n—1 n—1
Solucdo

Vamos proceder exatamente como ne célculo da integral de sec? x efetuado no Exemplo
6. Temos

J-sec” xdx = jsec”‘_2 xsec? xdx=sec" 2 x tgx— j(n — Dsec™ xsec x tg x tg xdx
S P

dai

J.sec" xdr=sec" 2 x. tgx—(n— 2)J-sec"_2 x(sec? x — dx
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e, portanto,

Jsecn xax = secn 2 xtgx=(n - 2)jsec" xdx + (n — 2)jsec""2 xdx.,

Segue que
(n— I)J sec” xdx =sec" 2 xtgx+(n— 2)J.sec”'2 xdx.
Logo,
Jsec” xdx = sec” % x1gx +22 J'sec:“‘2 xdx. L]
n—1 n—1

Para finalizar a segfo, sugerimos a seguir como proceder no calculo de produto de po-
téncias de tangente e secante.

jsec” xtg™ xdx="?

Se rn for impar, proceda como no Exemplo 5.

Se m for par, expresse o integrando em poténcias de sec x,
como no Exemplo 6, e utilize a férmula de recorréncia
para o cilculo de integrais de poténcias de sec x.

Exercicios 12.10

1. Calcule.

a) ths x sec? xdx ()] J‘tg3 xsect xdx

) J-tg3 2x sec 2xdx d) ‘[th 3xdx
5
g x
€) thx sec x dx f)J.g4 dx
sec” x
£) Isec4 xdx h) jsecs 3x tg 3xdx
i) jtgﬁ xdx b)) Jsecj xdx

2. Verifique que

@) Jcotg xdx = Injsen x| + k b) jcosec xdx =—In|cosec x + cot g x|

c) Jcosecz xdx=-cotgx+k d) Jcotgz xdx=—cotgx—x+k

n+l

cot x
) J-cotg" x cosec? xdx =28 T, knz—1
n+1
cosec 1 x
bi] _[cosec”x cosec x cotg xdx = E— +knz—1
n

cosec” 2

t -2 _
g jcosec"xdx=— rCotEx 2 Icoscc” 2 xdx,n=2

n—1 n—1



396 Um Curso de Célculo — Vol. !

t n—1
h) J.cotg"xdx=f 08 . al kjcotg"*2 xde,n=2
n—
3. Calcule.
1 cos?
a) _[ —dr o J dx
sen’ x sen™ x
2
cos
b) j L
sen” x

12.11. A MUDANCA DE VARIAVEL u = tg %

.. X ., - .
A mudanca de varidvel u = tg — € recomendave! sempre que o integrando for da forma
Q (sen x, cos x), onde Q (u, v} € um quociente entre dois polindmios nas varidveis x e v. Se o

integrando for da forma @ (sen ax, cos ax), o constante, sugere-se a mudanga u = tg 9;1

Antes de passarmos aos exemplos, vamos relembrar duas identidades trigonométricas
importantes.

x sen .
senx=2sen —cos —=2 20032—-
2 x 2
cos
2
Assim,
x
2tg—
sen x = 2x .
1+1tg2 =
£
Por outro lado,
1-g2 =
Cosx=1*2sen2£=coszi{sec2£—2tgzi}=—2
2 2 2 2 l+tg2 £l
2
ou seja,
1-1g2 2
cos x = i :
1+[g2 E
Observe que
21g 2 1-1g2 &
sen ox = zax eCos ax = o

Pl
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X
1—tg—
g2

Portanto,

EXEMPLO 2. Calcule .[

x X
cos— —sen—
2

2 X

2 X
CO8“ — —sen
2 2

J' 1
cos x

1

- dx.
1 —cos x +sen x

EXEMPLO 1. Calcule j dx.
cos x
Solu¢do
zx
1 1+tg 3
| azt=l—33
cos X )
1—1tgs —
£ 5
x 1 X
u=tg—;du=— 1+t2—]a’x.
syrau=y (10w
Assim,
2
J‘ 1 dx:-[l+u-2d” :'[ 2 i
cos x 1—u? 1+42 1—u?
Como
2 _ 1 1
1 — w2 T—u 1+u
resulta
+
_[ Lodr= Intl el tnii4al+k=1In|22%] 4k
cos x —u
Assim,
1 1+tg£
_[ dx =In 2+ k.
Cos X
1 —tg —
5
Por outro lado,
x x x X %
1+tg— cos—+sen— (cos—+sen—)
2 - 2 2 - 2 2 =l+senx:secx+tgx.

cos x

dx =Inlsecx +tgxl+ k.
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Solucdo

Como

resulta

ou seja,

—

vyl L
l1—cos x+senx 1—tg2 = 2tg =
1-+-tg2£ 1+tg2£
2
1+tg2£
= —2 i
2tg? “+21g S
£ 7%y

2
J- 1 dx:_l_—[H-u . 2du _J‘ 1 du
I —cos x+senx 24 W +u 1+ 47 uu+1
1 _1_ 1
uw+1) uwu u+tl
j; =in| %_|+%
1 —cosx+senx u+
g —
J;dx=ln —2x + k
1 —cos x +sen x 1+t 2
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Como
x x X
g — sen — SEn — CoS —
2 2 - 2
x X X
1+1tg >  cos—+sen— cos? = +sen = cos —
2 2 2 2
— sen x
- 2 _ sen x
= i =
l+lc0sx+-senx 1+ cos x +sen x
2 2 2
resulta
1 sen x
J._———— =In|——— |+ & =
1 ——cos x +sen x 1+ cosx+senx
Exercicios 12.11
Calcule.
1
1.J_°f’332—dx 2._[—————.4;
4 —sen“ x sen x + cos x
2 2t
1+ cos x 2+ 3cosx
1 1
S.J‘———mﬁﬁwdx ﬁ.j—
/3 cos x — sen x 2+ sen x
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MAIS ALGUMAS APLICACOES
DA INTEGRAL.
"COORDENADAS POLARES

13.1. VOLUME DE SOLIDO OBTIDO PELA ROTACAO, EM
TorNo DO EIXO x, DE UM CONJUNTO A

Seja f continua em [a, b], com flx) = O em [, b]; seja B o conjunto obtido pela rotz_igﬁo,
em torno do eixo x, do conjunto A do plano Hmitado pelas retasx = a e x = b, pelo eixo x
e pelo grifico de y = f(x). Estamos interessados em definir o volume V de B.
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SejaPia = xp <x; <xp <. <x; _ <X, <..<x, = bumaparti¢io de [a, b] e, respecti-
vamente, &;e ¢; pontos de minimo e de mdximo de fem [x; _ 4, x;]. Na figura acima,
=X 1€ c=, = x;. Temos:

a[fc )]2 Ax; = volume do cilindro de altura Ax; e base de raio f{ ¢;) (cilindro de “dentro™)

AR z )]2 Ax; = volume do cilindro de altura Ax; e base de raio cz,») (cilindro de “fora™).

Uma boa defini¢do para o volume de V deverd implicar

n

S wlf@EOR Ax < volume =Y 7{f(e)P Ax;
i=1 =1

para toda parti¢io P de [a, b]. Para mix Ax; — 0, as somas de Riemann que comparecem

b
nas desigualdades tendem a J. alF(x)]? dx; nada mais natural, entdo, do que definir o vo-
a

fume V de B por

b
vr [ 1700P de

ou

&
V= ﬂ:j y2 dx,onde y= f(x)
a

EXEMPLO 1. Calcule o volume do sdlido obtido pela rotagdo, em torno do eixo x, do con-
junto de todos os pares (x, ¥) tais que x2 + y2 = r2, y=0(r=>0).
Solucdo

2

2 ) _— . - _
x°+ y2 = r°,y = 0, é um semicirculo de raio 7. Pela rotagdo deste semicirculo em torno
do eixo x, obtemos uma esfera de raio r. Temos:

P4y =ry20 o y= N-‘Irz—-x_z,—rsxir.
Segue que o volume pedido é
r rp o ————\2
volume=7rj y2 dx =27:I (\/rz—-xz) dx
—r 0
.
=2nj'o(r2~x2)dx

3 r
—271'|:r2)c—x—:| =in‘r3. ]
3 o}
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EXEMPLO 2. Calcule o volume do sélido obtido pela rotagio, em torno do eixo x, do con-

. . 1
junto de todos os pares (x, y) taisque — << y=x, 1sx=2
x

Solucdo

O que queremos € o velume do sélido obtido pela rotagdo, em torno do eixo x, do conjunto
hachurado. O volume V pedido € igual a V, — V| onde V, e V| slo, respectivamente, os
volumes obtidos pela rotagie, em torno do eixo x, dos conjuntos A, e A| hachurados.

YA Yh
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O préximo exemplo € um caso particular do teorema de Papus (Papus de Alexandria, IV
século d.C.) para volume de sélido obtido pela rotagéio, em torno de um eixo, de uma figura
plana que néo intercepta o eixo. Tal teorema nos diz que. sob determinadas condigdes, o volu-
me do sélido obtido pela rotagéio, em torno de um eixo, de uma figura plana que néo intercepta
tal eixo é igual ao produto da drea da figura pele comprimento da circunferéncia gerada,
na rotaciio, pelo baricentro (ou centro de massa) da figura. (Veja Exercicio 3, Secfio 13.9.)

EXEMPLO 3. Considere um retingulo situado no semiplano y = 0 e com um lado paralelo
a0 eixo x. Seja P a interseciio das diagonais. Mostre que o volume do sélido obtido pela
rotagdo em torno do eixo x é igual ao produte da drea do retdngulo pelo comprimento da
circunferéncia gerada, na rotacdo, pelo ponto P.

Solugdo

Consideremos o retdngulo

"

oy Tp—
[~

O volume do solido obtido pela rotagiic, em torno do eixo x, deste retingulo é

b b
V=nf dzdx—xj 2dx
a a

ou seja,
V= m(d® — A - a)
€, portanto,
V=21 d;"’ )b a)
d+c | . . . .
onde 27 € o comprimento da circunferéncia gerada pelo ponto Pe (d — c)(b — @) é

a drea do retdngulo. (Observe que o resultado expresso neste exemplo continua vélido se as
expressdes “semiplano y = 07 ¢ “em torno do eixo x™ forem substituidas, respectivamente,
por “semiplano x = (" e “em torno do eixo y”.) ]

Antes de prosseguirmos, vamos destacar o 2.° Teorema Fundamental do Céleulo (ou sim-
plesmente Teorema Fundamental do Célculo) cuja prova é deixada para o Vol. 2. Seja g
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uma fun¢iio continua em um intervalo / e a um ponto de /, a fixo. Assim, para cada x em J,
X

J g(x)dx existe. Podemos entio considerar a fungiio que a cada x em I associa o nimerg
a

X X
j £(x)dx. Pois bem, o 2.° Teorema Fundamental do Célculo nos diz que J- g(x)dx éumg
a a

primitiva de g(x) em I. Vejamos como podemos nos convencer desse fato, Conforme vere-
mos no Vol. 2, sendo g continua em 7, existird G tal que, paratodo xem I, G'(x} = g(x). Pelo

X
1.” Teorema Fundamental do Célculo, J. g(x)dx = G(x) — G{a), dai, e lembrando que G(a)
a

€ constante, resulta, para todo x em I,

d - =4 16() - Gla)) =
= [ gt = 21600~ Glal = g0

e, portanto,

£ [ gtz = g0

Agora, podemos prosseguir.
Seja fix) = 0 e continua em [a, b]; para cada x em [q, 5],

voo=r [ TfGof dx

¢ o volume do sélido obtido pela rotagdo, em torno do eixo x, do conjunto hachurado.

by |

=Y

Sendo f continua em [a, 5], 7 [f(x)]2 também seri continna neste intervalo. Dai, pelo 2.°
Teorema Fundamental do Célculo,

%: %j:w[f(x)}?— de= o f(0P.
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Assim, dV =7 [1“(x)]2 dx, ou seja [)‘(x)]2 dx nada mais € do que a diferencial do volume
V(x). Cbserve que a diferencial dV = 17[)‘{)()]2 dx ¢ o volume do cilindro gerado, na rotagao
em torno do eixo x, pelo retingulo de base dx e aitura f{x); dV € um valor aproximado para
a variagdo AVem V correspondente A variagdo dx em x. Entdo, o volume do sélido de revo-
lugéo, em torno do eixo x, do conjunto {{x, ylla < x < b, 0<y=<flx)}éobtido calculando-
se a integral da diferencial do volume para x variando de a até b.

Exercicios 13.1

1. Calcule o volume do sélido obtido pela rotagiio, em torno do eixo x, do conjunto de todos os
pares (x, ¥) tais que

al=x=<3el=sy=nx
b) le$2e0£y=§L‘
2 x2

olsx<ded=<y=qx.
D2+ <ley=0.
e)y?O,les_Zexz—ylkl_
posx<ledx sy=3.
g)xzs_ys_x‘
h)OSnyexz-FyZSZ.
i)y?:xzex2+y2€2.

Nl +y?<dey=0.

b

s=y=slelsx=s2

= | =

mx+y-27<L

2. (Teorema de Papus para a elipse.) Considere o conjunto A de todos os pontos (x, ¥} tais
que

— a2 — B2
_(x—a)+%s_] @a>0eb>0)

a2

¢ situado no semiplano y = 0. Mostre que o volume do sélido obtido pela rotagio, em torne
do eixo x, do conjunto A € igual ao produto da drea da elipse pelo comprimento da circunfe-
réncia gerada, na rotacido, pelo centro (o, 8) desta elipse.
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3. Considere um triingulo isGsceles situado no semiptano y = ( e com base paralela ac eixo x, 3
Mostre que o volume do s6lido obtido pela rotagéo deste tridngulo, em torno do eixo x, é igua] 3
a0 produto da drea deste tridngulo pelo comprimento da circunferéncia gerada, na rotagio, pelg -4

baricentro do trisngulo.

13.2. VOLUME DE SOLIDO OBTIDO PELA ROTACAO, EM
TORNO DO EIX0 y, DE UM CONJUNTO A

Suponha fix} = 0 e continua em [a, ], com a > 0. Seja A ¢ conjunto do plano de todog
0s pares (v, y) tais que ¢ = x < be 0 = y < f{x). Seja B o conjunto obtido pela rotagio, em
torno do eixo y, do conjunto A. Nosso objetive, a seguir, € mostrar que é razodvel tomar
para volume de B o ndmero

b
0] V= 2’1TJ x f(x)dx

ou

&
V= ZWJ xydx, onde y = f(x)
a

SejaPra=xp<ax) <xp <. <Cxyo ) <x; <. <<x, = buma partigiio de [q, b] e seja;
o ponto médio de [x; _ q, x;].

¥

L. ...

L P U

i -
a x_ Cx b

=1 "¢

Seja R; oretingulox; _ | < x < x;e 0 <y < f{c;). Pelo teorema de Papus para retingulo,
0 volume do sélido gerado pela rotagio do retdngulo R,, em torno do eixo y, é

27c; ficy)) Ax; (Confira.)

Deste modo, a soma de Riemann

i 2 ¢; fle;)Ax;

i=1
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& um valor aproximado para o volume do sélide obtido pela rotagio, em torno do eixo y, do
conjunto A. Por outro lado, pelo fato de f ser continua, tem-se

im Y 2w ¢, f(c;) Ax; = 2 jbx F(xdx
i=1 @

méx Ax; — 0 A=

Logo, é razodvel tomar (1) para volume de B, Veremos no Vol. 3 que esta nossa atitude &
correta. (Para uma prova de (), num caso particular, veja Exercicio 3 desta se¢do.)

EXEMPLO 1. Calcule ¢ volume do sélido obtido pela rotagdo, em torno do eixo y, do con-
junto de todos (x, y) tais que

Dsxsledsy<x—x.

Solucdo

1
V=2vrj x(x—x3)dx=i, [ |
0 15

X
Jd sabemos que 4V = 2w xf(x)dx é a diferencial de V(x)= 27rj xf(x)dx. Agora, obser-
a

ve que flx}dx € a drea do retingulo de altura f{x) ¢ base dx e, para dx suficientemente peque-
no, 27x € aproximadamente o comprimento da circunferéncia gerada pele baricentro do re-
tAngulo mencionado e dai, pelo teorema de Papus para retdngulos, 27 xfix)dx é aproxima-
damente o volume do invdlucro cilindrico obtido pela rotagio, em torno do eixo y, de tal
retngulo.
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O volume obtido pela rotagiio, em torno do eixo y, do conjunto A € entio a integral dessa

b
diferencial, para x variando de ¢ até b, ou seja, V= er xydx, onde y = flx). Este método
a

de determinar volume ¢é as vezes denominado métedo dos invélucros cilindricos ou méto-
do das cascas.

Vejamos, agora, uma outra formula, que € do mesmo tipo daquela da segio anterior, para
calcular volume de sélido obtido pela rotagdo, em torno do eixo y, de um conjunto que nio
intercepta tal eixo. Seja entfio B o conjunto: B = {(x, )y |0 s=x = h c=sy=sdey=flx)},
onde f é suposta continua e estritamente crescente (ou estritamente decrescente) em [a, b],
coma = 0, fla) = cefib) =d.

d d
\+az‘,w'v"a"’"“‘"j*j7i
¥ ;

4 C

Como y = f{x) € continua e estritamente crescente em [, &), entio & inversivel, cominversa
x = g(v) continuaem [c, d], onde c = fla), d = f(b) ey = fix) & x = g (¥). Raciocinando como
na segdo anterior, o volume do s6lido obtido pela rotagio, em torno do eixo y, do conjunto B ¢

d
volume = WJ x2 gy, onde x = g(¥)

c

Observe que ﬂ'xza’y é o volume do cilindro obtido pela rotagic, em torno do eixo y, do re-
tdngulo de base x e altura dy. (Veja figura acima.)

EXEMPLO 2, Calcule o volume do sélido obtido pela rotagfio, em torno do eixo y, do con-
junto de todos os pares (x, y) taisque x” <y = 4,x = 0.

Solucao YA
Temos:y=x2,1204:rx= \/—)7 4

Segue que

Volume = wj:xzdy = rj:[\/;]z dy.

E, portanto,

= ¥

4
Volume = 'n'J.O ydy=8m.
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Observagio. Este volume poderia, também, ter sido calculado utilizando-se a férmula an-
terior. Neste caso, o volume pedido seria a diferenga entre o volume gerado pela rotacio
em tomo do eixo y, do reténgulo 0 < x < 2,0 < y < 4 ¢ 0 volume geradoe pela rotacdo, err;
torno do eixo y, do conjunto 0 < x < 2e 0 < y < f{x), onde flx) = 2. Ou seja,

2 2
volume = 16m — 21 _[ *f(x)dx = 16 —27TJ' x* dx = 8.
0 0

EXEMPLO 3. Calcule o volume do sélido gerado pela rotaciio, em torno do eixo ¥, do con-

2
junto de todos os pares (x, V) taisque ) <= x <2, 0=sy= % + 1ey2x2¥ 1.

Solucdo

[ SAELSE SRy Y

- ™
1.° PROCESSOQ (Utilizando a primeira {6rmula.)
2 (2 2
volume = zw_[o o S+l 277_[ x(x2 = )dx.
1
1w
E, portanto, volume = 5
2.° PROCESSO (Utilizando a segunda férmula.)
2
—2~+1:y<:.>x2=2y—2 e x2—12y<:>xl=y+1
Entio
volume = 17-[3( +1)dy — wr(z ~dy=1T
o y y | ¥y Y 5 a

Para encerrar a segfio, vamos resumir tum quadro o que aprendemos nesta se¢fo e na
anterior.
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y=£fx)

a{l

a X x+dx b

A={xyasx=b0sysfin}eB={xy0<sx<bc=sy<dy=fin}

b
I WI ¥? dx= volume gerado por A na rotacio em torno do eixo x(y = flx))
a
d
m wI x% dy= volume gerado por B na rotagéio em torno do eixe y.(x = g(y))
(5
b
II) 2’17.[ xy dx = volume gerado por A na rotagio em torno de eixo y.(y = f{x))
a

d
V) 277'[ ¥x dy = volume gerado por B na rotaciio em torno do eixo x.(x = g(y))
c

Exercicios 13.2

1. Caleule o volume do sélido obtido pela rotagdo, em tomo do eixo y, do conjunto de todos os
(x, y) tais que
a)l=sx<seel=y=lnx
Hosx=8ed<y= ¥x.
ol=sx=s2ed=sy=x" -1
dD0=x<rel=y=senx.
e)0=x<le0=y=arctgx
HDl=sx=<del=<ys< x/;
g)yzélx—xz,yzo.
Bmosxz=2y=.Jx—1e0=sy=<i

2. Caicule o volume do sélido obtide pela rotagio, em torno do eixo ¥, do conjunto de todes os
(x, ¥) tais que
Al=sx=s60sys2ey= . x—2.
B Vx=ys—x+6120
Ol=sx=el0sy=s2ey=hx
of<r<yy.

ed=x=l,xsysx"+1.
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3. (Volume de sélido de revolug¢do em torno do eixo y.) Suponha f estritamente crescente e com
derivada continua em (4, b], a = 0 e fla) = 0. Seja g:[0, AB)} — {a, b] a fungio inversa de f.
a) Verifique que o volume do sélido obtido pela rotagio, em torno do eixo y, do conjunto

2 L - 2 f(b)- 2
A={xNERJa<x=<h0=<y=<fix)}éigualamb ﬂb)*ﬂ'J. [g (v~ dy.
0
b) Mostre que

f(b) b
w2 ey - [ g dy= 2| x s
0 aq

(Sugestdo: Faga a mudanca de varidvel y = fix) e depois integre por partes.)
¢) Conclua que 0 volume mencionado em a &

b
volume = 217'J- x f(x)dx
a

13.3. VOLUME DE UM SOLIDO QUALQUER

b
Vimos no pardgrafo anterior que 11'-[ Lf (Jc)]2 dx ¢ a férmula que nos fornece o volume

q
do solido de revolucdo obtido pela rotagio, em torno do eixo x, do conjunto
A={(x Y ER*ja=x<b,0=<y=<fx)} Observe que

Alx) = ()P

€ a drea da intersecdo do sdlido com o plano perpendicular ao eixo x e passando pelo
ponto de abscissa x. Assim, o volume mencionado anteriormente pode ser colocado na
forma

b
volume = J- A(x)dx
a

Seja, agora, B um s6lido qualquer, nio necessariamente de reveolugio e seja x um eixo
escolhido arbitrariamente. Suponhamos gue o s6lido esteja compreendido entre dois pla-
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nos perpendiculares a x, que interceptam o eixoxemx = geemx = b. Seja A {x) a drea
da intersegdo do sélido com o plano perpendicular a x no ponto de abscissa x. Suponha-
mos que a fungdo A (x) seja integrdvel em [a, b]. Definimos, entdo, o volume do sélido
por

13.4. AREA DE SUPERFICIE DE REVOLUCAO

Sabe-se da geometria que a 4rea lateral de um tronco de cone circular reto, de geratriz g,
raio da base maior R e raio da base menor r, € ignal a drea do trapézio de altura g, base maior
277k e base menor 2 r:

b
volume = j A(x)dx
[7]

EXEMPLO. Calcule o volume do sélido cuja base é o semicirculox” + y* = 2, y = 0,¢e
cujas secgbes perpendiculares ao eixo x sdo quadrados.

Solucdo
ARy =([r?—x?)%
r o
volume = J'r WP = x* VP de= j r? — x*)dx drea lateral do tronco = w (R + r) g
—r -r i
Sendo S o ponto médio do segmento PQ.
R+r
5= — daim (R+ r) g = 2msg.
|iirea lateral do tronco de cone = 2mwsg
Qbserve que a drea da superficie gerada pela rotagdo da geratriz, em torno do eixo PQ, é
igual ao produto do comprimento g desta geratriz pelo comprimento 245 da circunferéncia
gerada pelo ponto médio da geratriz. Este resultado € um caso particular do Teorema de
Papus para superficies de revolucio. (Veja Exercicio 9, Se¢iio 13.9.)
Vamos, agora, estender o conceito de drea para superficie obtida pela rotagdo, em torno
@ do eixo x, do grifico de uma fungdo f, com derivada continva e fx) = 0 em [, &).
. g . . x; + x,_
ou seja Seja, entdo, P:a = xp < xy < x <X ... <x, = buma particio de [a, bl e ¢; = SN
. AT a2 0 ponte médio do intervale [x;_y, x;].
vo]ume=2j- r2—xDdr=2r2x——| =—. "
0 34 3

Exercicios 13.3

1. Calcule o volume do sélido cuja base € o semicfrculo 2+ yz = r2, vy = 0, e cujas secgdes
perpendiculares ao eixo x sdo triingulos eqiiildteros.

=y

2. Calcule o volume do sélido cuja base € a regido a2+ y2 < 1 e cujas secgdes perpendiculares
40 ¢ixo x sdo semicirculos.
Nafigura, f' {c;) = 1g a; 0 segmento M; | M; é tangente ao grifico de fno ponto (c; fc;)).

3. Caleule o volume do sélido cuja base ¢é o quadrado de vértices (0, 0), (1, 1), (0, e (1,0)e Entio

cujas secgdes perpendiculares ao eixo x sdo tridngulos is6sceles de altura x — x°.

J— Ax:
M; _1M; = oo :rsi = [sec a;| Ax; = 1+ [f (c;)1% Ax;.

4. Calcule o volume do sélido cuja base é um tridngulo eqiiildtero de lado I e cujas secgBes per-
pendiculares a um dos lados sio quadrados.
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A drea da superticie gerada pela rotagdo, em torno do eixo x, do segmento M; . |M; (obser-
ve que tal superficie nada mais € do que a superficie lateral de um tronco de cone de geratriz

M; M) é

27 f () My 1 M; =27 f(c) 1+ (¢ Ax
e se Ax; for suficientemente pequeno esta drea serd uma boa aproximagio para a “4rea” da
superficie gerada pela rotago, em tomo do eixo x, do trecho do grifico entre as retas x = X

€ x = x;. Observe que trocando fic;} por c; na igualdade acima, 2rc; 1+ (f'(c;)? Ax;

serd uma boa aproximagio para a “4rea” da superficie gerada pela rotagio, em torno do eixo
¥, do trecho do grifico acima mencionado.

Como a fun¢do 27 Ax) \jl +[f' (x)]% é continua em [, b], teremos

lim Y 2w e 11 @ Ax = [ 2 fGo I+ (OF d.
i=1 “

mdx Ax, —

Definimos a drea A, da superficie obtida pela rotagfio do grifico de £, em torno do eixo
X, por

b
A= 2w [ FEIHF QO d

De forma anéloga, a drea A, da superficie obtida pela rotagio, em torno do eixo y, do
gréfico de fsera

A, =27 i 1 dy ’ dx =
= | = — .
y L x y ( j ,onde y= f(x)

EXEMPLO 1. Calcule a drea da superficie gerada pela rotagfio, em tormo do eixo x, do gra-
ficode fix) = senx, 0 =x =< m

Solucdo
— u=cosx;,du = —senxdx
drea = 27 Jmsenx1f1+ cos? x dx
0 x=0u=1
x=mu=—1.

u=tg0; du=sec? 9 do

-1
:271'-" 1i1+u2(_du) u=_1;6=*%
i
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1
= 21TI N1+ a2 du
-1

il
= 277_[ 4 sec3 odo.
4
Integrande por partes:

o

T E ks T
Ji’i sec? B df = J'_41 sec2 fsecO0df= [tg fsecd :| 4 7.‘-_41 [scc3 0 —sec 8] a8,
4 4 4

T
Dai
T 0
2_[‘:1 sec’ 0 d6 =242 + [ln(sec(i +1g8) :l
T4
ou seja,
F,, sec’ 8 d = V2 + In (V2 + 1).
e
Portanto, drea = 27 (+/2 + In (2 + 1. ]

EXEMPLO 2. Determine a drea da superficie obtida pela rotagio, em torno do eixo y, do

%2
grifico de y=7,0sjcsl.

Solugiio
2
De ﬂ:i x_ =X, vem
dx  dx\ 2

1 2 1
Ay=2njox 1+(%) dx=27rj.oxwl‘l+x2 dx=27ﬂ[2«,5—1].

Exercicios 13.4

1. Calcule a 4rea da superficie gerada pela rotagdo, em torno do eixo x, do grifico da fungio dada.

X 4 oo
a)f(x):i——u—‘:—-—,—leSl

B f)= RE—x2 , —R<x<R(R>0)

1
c)y=x2,0$x<5

DHy=x,1sx=4

]



416  Um Curso de Cdlculo — Vol. |

13.5. COMPRIMENTO DE GRAFICO DE FUNCAO

Seja y = flx) com derivada continua em [a, bl esejaP:q = Xp<x <x<.L<x,=p
uma parti¢io de {a, &]. Indicando por L(P) o comprimento da poligonal de vértices
Py=(x, f{x)),i=1,2,..n, temos

LPY= 3 G = %) + (Fx) = Flx, )Y
i=l

B

'
b
|
|
|
|
|
|
|
i

i Xn-j X,= b

—
onde /(x; — x,-1)" + (flx) = f(x;,)? € ocomprimento do lado de vértices Pi_jeP,

Pelo teorema do valor médio, para cada i, i = 1,2, ... n, existe ¢, x; _ | <¢; < x,, tal que

fx) = flx; —1) = F{c)Ax;, onde Ax; = x; — x; .

Segue que

LP)= 3 A+ (fle) Ax)® =3 1+ (f'e)) Ax.
i~ i=1

b
Daf, para max Ax; tendendo a zero, L(P) tender4 para J- Y1+ (f'(xN? dr.Nada mais natu-
a

ral, entdo, do que definir o comprimento do gréfico de f, ou da curva y= fix), por

b 2
Comprimento = J. 1+ [ﬂ) dx
a U dx
dy

2
Nosso objetivo a seguir é interpretar geometricamente a diferencial |1+ [E} dx. Seja,

entde, s = $(x), x € [a, &, o comprimento do trecho do gréfico de extremidades (a, fla)) e
(x. fx)). Sejam As e Ay as variagdes em 5 € y correspondentes & variagio dx em x, com dxt > 0.
Para dx suficientemente pequeno, Ay = dye

417 |
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Ay =~ d*x + A? , OU seja,

Ao \/1 e

al_—
[ IR

e

+
&

-

2
EXEMPLO. Calcule o comprimento da curva y= f—z— O=x=1.
Solucdo
H
De dy _ X, segue que o comprimento é: -[0 Nfl + x2 dx. Fazendo a mudanca de varia-

vel x = tg u, vem

D 7 _ ™
jo L+ 27 dx =lj04 1+ (tgu)y* sec” udu= _[04 sec® u du.

1 1
De jsec3u du = Esec utgu + Eln [sec u + tgu| + k (verifique), resulta

J;: 1+ x2 dx:-“()% sec3udu=%[«f§+ln(l+ﬁ)]

Exercicios 13.5

1. Calcule o comprimento do grafico da fungdo dada.

3

= 4
a)y=£x2,0s.x$.1 b)y:§x+3,{)s.x=<.2
3 -

1 3
oy=lnxlsx<e d)y:«f;,—ixs—
4 4
x+ -X
& y= 0= Hy=er0sxs1

2. Quantos metros de chapa de ferro sdo necessérios para construir um arco AB, de forma parabé-
lica, sendo A ¢ B simétricos com relagio ao eixo de simetria da pardbola e com as seguintes
dimensdes: 2 m a distdncia de A a Be 1 m a do vértice ao segmento AB.
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13.6. COMPRIMENTO DE CURVA DADA EM FORMA
PARAMETRICA

Por uma curva em R entendeg_nos uma fungio que a cada ¢ pertencente a um intervalo }
associa um ponto (x(), v(£)) em R, onde x(¢) e y(#) sio fun¢des definidas em . Dizemos que

x = x()
tel
y =)
sd0 as equagdes paraméiricas da curva. Por abuso de linguagem, vamos nos referir ao lu-

gar geométrico descrito pelo ponto (x(1), y()), quando ¢ percorre o intervalo I, como sendo
a curva de equagdes paramétricas x = x(fy e y = y{1).

EXEMPLO 1. Desenhe a curva dada em forma paramétricaporx =1,y = 31, t € R.

Solucdo yi

x=ty=73t=y=3x Quandot
percorre R, o ponto (¢, 3r) descreve 3
aretay = 3x.

_—f

X

]
EXEMPLO 2. Scja a curva de equagles paramétricas x = t, y = t2, tem R. Quando ¢ varia
em R, o ponto {t, r") descreve a pardbolay = x".

(14

)

X

1l
-

EXEMPLO 3. Seja a curva de equagOes paramétricas x = cos 1, ¥y = sen 4, ¢ € [0, 2]
Quando ¢ varia em [0, 27}, o ponto (cos 1, sen #) descreve a circunferéneia x” + y~ = 1.

Yi

f‘\(cos t, sen f)
NV K
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EXEMPLO 4. Desenhe a curva dada em forma paramétrica porx = 2cos ey = sen t, com
tE [0, 211'].

Solugdo

X

— =cost

=2cost 2

X= 0S xg
y=sent

ly = sen ¢

Yi
1 ’, (2 cos t, sen 8

-

x

2
Assim, para cada r € [0, 27] o ponto (2 cos ¢, sen f) pertence i elipse xT +y? =1, Por

outro lado, para cada (x, y) na elipse, existe ¢t € {0, 2] tal que

x=2cost
a7
{y —sen s (por qué?)

Assim, quando ¢ percorre o intervalo {0,2 7], o ponto (2 cos 1, sen £) descreve a elipse. =

Nosso objetive a seguir € estabelecer a férmula para o cdlculo do comprimento de uma
curva dada em forma paramétrica. A formula serd estabelecida a partir de consideracgdes
geométricas, e deixamos o tratamento rigoroso do assunto para o Vol. 2.

Suponhamos que 5 = $(1), t € [a, b], seja 0 comprimente do trecho da curva de extremi-
dades A = (x(a), y(a)) e P(t) = (x(t) (1)), onde x = x(f) e ¥y = y(¢) sfo supostas de classe ct.
Sejam Ax, Ay e As as variagGes em x, y e s correspondentes i variagiio Afem £, com Af > 0.
Para Ar suficientemente pequeno, vemos, pela figura, que

A% =~ A% + Azy e, portanto,

2 2
As~ (ﬁ] +[£J At
At At

y=x{1}
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E razodvel, entdo, esperar que a diferencial da fungio s = s(i) seja
ds= f(ﬂ) + (ﬂ) dt.
\/ dt dt
Definimos entdo o comprimento da curva x = x(), y = y(#), t € [a, b], com x = x(f) e
y = y(£) de classe C'em [a, b], por :

b 2 N2
comprimento =I /[ﬁ) + [ffl) dt
a V dt dt

Observagiio. O grifico da fungiao y = f(x), x € [a, b], pode ser dado em forma paramétrica
porx =1,y = f(£). t € [a, b]. Segue que a férmula para o comprimento do grifico de uma
fung@o é um caso particular desta.

EXEMPLO 5. Calcule o comprimento da circunferéncia de raio R > 0.
Solugdo
Uma parametriza¢do para a circunferéncia de raio R e com ceniro na origem €: x = R cos

dx d
tey=Rsent, comt? € [0, 27]. De EI—RSGHWF);=RCDSI, segue

2 | 2 2
comprimentr):j "‘(ﬁj +(ﬂj dt
o V\ar dr

27
= jo \/(-Rsen )% + (Reost)? dr.

27
Portanto, comprimento = _[U VR? dr = 2zR. "
EXEMPLO 6. As equagdes paramétricas do movimento de uma particula no plano sdo

x=senlt
te[0, w].
y=sen ¢

. - . ) T
a) Quais as posi¢Bes da particula nos instantes t = 0, ¢ = ) er=m"?

b) Qual a trajetoria descrita pela particula?
¢} Qual a distdncia percorrida pela particula entre os instantes t = O et = 7?

Solugdo

a) No instante ¢ = 0 a particula encontra-se na posi¢fio (0, 0),em t = % na posigio (1, 1)

e, no instante ¢ = 7, novamente na posigdo (0, 0).
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. T
b) x=sentey= sen’ = y= X Segue que aparticula,der=0a r= EX descreve o arco

da pardbola de extremidades (0, 0) e (1, 1) e no sentido de (0, 0) para (1, 1). De = T a
t = 4r descreve 0 mesmo arco $6 que em sentido contrario. 2

¢) A distancia d percorrida entre 05 instantes ¢ = O e f = 7 é dada por

2 2
7| dx dv mi2
d= [ — | +=| dr=2 2+ 2
_[0 (dr] (dt) J'o \/cost {(2sentcost)” dt

ou seja

w2 - 2 S —
d= 2-[0 [cos MW dr= 2‘[0 cost \/1 +4sen? ¢ dr.

s A . . T
Observe que as distdncias percorridas entre os instantes t = Qe t= r ¢ a mesma que de
T . T
= > af= . Observe ainda que |cos t| = cos ¢, para 0 =1 =< ER Fazendo a mudanga de
- ™ .
varidvel u = 2 sen ¢ teremos du = 2 cos tdt, u = O parat = O u = 2 para 1:5. Assim,

2 ey
d =j V'I +u? du. Fazendo, agora, u = tg 0, teremos
0

arc tg 2
d=J.0 sec? 6d6=%[sec€tg6+ln|seca+tggngrmgz.

Comof=arctg2=tgf@=2esecd=+1+ tg29~ =45, resulta que a distincia percorrida

pela particula é d = %[2\6 +In(2 + \E)]. ]

Exercicios 13.6

1. Calcule o comprimento da curva dada em forma paramétrica.

3

Hx=2+ley=r—1,1=s:=2 b)x=3tey=2r5,0s_tst

5

2

t 2 =
cyx=1—costey=t—sent,0=sr=w d)x=——ey=gr2,05tsl

ax=¢ecoste y=etsenr,OSt€ .
2. Uma particula desloca no plano com equagbes paramétricas x = x(f) e y = y(f). Sabe-se que,
2 dy

dx d<y 3 i
ara todo f,—=2(cm/s),—5 =—2(cm/s“)e — =4(cm/s). Sabe-se, ainda,
P dr dr? dt li=0 ( )
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que ne instante t = 0 a particula encontra-se na posi¢io (¢, 0). Determine a distancia percor-
rida pela particula entre os instantes ¢ = O et = T, onde T ¢ o instante em que a particula volta
a tocar ¢ eixo x. Como ¢ a trajetéria descrita pela particula?

13.7. AREA EM COORDENADAS POLARES

Fixado no plano um semi-eixo Ox (tal semi-eixo denomina-se eixo polar, e o ponto O,
polo),

Y

cada ponto P do plano fica determinado por suas coordenadas polares (8, p), onde 9 é
a medida em radianos do dngulo entre o segmento OF e o eixo polar (tal dngulo sendo
contado a partir do eixo polar e no sentido anti-hordrio) e p o comprimento de OP; as-
sim p = Q.

Se considerarmos no plano um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas (o habi-
tual) em que a origem coincide com o pdlo e o semi-eixe Ox com o eixo polar e se (6, p)
forem as coordenadas polares de P, entdo as suas coordenadas cartesianas serdo dadas
por

o

x=pcosf
y=psen@

PR
" |

Observe que se P ndo coincide com o pdlo

p=rxZ+y?
{xip;:;fg & lcosf=—2
y=p x2 +y2
senf = Y
x2+y2

Até agora, destacamos p como um nimero positivo. Entretanto, para as aplicagdes € im-
portante que p possa assumir, também, valores negativos. Vejamos como interpretar (8, p)
no caso p << 0
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o

¥ (cos A, sen @)

‘; /\/8 -

4 [ Ve 1 x

/ X (cos @, sen §) H /\/\/

/ ! ' s

AUANE 5
x i
]

-

(peos@.psen @i ————— g

Se p < 0, (8, p) € o simétrico, em relagdo ao pdlo, do ponto (6, —p).

Para podermos trabalhar com p < 0, serd melhor olharmos para o eixo polar como uma reta
com um sistema de abscissas: sobre tal reta marcam-se dois pontos, um o pélo 0 representando o
zero e outro representando o 1. O sentido positivo serd o de 0 para 1 e a unidade de comprimento
serd o segmento de extremidades O e 1. Para representar no plano um ponto de coordenadas po-
lares (B, p) proceda da seguinte forma: primeiro gire o eixe polar, no sentido anti-horirio, de um
angulo @, em seguida, sobre este novo eixo, marque o ponto que tenha abscissa p.

8, pcomp>0 (8, py,com p< 0

=]
Y

216, P}
Ve

EXEMPLO 1. Represente no plano o ponto (6, p) onde

T
a)f=0ep=1 BHye=0ep=~1 c)9=zep=2

Ho="ep=—1

4
Solugdo : 4
Vs
~
7
P |
e 4
/
.
e
_________ gdﬂﬂ
'
g=0ep=—1 e So=0ep=1
-
’ \0:g6p=—1
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EXEMPLO 2. Um ponto P desloca-se no plano de modo que a relagéio entre suas coorde.

nadas polares € dada por p = 6, 0 < 6 = 2w. Desenhe o lugar geométrico descrito por P,

Solu¢do

;’N|§’ Av|y &y oo
';]’w|§f‘ am|a &3 oo

Sempre que formes esbogar o gréfico de uma curva dada em coordenadas polares, é bom
antes fazer um esbogo da curva supondo & e p coordenadas cartesianas e olhar, por meio
deste grifico, a variagdo de p em funcéo de 6.

Py

f= ) .

Y

EXEMPLO 3. Desenhe a curva cuja equagio, em coordenadas polares, € p = sen 8, 0 < 0= 1.

Solugdo
6 p
0 0

T A2
4 2
|1
6 2
1
2

3w V2
4 2
T 0

[ Em coordenadas

. cartesianas

AR i
! -
! 4 P = sen 2}
|
I
|
|

b 3 ]
2
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QObserve que para p = 0
p:senﬂﬁp2=psen9®x2+y2=y.

1 .1
£ + > — y = 0 é aequagiio de uma circunferéncia de centro [0, EJ € 1aio 3 Deste modo,

p = sen 6,0 < 8 =< m, € em coordenadas polares, a equagdo de tal circunferéncia. ]

EXEMPLO 4. Desenhe o lugar geométrico da equagio (em coordenadas polares) p= 1 — cos 6.

Solucdo
[} P g: 7 Em coordenadas
2 i cartesmnasf p= | ~—cos &
0 [ L = :
[ — :
T 1 j
EY 2 T 7 3z Zm b
2
T 1
2
2 3
3 | 2
T 2
4m | 3 -
3 2
ELN
2
Esta curva denomina-se cardioide. [

EXEMPLO 5. Desenhe a curva cuja equagio, em coordenadas polares, é p = cos 20,

Solucdo
\,, Em coordenadas
o P cartesianas
0 1 ! \ /\" P 26/
T W/E 0 — -
_ _ k3 T 3z Ry Im @
8 2 R : 4 + \/T
m
— 0
4
a '\E o
- — 3z 4
8| 2 TN L
~ N -
m 7
_ Z_ 0 A .
% -1 e \\
e N
P ~
3 2 //’ s,
—_— | 57 iy
8 2 = g ry
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. . . 3
Veja como fica o trecho da curva acima para 6 variando de 0 a Tﬂ

Quando § varia de % a 3 e de EL a —%" P permanece negativo. n

4

EXEMPLO 6. Desenhe o lugar geométrico descrito por um ponto P que se desloca no pla-

no, sabendo que a relagdo entre suas coordenadas polares é p=| tg @i, — P 9 < E,
2 2

Solugdo
Vejamos, primeiro, o que acontece para § variando de 0 a % Quando 6 — % ,p—> + o,

A projecio de P sobre o eixo polar tem abscissa
x=pcos @=1g fcos = senéf.

Assim, quando 8 — %, a projeciio de P sobre o eixo polar tende para o ponto de abscissa 1.

ks
O trecho da curva correspondente a #em }_ 5 0] é simétrico, em relagdo ao ¢ixo polar,

ao trecho correspondente a 6 em [0, %[
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Nosso objetivo, a seguir, € estabelecer uma formula para o célculo de drea de regifo li-
mitada por curvas dadas em coordenadas polares.

. J |
Inicialmente, observamos que a drea de um setor circular de raio R e abertura A6 é > RZ A8

Esta drea se determina por uma regra de trés simples:

29 rd — drea 'J'rR2
ABrd— 7

Consideremos, agora, a funglio p = p (@) continuae = Qem [§,; _ . 8;]. SejaA; o conjun-
to de todos os pontos (6, p),com 8; _ | < 8= 8;e0=<p < p(0).

Seja ,f:): p (5;) o maior valorde pem [6; _ ¢, 8] e p= p(E,-) o menor valor. A drea do
conjunto A, estd, entdo, compreendida entre as 4reas dos setores circulares de abertura A#,

eraios p (5;-) e p(a-) :
1 = 12 . 11 =12
5 [p@0f 26, = iren ;= = [p(@i)] A8,
Suponhamos, agora, p = p (6) continua e 2 0 em [e, 8], com 8 — a < 2. SejaA o

conjunto de todos os pontos do plano de coordenadas polares (6, p) satisfazendo as.condi-
ciessa<s A= Bel=p<=p(h)
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SejaP:iz =0y <O <. <0 _<0 <. <86,= Bumaparticio de [« B]. Sejam
p(8,)e p(0;) os valores minimo e méximo de pem {6, _ |, 6;]. Pelo que vimos anterior-
mente, a drea da parte do conjunto A compreendida entre as retas 6 = 8; _ | e 6 = §; estd

compreendida entre as dreas dos setores circulares de abertura A, e raios p(6; ) & pf 5, }.Uma
defini¢fio razodvel para a drea de A deverd implicar, para particio P de [, 5],

L n

1 r . 1 =
Z E[P(Bi)]z AH;‘&:areaAsZ 5[p(9i)]2 Ab;.
i=l i=1

B
Para max Af; — 0, as somas de Riemann acima tendem para a integral J. % p? d6. Nada
o

mais natural, entido, do que definir a drea de A por

) 18,
areaA=—'[p de
2 Ja

EXEMPLO 7. Calcule a drea da regido limitada pela cardiéide p = 1 — cos 6.
Solucdo

Para cobrir todo o conjunto, 6 devera variar de G a 2.

20 2
érea=lJ. pzdﬂzlj (1—cos 92 de.
2Jo 2 Jo
Temos
2 27 2
_[ (1— cos 6)? de:ja {1—2 cos 6+ cos? 9]d9=2w+j0 cos? 0 df
(1]
271 1
:27r+_[ |:—+—c0529]d6=3w
o L2 2

. . . . 3
Assim, a drea do conjunto é - [ |

EXEMPLO 8. Calcule a drea da intersegéio das regides limitadas pelas curvas (coordena-
das polares) p = 3cos fep =1+ cos 6.
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Solugdo
Primeiro devemos determinar as intersegdes das curvas. p=3cosf
3cosB=1+cos O
ou seja,
1
cosf=—.
2
. T T . .
Assim, 0= ) ef=— 3 resolvem o problema. Seja A; o conjunto de todos (6, p) com

3

65§605p$1+c050 e seja A, o cenjunto de todos (6, p) com %SH s_-z-e
= p <= 3 cos 6. Temos, entdo:

drea pedida = 2 (drea A| + drea Aj).

T 93

1 T
éreaA}:Ej3 (1+cosBY do ==+ 22
¢

4 16

1% 3 93

éIeaA2=§j: (3+ cos 8 df :?—1”—6.
53

. 5 . .
Conclusdo: drea pedida = Tﬂ- Veja figuras a seguir.

i -

EXEMPLO 9, Calcule a drea da regido limitada pela curva dada em coordenadas polares
porp=tgf0=6< % pelareta x = 1 (coordenadas cartesianas) e pelo eixo polar,
Solucio

Indiquemos por A (6) a area da regido hachurada. A 4rea que queremos €:

drea= lim A(6).
-7

Temos

]
A(8) = drea A OPM — drea A :%tgﬂsen2 G—%J.Olg2 6 de.
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y

]

A(8)

g
Vamos calcular J. tg? 6 46. Temos
0

I:lgz 0 do = j:(secz 8 —1)do=[tgd 0] =120 - 6.
Assim
A(8)=%tgesen2 8—%tg9+%(—)=—%tgﬂ(lﬁsen2 9)+%9
=f%sen0cosﬂ+%8.
Portanto,

. . 1
drea = lim [——sen() cos @ +lﬂ]=1,
0%% 2 2 4

Observacio. No trifinguio OPM temos:
m:pcosé?:tgﬂcosG:sen E)eﬁ:psen0=tgﬂsen6.

Assim, drea A OPM = % sen® Ptg 0.

Exercicios 13.7

1. Desenhe a curva dada (coordenadas polares).

ap=e¢ Lo=0 bB)p=rcos @
c)pcos@=1,-%<8<£ d)p=2
2

w
ey f= = Np=1g6 —Z<g< ™

4 2
£ p=cos 36 Bpl=—
. 1+sen? @
Hp=2—cost Dp=1-senp
D p = cos 40 m)p2=tg6,0=§9<%(p20)

2 aw

n) p =tg26,0$6<z(p?0) 0)p=cos’ @
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2. Passe a curva dada para coordenadas polares e desenhe-a.

3
)t - =2y B (x+y2y2 =57
&) x2+y2 +x=x2+ 2 D24 =2 P
3. Calcule a drea da re gido limitada pela curva dada (coordenadas polares).

a)p=2—cos 8 b) p* = cos 8 (p=0)
cyp=cos2f d) p = cos 36

4. Calcule a 4rea da intersegdo das regides limitadas pelas curvas dadas em coordenadas polares.

ayp=2—cosfep=1+rcos @ byp=senfep=1-—cos b
Ap=3ep=2(1 —cos d)p2=cosﬁep2:sen9(p—>—0)
e)p=cosfep=send PDp=lep=2(1 —cosB

5. Calcule a drea do conjunto de todos os pontos (8, p) tais que < p < 8 (coordenadas polares).

6. Calcule a drea da regifio situada no 1.° quadrante, limitada acima pela curva P y4 = 2xy
(coordenadas cartesianas) ¢ abaixo por p“ = 2 sen 26 (coordenadas polares), com p = 0.

2 2
~ . X ;
7. a) Escreva, em coordenadas polares, a equacfio da elipse —+ y_z =1 tomando como pélo
a b

a origem e como eixo polar o semi-eixo Ox.

2 2
b) Escreva, em coordenadas polares, a equagio da elipse % + Z—z =] tomando come pélo o
a

foco F = {¢, 0), ¢ > 0, e como eixo polar a semi-reta FA onde A = (a, 0), « > 0. (Faga
e _ % ep=a—ec)

a
. Sejam F| e F; dois pontos distintos do plano e seja & a metade da distincia de F| a F;. QO lugar

oo

geométrico dos ponto P do plano tais que P - PF> = k? denomina-se lemmiscata de focos

F 1€ F 2.

a) Tomando-se Fq = {(—k, 0) ¢ Fy = (k, 0), determine a equagfo, em coordenadas cartesia-
nas, da lemniscata. .

b) Passe para coordenadas polares a equagio obtida no item a) tomando para pélo a origeme
x como eixo polar. Desenhe a curva.

13.8. COMPRIMENTO DE CURVA EM COORDENADAS POLARES

Consideremos a curva dada em coordenadas polares por
p=plbhaso=p

sendo a fun¢o suposta de classe C L no intervalo [, B}. Em coordenadas paramétricas, esta
curva se escreve da seguinte forma

x=p{@cos® e y=p(@Hsenba<6H<f.

Utilizando a férmula de comprimento de curva em forma paramétrica (observe que aqui 0
pardmetro t estd sendo substituido pelo pardmetro 9), temos
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8l N2 a2
comprimento = j i(ﬁ) + [ﬂ) de.
a Y\ do de

eﬂ dp dy _dp

=—cosf—psent e —=——send+ pcos B resulta
de do d6 de
2 2 2
dx dy 5 [a’p] .
—| +l—=| =p+|— | ,onde p= p(#). (Verifique.
(d@] [a’@} P 40 onde p = p(#). (Verifique.)

Assim, o comprimento da curva p = p(), a < # = f, em coordenadas polares, é

B 2
comprimento = J \/ p%+ (@) dé
o

frmmeTm—— 2
Nosso objetivo a seguir é interpretar geometricamente a diferencial \/ P2+ [Z—ZJ df. Seja,
entio, s = s(#), 6 E[«, 8], o comprimento do trecho da curva de extremidades (a, p(a)) e
P = (0, p(). Sejam As e Ap as variagOes em s e p correspondentes 4 variagdo df, em 8, com
d8 > 0. O comprimento do arco (de circunferéncia) PM de abertura dfl e raio p = p{6) é p @,
por outro lado, o comprimento do segmento MN é Ap. Para d6 suficientemente pequeno,
Ap == dp, PMN é guase um tridgngulo retingulo e

A% = (pdo) + (Ap),

e dp V'
ouseja, As = | p? + (_p) 46.
3 de

EXEMPLO. Calcule o comprimento da curva p = sen 6, 0 < =< 7, em coordenadas polares.
Selugdo

De p = sen 8, segue % =cos §. Dai

. "’ , (dpY l” j 2 2
comprimento = . \fp + (—de ] d6 = | (sen@)” + (cosB) do =,
0

O comprimento da curva é 7 (unidades de comprimento). (Observe que p = sen 6 é a equa-

¢fio de uma circunferéncia de centro (0, %) ¢ raio % Confira.) [ |

7
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Exerclcios 13.8

Calcule o comprimento da curva dada em coordenadas polares.
Lp=80<@<m 2.p=cP0o<o<2a

3.p=1+cosf0=s8=nm

S.p=—,1s8< 3 bp=0,0<8<1

L
9

13.9. CENTRO DE MASSA

Consideremos um sistema de “massas pontuais” my, i, ..., m,, localizadas nos pontos
(x> ¥1)> (X ¥2)s wevs (6, ¥). O centro de massa do sistema €, por definigio, o ponto (x,, y,)
onde .

n

2,

xymp Hxomy ot xgmy, =)

- T n
2 i

m o+ my,
i=1

n

2 it
Coyimg tyam bt yam, =
- - n

2 m

i=1

Ye mt+m+ .+ my,

EXEMPLO 1. Determine o centro de massa do sistema constituido pelas massas r1|, nts
localizadas nos pontos (x|, y{) € (x3, ¥2), supendo m = m| = m,.

Solugcdo

_ + x,m, _% + x;

m + ny 2

L _yimtyym vty
€ my +my 2

Deste modo, (x,, ¥.) € ¢ ponto médio do segmento de extremidades (x;, yj) e (x3. 2} B

EXEMPLO 2. Considere o sistema de massas #y, ny, my localizadas em (xy, y1). (xa, y2) €
(x3,¥3). Seja M| = m; + m, e considere o sistema M e m3, com M7 localizada no centro de
massa de my, m,. Verifique que o ceniro de massa de M|, m; é o mesmo que o de my, 5,
m3.
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Solucdo
Seja {x, ¥) o centro de massa de 7y & my:

Xpm +oxpmy ey = 2t yam

x=
my +my my + my

Seja (x..y.) o centro de massa de M, ms:

5 = XMy +xzmy _ xpmy + xpmy + x3ms B
= = =

c

My +ma my +my + na
- xym + xom
xM1=ﬁ11—2——2M1:x1m1+x2m2
m1+nq

= _YMytyamy oyt yamy + yams _
¢ M +m my+my +my

[

Assim, (X, ¥.) = (Xe ¥o) ]

Deixamos a seu cargo generalizar o resultado do Exemplo 2.

Vejamos, agora, como determinar o centro de massa de uma regifo A do plano que serd
imaginada como uma l4mina delgada, homogénea, de modo que a densidade superficial pé
constante (p € massa por unidade de 4rea). Suponhamos, inicialmente, que A possa ser de-
composta em » retngulos Ry, R,, ..., R . Sejam, a massa do retingulo R;:m; é o produto de
p pela drea de R;. Neste caso, definimos o centro de massa de A como sendo o centro de
massa do sistema my, m,, ..., m,,, com m; localizada no centro de R;.

Suponhamos, agora, A da forma

A= () ER a<x<bfiy<ysg)
onde f'e g sio supostas continuas em [a, b], e f(x) < g (x) em [a, b]. Seja

Pra=xy<x <xy<..<x,=buma parti¢io qualquer de [a, b] e seja ¢; o ponto médio
defx; - .x](i=12, . ,n .

YA

8 (e;) + f(cz-))
c;, ——
2

Amassam, de R;é:m; = plg (c;) — fe)] Ax;. O centro de massa da figura formada pelos

retingulos R, Ry, .., R, é
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> ciplgte— fenlAx Y, g+ f e plgte)— 1 (e A
i=1 i=1
Y plgte— f (el Ax; Y pleten = feniax

i=1 i=1

Nada mais natural, entfio, do que tomar como centro de massa de A o ponto (x,, y,.) onde

n

Z e lgle) — f (e Ay be[g (- £ (0ld
x.= lim =} —da
¢ minAr-0 & dreade A
> lele)— f el Ax;
i=1
5]
D %[g(c,-wf(cf)llg(ci)—f(cf)JAxi
Ye lim = -
ix Ax,—0
e Y fgten—f (e A,
i=1
b
L [5G+ £ llg ) = £ (ol ds
- areade A ’
Ou seja,

b
| atew — £ oax

dreade A

X, =

@+ r @l - 7

areade A

Yo =

Suponha, finalmente, que A possa ser decomposta em n regides A, A,, ..., A,, onde
A={xYER | g=xsb,fin=y=g)

com f;, g; continuas em [a;, b;] e f; (x) < g; (x) em [a;, b;]. Como vocé calcularia ¢ centro de
massa de A?
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EXEMPLO 3. Determine o centro de massa da figura A limitada pela retay = 1 e pela

pardbola y = x~.

Solugdo
1 2 Yi
_[ x(1—x2) dx
Xeg="r=2—— 1, =0
dreade A
1
%j S
Yo dreade A - g
3 2
O centro de massa de A é o ponto | O, 5/ u

EXEMPLO 4. Calcule o centro de massa do conjunto A = {{(x, y} € R’ [1= 2+ y2 =4,
x=0ey=0}.

Solucdo

Vamos imaginar A como uma lmina delgada, homogénea, com densidade superficial
p = 1. Sendo m; e m, as massas de A| e A), respectivamente, teremos, por ser p = 1,

'

my = drea Ay e m,y = drea A,

=Y

Sejam (x1, y1) € (x5, y») 05 centros de massas de A; e A,, respectivamente. O centro de mas-
sa de A ser4, entilo, o centro de massa do sistema i, m; com as massas localizadas, respec-
tivamente, em (xy, ¥y) € (¥, ¥2). Sendo, entdo, (x,., y.) o centro de massa de A teremos

o= Srm it xomy o yim F Yoy
c my +my ¢ my) + mo

Como

1 —
_[x[\j4 — 3% = 1 x1dx
0

x = s Xy =

2
J.x\fﬁt — %7 dx
9 00

drea A drea A,
L 732 242 12 2.2
Sl -G e S J A ax
n= p €y = P
drea A, drea A,
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resulta
1 —— 2
J-ox[\e'4—x2—\ﬁl—xz]dx+"‘lx\4—x2dx
e drea A
2 1 —
J.x\,4—x2dx—J.x\#1—-x2dx
_ 0 4]
arca A
e
1 2 2
- 3dx+lj (4=xtjar T [
. = 240 24 _2 24
¢ drea A drea A
Temos:
dreade A = 3_71';
4
2 3 b0 8
[ ae? ar=- L [V =%
0 2Ja 3
1 10 1
jx«il—xzdx=——J Nu du==.
0 24 3
Segue que
O .
¢ og Ye 97

Vejamos, a seguir, como determinar o centro de massa do gréfico de uma fungio, que
serd imaginado como fio fino, homogéneo, de modo que a densidade linear p é constante
{densidade linear é massa por unidade de comprimento). Seja fuma fungfo definida e com
derivada continua em [g, b]. Seja P : a = x5 << x| < x < ... < x,, = buma parti¢io de [a, b]
esejac; (i = 1,2, ..., n) o ponto médio de [x; _ 1, x;]

y

&

(C,',.f((‘i))

I
I
; +
a X1 X b *

- - ——-

L S

O segmento P; _ | P; ¢ tangente em (c¢;, f(¢;)) ao grifico de f: o comprimento deste segmen-

0 é 1+ [f(c;)P Ax, (veja Seg. 3.4); logo, sua massa m, & m; = p 1+ [f(c)]* Ax. O
centro de massa do sistema formado pelos segmentos P; _ | P; (i = 1, 2, ..., n) € o ponto
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3 apl1f )P Ay Y fledpl+1f (@) Ax,

i=1 i=1

N oI+ @P A Y oI+ P Ax,

i=1 i=1

2

Nada mais natural, entéo, do que tomar para centro de massa do gréfico de fo ponto (x,, y,)
onde

_[bxqﬂu[ FUOP dx
x, =L
[P a

b
[rovi+ir@r a
[ o ax

Ye

b
Observe que j N1+ f" (x)]? dx é o comprimento do grifico de f.
a

Observacgio importante. O centro de massa de um conjunto do planc niie tem obrigacio
alguma de pertencer a este conjunto.

Exercicios 13.9

1. Determine o centro de massa da regido A dada.

WA= {(x)ER|0sx<1,0 <y=y)
WA= {xNER ¥ +47<1,x20ey >0}
A= {(x,y)ERELx2+4y2$1,y20}
HA=((xy)ER* P =y=<x)

2. Determine o centro de massa do gréfico da fungio dada.

Af)= J4-x?, —2=x=2

ra | =

1
b)f(x)=x2,~ ESIS

X+ b
ofn= "2 2‘" g

3. (Teorema de Papus.) Considere o conjunto

A= () ER asx<sbhflx)<y<g)

L

(=]

oo

10.

1L

12.

13.
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onde f'e g $30 supostas continuas em [a, b] e 0 < f(x) < g (x) em [, b]. Mostre que o volume
do séldo, abtido pela rotagio em torno do eixo x do conjunto A, € igual ao produto da drea de
A pelo comprimento da circunferéncia descrita pelo centro de massa de A,

. Sejam fe g continuas em [a, b], com a = f(x) < g (x}em [a, b] onde o § um real dado. Seja o
conjunto
A={nneER asx<bfm=<y<gQ)
Mostre que o volume do sélido, obtido pela rotagiic em torno daretay = azdo conjunto A, € igual
ao produto da drea de A pelo comprimento da circunferéncia descrita pelo centro de massa de A.
. Calcule o volume do sélido obtido pela rotagdo do circulo P v— 2)2 = 1 em torno
a) do eixo x
bydaretay = 1.
. Calcule o volume do sélido obtido pela rotagio da regido 2+ 4y2 < l,emtomodaretay = 1.
CSejad =y eR F=y<1)

a) Calcule o centro de massa de A.
b) Calcule o volume do sélido obtido pela rotagdo de A em torno dareta y = 2.

. Calcule o volume do s6lido obtido pela rotagdo do circulo P y2 = ] em torno da reta

x+y=2

. (Tearema de Papus para drea de superficie de revolucdo). Suponha f(x) = 0 e com derivada

continua em [«, &#]. Mostre que a drea da superficie, obtida pela rotagiic em torne do eixo x do
grafico de f, é igual ao produto do comprimento do gréfico de f pelo comprimento da circunfe-
réncia deserita pelo centro de massa do grafico de f.

Seja A o conjunto do planc de todos os (x, y) taisque 0 < a < x < b, 0 < fix) < y < g(x), onde
fe g silo supostas continuas em [g, b]. Imagine A como uma lamina delgada, homogénea, de
modo que a densidade superficial p € constante (p € massa por unidade de drea). Seja (x,, y.) 0
centro de massa de A. Sejam ¥, o volume do sélido obtido pela rotagio de A em torno do eixo
x e V,, o volume obtido pela rotagio de A em torno do eixo y. Pelo teorema de Papus (Exercicio
3 acima), V, € ignal ao produto da drea de A pelo comprimento da circunferéncia gerada,
na rotag@o em tornoe do eixo x, pelo centro de massa de A. Do mesmo modo, V, ¢ igual ao
produto da drea de A pelo comprimento da circunferéncia gerada, na rotagdo em torno do
eixo y, pelo centro de massa de A, Pois bem, destas informagbes conclua que

Vy Vx

e T rlarea de A) 7 T 3 n(drea de A)

Determine o centro de massa da regifo A dadapor 1 < 2+ y2 =4,x=0ey=0. (Sugestdo:

Com as fungdes fe g dadas por f(x)=./4 —x2 0=x=2e g(x)= 1—-x2 se0sxs1
ou g(x}) = 0se 1 < x =<2 oteorema de Papus se aplica. Calcule entdo Vy, V,yeadrea deAe
utilize o Exercicio 10. Compare a sua solugio com a do Exemplo 4.)

Determine o centro de massa da regido A dada por a + y2 < 4,y = 0. (Sugestdo: Para o
cdlculo de x, aproveite a simetria da figura.)

Calcule o centro de massa do seter circular A dado por P y2 <R o= y<axe0sx=R,
comR>0e0 < a.
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14.

15,

16.

17.
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Suponha que a regido A do plano, situada no semiplano y = 0, possa ser dividida em duas
partes A; e Ay s quais se aplica, em relagfio ao eixo x, o teorema de Papus. Suponha, ainda,
que a drea de A seja igual dsomadas dreasde A| e Ay e V, = Vi, + Vp onde Vi, VeV, siio
os volumes respectivos dos s6lidos obtidos, pela rotagio em torno do eixo x, de A, Ay e A.
Mostre que, em relag@o ao eixo x, o teorema de Papus aplica-se, também, a A. (Estabeleca
resultado analogo em relagdo ao eixo y, supendo A situada no semiplano x = 0.)

Sejam Ay = {(x, y) ll=x=s3,1sy<2},A, = {(x,y)|2\<.x$4,2$y53}e7Aareunjﬁo
de A e A,. Determine o centro de massa de A.

Determine o centro de massa do conjunto —1 =x=3el=y=(x+ 1)2. (Sugestdo: Resolva
o problema no plano (i, y),comu = x + 1.)

Utilizande o Exercicio 9, estabelega, para grafico de fungfio, resultado andlogo ao do Exerei-
cio 10,

14

EQuUACOES DIFERENCIAIS DE
1. ORDEM DE VARIAVEIS
SEPARAVEIS E LINEARES

14.1. EQUACOES DIFERENCIAIS: ALGUNS EXEMPLOS

As soluges de muitos problemas que ocorrem tanto na fisica como na geometria depen-
dem de resolugdes de equacdes diferenciais. Vejamos alguns exemplos.

EXEMPLO 1. Uma particula desloca-se sobre o eixo x de modo que, em cada instante
t, a velocidade é o dobro da posi¢do. Qual a equagdo diferencial que rege 0 movimen-
to?

Solucdo

Neste problema, 0 que nos interessa-determinar € a fungéo de posigo x = x (£). De acor-
do com o enunciado do problema, o movimento é regido pela equagdo diferencial de 1.°
ordem

Conforme o Exercicio 2 da Se¢io 10.1, as fungdes que satisfazem tal equagfio sdo da for-
ma x = ke, k constante. Assim, a fungéio de posiciio do movimento é da forma x = ke™. m

EXEMPLO 2. Uma particula de massa i = 1 desloca-se sobre o eixo x sob a agio de urna
tinica forga, paralela ao deslocamento, com componente f (x) = —x. Qual a equacde dife-
rencial que rege o movimento?
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Solucdo
Pela lei de Newton

d?x
m d[_z = f()C)

Assim, o movimento é regido pela equagdo diferencial de 2.° ordem

Uma solugdo desta equagio é uma fungao que é igual 4 oposta de sua derivada segunda,
Por exemplo, (sen ¢)" = —sen ¢, assim x = sen ¢ € uma solugio da equacio. Veja, sendo
x = sen t, para todo ¢,

d?x .
—T+x=(sent) +sent =0.
dt

A fungiio x = cos ¢ é também solugio (verifique). Veremos posteriormente que as fun-
¢oes que a satisfazem sio da forma x = A cos t + B sen 1, com A e B constantes. =

EXEMPLO 3. Determine uma funcio v = f (x) que satisfaca a propriedade: o coeficiente
angular da reta tangente no ponto de abscissa x € igual ao produto das coordenadas do ponto
de tangéncia.
Solucdo

Se fé uma tal fungio, para todo x no seu dominio

)= xfx).

Assim, a fun¢fio y = f (x) procurada é solucdo da equacdo diferencial de 1.” ordem

Veremos mais adiante como determinar as fungdes que satisfazem tal equagdo, ]

14.2. EQUACOES DIFERENCIAIS DE 1. ORDEM DE VARIAVEIS
SEPARAVEIS

Por uma equagdo diferencial de 1.° ordem de varidveis separdveis entendemos uma equa-
¢io da forma

T et h ()

® p

onde g e h sdo fungdes definidas em intervalos abertos I} e /5, respectivamente.
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Uma solugdo de (1) é uma fungio x = x (¢} definida num intervalo aberto /, I C I 1- tal
que, para todo rem /,

=g hix®)

dx < . .
EXEMPLO 1. Z = tx? é uma equacio diferencial de 1.* ordem de varidveis separaveis.

Aquig () =rteh(x) = x°. .

dx
EXEMPLO 2. P r* + x? & uma equagio diferencial de 1.* ordem, mas no de varia-

veis separdveis. -

. -2
EXEMPLO 3. Verifique que x (¢) = T —1 <t <1, ésolugiio da equagio %’E = 2,
- t

Solucdo
Precisamos mostrar que, para todo rem ]—1, 1[, '

' _ 2

=t @

Temos

o 2 )Y &
* (t)_[_ﬂ—lJ IR

2
o e .
Fixe) t[ﬂﬁl] 2 -1

Logo, paratodo rem ]—1, 1],

X ()= @F

. -2
ouseja, x (f) = T —1 <t <1, € solugdo da equagéo. [ ]

Na equagdio (1), x estd sendo olhado como varidvel dependente e t como varidvel inde-
pendente. A equagiio (1) pode também ser escrita na forma

d
a“g(x)h(y)

onde, agora, y ¢ a variavel dependente ¢ x a independente.
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Exercicios 14.2

1. Assinale as equagdes diferenciais de varidveis separiveis.

dx d

a) — = b)—y:Z,x>0
dt dx  x
dx 2 dx

c) —— =1+x d)— =x+1
dt dt
dy x4y

e) — =

dx >
— =x(1 +7r
de  x2+1 f)dr ¢ )

2. Verifique que a funcio dada € solugio da equagio dada.

T T dx 5
ayx{p=tgt —— <t < —,e— =1+x
Yx(ry=1g > S %

- dy 2
nNyx) = e = =
Y 2w Y

x()=de g =t(x* — 16)
dt

dx
DHxD=1Lt>0e — = L, E>0
dt
2

X

ely=e2 e = =uxy
dx

3. Determine as fungdes constantes, caso existam, que sejam solugdes da equagio dada.
::J)E:I—Jt2 b)£=rx2
dt dt
c)%=y2+2xy+l | d)%=1+y2
e)%=r(x-—1) j)%=%,t>0

14.3. SOLUCOES CONSTANTES

Consideremos a equaciio de varidveis separdveis

dx:
® e AURIC)

com g e k definidas em intervalos abertos I, e [, respectivamente, e g ndo identicamente

nulaem I,
Consideremos a fun¢fo constante

@ x{(f)=a,tEI.
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Se h (a) = 0, entdio x (#) = a, t € I;, serd solugdo de () (por qué?). Reciprocamente, se
@ for solugdo de (1), devemos ter para todo t em I

0=g®ha

e como g (¢} ndo € identicamente nula em Iy, resulta h (@) = 0. Assim,

x (f) = a,t € I; (a constante) é solugio de (1) se, e somente se, a for raiz da equagio
kix)=0.

EXEMPLO 1. Determine as solugdes constantes de %{i =1(1 - xz).
t

Solucdo

Ex)=1-x1h(® =0e& 1 — x> =0 Como

1-Z?=0sx=1loux= 1
resulta que
xH=lex{n=—1
sdo as solugdes constantes da equagio. ]

EXEMPLO 2. A equagiio % = 4 + x* ndo admite solucic constante, pois A (x) = 4 + P

n#o admite raiz real. n

Exercicios 14.3

Determine, caso existam, as solugdes constantes.

dx
1.—=tx2 2.fg=x2—x
dt dt
d
. 2 cia+ PR
dt dt X
a2 -1 2
5.5 = 6. & _ X L E<0
dt x dt t

14.4. SOLUCOES NAO-CONSTANTES

O teorema que enunciamos a seguir ¢ cuja demonstra¢do € deixada para ¢ Apéndice 4
nos serd iitil na determinagdo das solugdes ndo-constantes.
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Teorema. Seja a equagiio

dx

— =g (Dh(x

ar g(h()

onde g e h sfo definidas em intervalos abertos I; e I,, respectivamente, com g conti-
nua em Iy e h' continua em I, Nestas condigdes, se x = x (¢), t € I, for solugio ndo-
constante de (1), entdo, paratodo tem I, A (x (1) # 0.

0]

Vejamos, entdio, como determinar as solugdes ndo-constantes de (1), supondo que g e h
satisfagam as condiges do teorema anterior.
Suponhamos que x = x (#), ¢ € I, seja uma solugio nio-constante de (1); assim, para todo zem 7,

(=g hxn

ou

x' (0
B(x ()

SejaJ = {x (N 11 € I}; Jéumintervalo, pois x = x (f) € continua. Observe que para todo

@ =g {1).

1
xemJ, h (x) # 0. A funcgiio ho) sendo continua em J admite uma primitiva f (x), neste
x

intervalo: H' (x) = , X € J. Segue que, para todo tem /,

hx)

'
@ B (x (1)
Resulta de @) e (3) que, para todo tem [,

@ [H (x (D] = g o).

Sendo G (r) uma primitiva de g em J, segue de () que existe uma constante k tal que, para
todorem [,

®

(Hx ) =

Hx®) =G +k

1
Como £ (x) ¥ 0 em J e pelo fato de & ser continua, segue que Y mantém o mesmo
x

sinal em J, logo, H € estritamente crescente ou estritamente decrescente em J e, portanto,
inversivel. Sendo ¥ a fungfo inversa de H em J, resulta de (5) que

2D =HGH+h,rel
Por outro lado, deixamos a seu cargo verificar que toda fung¢io do tipo

XM =Gtk

P = . oL 1 .
€ solugdo de (1), onde ¥ € a inversa de uma primitiva de ; num intervalo em que

h (x) # 0, G (2) urpa primitiva de g () num intervalo / C J; e k uma constante.
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14.5. METODO PRATICO PARA DETERMINAR AS SOLUCOES
NAO-CONSTANTES
Seja a equagio

dx
@ P

com g e /i nas condigdes do teorema da se¢Zo anterior. O quadro que apresentamos a seguir
fornece-nos um roteiro pratico para determinar as solug@es nio-constantes de (1),

=g h(x)

dx
o 8wk

dx
—— = g (#) dr (separacio das varidveis)
k(x)

dx p—
m—j gD dt
Hx) =GO+ 1k

EXEMPLOQ 1. Resolva a equagéo

&%
I
HI\)
-

Solugdo
Inicialmente, vamos determinar as sclugdes constantes.
h(x) =x2;x2=04:>x: 0.

Assim, x (¢) = 0 € a tinica solugfo constante.
Vamos, agora, determinar as solu¢bes ndo-constantes.

ﬂ =x2t
dt
dx
— =tdt
42
1
—dx=f tdr
|+
2
12
x 2
__ 2
2+ ok
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Como g (1) = te k' (x) = 2x sdo continuas resulta

x(H=20
e
x(H= =2 (k constante)
12+ 2k
é a familia das solugGes da equacdo.
(8}

i |

1 k<0/I

| |

1 1

I 1

1 |

1 | x(=0
} ’ LY

-y

EXEMPLO 2. Com relagiio & equagio do exemplo anterior, determine a solugfo que satis-
faca a condicdo inicial dada.

a)x(1)=10 bHx(0)=1 c)x(0) = —1
Solugdo

@) A sclugéo constante x () = () satisfaz a condigdo inicial x (1) = 0.

b 1) = 0y =1.
) x (1) 12+2kex()
Assim,
1:-__2 ou k=—1.
0% + 2k
Segue que
X)) = 5, 2 <t <2,

2-2
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satisfaz a condi¢fo inicial dada. (Lembre-se: o dominio de uma solu¢do & sempre um inter-
valo; no caso em questdo, tomamos —'2 < ¢ < /2, pois 0 dominio deve conter 1 = 0,)

i = _ = —
c) x(f) Tk e x (0) i.
-2
T MR
Segue que
-2
f) = ——m
x (0 7.5 'ER

satisfaz a condicdo inicial dada.

EXEMPLO 3. Resolva ? = xt2.
!

Solucdo
x{#) = 0 € a tinica solucdo constante.
Determinemos, agora, as solugdes nio-constantes,

dx
— =l g
X

J.%=J-t2dt

13
Inlxl = —+k1
3

daf
2
Ixl= ekl el

ou
fid
IxI=ky e3,ky >0 (ky = ).
Il 3 3
Sex>0,x=lkyed esex<0,x=—lkpe3, segue que x = ke_3_,k¢0rcalqual-
quer. Para k = 0. temos a solugio constante x () = 0. Assim
3
x{)=ke?3 kreal,

é a familia das solugdes da equaciio. ]
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EXEMPLO 4. Determine a fungdo y = f(x) tal que f (1) = 1 e que goza da propriedade: o I

coeficiente angular da reta tangente no ponto de abscissa x € igual ao produto das coordena-
das do ponto de tangéncia.

Solugdo
Para todo x no domfnio de f devemos ter
Frx=xf.

Assim, a fungdo procurada € solugio da equagio

Q =
dx
Temos
J i J x dx
¥
2
X
Inlyl=— +&
YT
Parak = — % a condigéio y = 1 para x = 1 estara satisfeita. Assim, a fungfo procurada é

1

<2
y:e—-z— E ou y=_1._ex2f2. N

Ve
EXEMPLO 5. Determine o tempo necessdrio para se esvaziar um tanque cilindrico de raio
2 m e altura 5 m, cheio de 4gua, admitindo que a dgua se escoe através de um orificio, situ-
ado na base do tanque, de raio 0,1 m, com uma velocidade v= ./ 2gh m/s, sendo h a altura

da dgua no tanque e g = 10 m/s a aceleragdo gravitacional.

Solucdo

Seja k = h (1) a altura da dgua no instante £. O volume V = V (f) de 4gua no tanque no
instante ¢ serd

V(@) =4wh ()
€ assim

By 2

® & ar

Por outro lado, supondo Ar suficientemente pequeno, o volume de dgua que passa pelo
orificio entre os instantes ¢ ¢ ¢ + Af é aproximadamente igual ao volume de um cilindro de
base 77> {rraio do oriffcio) e altura v{f) Az (observe que a dgua que no instante ¢ estd saindo
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pelo orificio, no instante ¢ + At se encontrara, aproximadamente, a uma distincia v(#) At do
orificio, onde v (¢) é a velocidade, no instante ¢, com que a d4gua estd deixando o tanque).
Entfio, na variagdo de tempo Af, a variagio AV no volume de dgua serd
AV = —u(n) m Ar
E razodvel, entdo, admilir que a diferencial de V = V (1) seja dada por

dV=—v(t) m* dr

ou que

@ C:'i—v=—v(r)m‘2.

e

De () e (D) resulta

P —v() wr
dt

Sendo v= ~20h er= 0,1, resulta que a altura 4 = & (r) da 4gua no tanque & regida pela
equacgio

4 % = —0,01v20h, 2 > 0.

Temos
400
——dh=—1{ dt
.[ 20k J‘

800
v20

De £ (0) = 5, resulta k = 400. Assim

Vo=t + k.

5 2
h= —— (=t + 400)".
a00? ¢ )

O tempo necessdrio para esvaziar o tangue serd ento de 400 segundos ou 6 min 40 5. &

EXEMPLO 6. Uma particula move-se sobre o eixo x com aceleragfio proporcional ao qua-
drado da velocidade. Sabe-se que no instante t = 0 a velocidade é de 2 m/s e, no instante
t=1,1ms.

@) Determine v = v (f), 1 = 0.
b) Determine a fungfio de posi¢io supondo x (0) = 0.




452 Um Curso de Cdleulo — Vol. 1

Solucdo
a) O movimento é regido pela equagio

dv
2 - a?

dt

onde « € a constante de proporcionalidade.

dv
— =1 ads
[
—l=at+k
v
ou
-1
v =
at + k
Parat =0, v= 2, assim
— 1
2=Tlouk:—5'
Parat =1, v= 1, assim
_1 o1
1= I ou e =
o — —
2
Portanto,
2
H=——,t=0
vin 14+
b)EZL,[?O
da 1+t
jdx= 2 @
1+«

x=2In{l + 5 + k.
Tomando-se k = (), a condi¢do inicial x (0) = O estar4 satisfeita. Assim,
x(H=2In(l + 0.

Exercicios 14.5

1. Resolva
dx a .
a) — =xt b) 2= y2
dt dx
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dy
c)—=x +1
dx
dx f
ey — = — x>0
dt x
dx 2
) — =x"—1
& dt
dv 2
) —=v —v
dt
dy 1+y?
n L= Y x>0
dx x
du v
n—=—7,u>0
dv u?

dy 2 T T
) —=cos"y, —— <y < —
pdx 2

2
dy 7 37
r)— =cos"y, — <y < —
P TYTY
3] d—W = E (C constante}
dv v

dy .
— =/ =1
a) ey ()

d}' 2
2 =3yt ey(0) =
c} y ey ()

| =

d) d—T =—-2(T—10)

dt
d _y
H—==,x>0
dx X
d
h)l:e)’
dx
)dx Int
= =In
Jdr
ds -
) — =t *
dr
dx 2
Q) — =
dr 1+42
dx t
g —=——, —— < x < —
dr cos x 2
d
D Z =44
dt
dx
) ; = ax (x + 2) (@ constante)
t

. Determine y = y (x) que satisfaca as condigses dadas.

dy 2
by — =y —dey(l)=2
) ¥ y(1)

dy 2

— =y —dey) =1
d) y ey Q)

av

v
. Suponha que V = V(p), p > 0, satisfaga a equagio a’_ = —— (yconstante). Admitindo que
p ¥

V =V, V| > 0,parap = p|, mostre que Vip = Vlypl, para todo p > 0.

. . 1
porcional ao cubo da ordenada do ponto de tangéncia. Sabendo que f(0) = lef(1) = —

determine f.

. O coeficiente angular da reta tangente, no ponto de abscissa x, ao grifico de y = f (x}, é pro-

ok

. Um corpo de massa 10 kg € abandonado a uma certa altura. Sabe-se que as tnicas forgas atu-

ando sobre ele sdo o seu pesc e uma forga de resisténcia proporcional a velocidade. Admitin-
do-se que 1 segundo apds ter sido abandonado a sua velocidade € de 8 m/s, determine a velo-
cidade no instante ¢ (suponha a aceleragio da gravidade igual a 10 m/! 52).

. x
ponto de abscissa 3

. Areta tangente ao grifico de y = f(x), no ponto (x, ¥), intercepta o eixo y no ponto de ordena-
da xy. Determine f sabendo que f(1) = 1.

. Determine a curva que passa por (1, 2} e cuja reta tangente em (x, y) intercepta o eixo x no

. Um corpo de massa 70 kg cai do repouso ¢ as dnicas for¢as atuando sobre ele sdo o seu peso

¢ uma forga de resisténcia proporcional ao quadrado da velocidade. Admitindo-se que 1 se-
gundo apés o infcio da queda a sua velocidade € de 8 m/s, determine a velocidade no instante £.
(Suponha a aceleragdo da gravidade igual a 10 m/sz.)
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9. Paratodo a > 0, o grifico de ¥ = f(x) intercepta ortogonalmente a curva o 2y2 = a. Deter-
mine fsabendo que (1) = 2.
10. Para todo a > 0, o grdfico de y = f (x) intercepta ortogonalmente a curva xy = a, x > 0. De-
termine f supondo f(2) = 3.

11. Determine uma curva que passa pelo ponto (0, 2) e que goza da propriedade: a reta tangente
no ponto (x, y) encontra o ¢ixo x no ponto A, de abscissa > 0, de tal modo que a distincia de
{x, y) a A é sempre 2.

4 .
12. Verifique que a mudanga de varidvel u = 2 transforma a equagao Do) hade varig-
X dx x+y
2
veis separdveis ﬂ =__ "  Determine, entio, solucdes (na forma implicita) da equa- :
{1+ u)x ot
&y :
9 x+ ¥

d -3
13. Determine solugtes da equagao Zy =2 X . (Sugestdo: Olhe para o Exercicio 12.)
X

d
14. Verifique que a mudanga de varidvel u = y — x transforma a equagfio i ={- 1)2 na de

o . du . -
varidveis separdveis ;—]; =t -1, Determine, entio, solugdes da primeira equacéo.

14.6. EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES DE 1. ORDEM

Por uma equagdo diferencial linear de 1.° ordem entendemos uma equagio do tipo Isto é,
dx
® szg(t)"'f(f)

onde g e fsdo fungdes dadas, continuas e definidas num mesmo intervalo /.

EXEMPLO 1. % = xt + 1 élinear de 1.* ordem; aqui g (f) = te f(r) = L. [ ]

EXEMPLO 2. E = x* & linear de 1.* ordem (é também de varidveis separdveis); aqui

1
g =ref(n=0. .

EXEMPLO 3. % = 5x% + sen t ndo é linear (também nio € de varidveis separéveis).

Observe que na equagdo linear, tanto a varidvel dependente como sua derivada ocorrem
com grau 1.

Se f(f) = 0 em [, a equagdo (1) € de varidveis separdveis e a solugiio geral serd ou
x=ke ke R)
onde G é uma primitiva de g em I. Por simplicidade, escreveremos
Dai

x= kejg({)d'(k eR)

onde f g (¢) dr estard representando, entfio, uma particular primitiva de g. .

EXEMPLO 4. Resolva a equacio % = xr.

Solucdo

Multiplicando os dois membros pelo fator integrante ¢ I &
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2

Trata-se de uma equagio de 1.7 ordem, linear e de varidveis separdveis. A solugiio geral é

_{tz dr

x = ke *keER
3
x=ke3.

Vamos, agora, resolver (1) no caso em que f (¢) ndo ¢ identicamente nula em /. Observa-
mos, inicialmente, que

% [xe Jo®dt _dx ~fewdr _ o s

dr
=[%—xg(t)]e_-[g(t)dr.

d.  fsma ={ﬂ_ ] - g ar
& [xe ] &t xg(t)|e .

A igualdade acima nos indica um caminho para obtermos a solucéio geral de (1) no caso
em que f (£} ndo ¢ identicamente nula em I. Temos que (1) é equivalente a

dx
o xg @ =f.

(t) dI, obtemos

%[xe—jg(z)dz]=f(t) efjg(t)dt'

%[xe—jg(r)dz]zfm e-jg(t)dt'
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ou

P T N O '[ Foe B0 4 g e gy

que ¢ a familia das solugdes da equagio (1). : [

Na férmula acima, jg(t) dre J @ e_-[ g(n)dt dt indicam particulares primitivas de
cef e JEOE

. Tespectivamente.

EXEMPLO 5. Resolva a equagdo ;iﬂt =3x+ 4.

Solugdo

Aqui g (1) = 3 e f(£) = 4. O fator integrante é e_v[3 at - e~ Entio

[ﬂ - 3x] e =47
dr

d —1 _
— I x =4
& [xe 7] e

3r

xe =+ J4e_3r dt

xe M=k - 4 e
3
ou
x = ke’ — i
3

E claro que vocé poderia ter aplicado diretamente a férmula obtida anteriormente. =

Exercicios 14.6

1. Resolva.
dx dx
a) — =—x+2 by — =2« —1
dr dt
dx X
) — = xsent : d)—=—4+4t>0
dt dt t
dy dar
e)— =x—y — =-2(T-3
dx P dt
dx dy
) — =x+sent k) — = =2y + cos 2x
& dr dx Y

Equagcies Diferenciais de 1.° Ordem de Varidveis Separdveis ¢ Lineares 457

dy
i — =yhnx — = ———, "1 <x<1i
dx ? / dx x2 -1

. Suponha E, R e C constantes ndo nulas. Resolva a equagio.

g3 _20 Q. 0

a) by R—+=
4t C dr C

E

. Suponha F, R e L constantes nio nulas. Determine a solucdo i = i (f} do problema

di .
L—+R=E
dr

i=0

. Um objeto aquecido a 100°C é colocado em um quarto a uma temperatura ambiente de 20°C;

um minute apds a temperatura do objeto passa a 90°C. Admitindo (lei de resfriamento de
Newton) que a temperatura T = T (¢) do objeto esteja variando a uma taxa proporcional a di-
ferenga entre a temperatura do objeto ¢ a do quarto, isto €,

d
d_ = a (T — 20} (a constante)
T

determine a temperatura de objeto no instante ¢. (Suponha ¢t dado em minutos.)

. Um investidor aplica seu dinheiro em uma institui¢io financeira que remunera o capital inves-

dC
tido de acordo com a equagio 7 =0,08 C.
[

@) Supondo que o capital investido no instante t = { seja Cj, determine o valer do capital
aplicado no instante f.
b) Qual o rendimento mensal que o investidor estd auferindo? (Suponha r dado em meses.)

dC
. Um capital C = C () estd crescendo a uma taxa 7 proporcional a C. Sabe-se que o valor do
t

capital no instante z = 0 era de R$ 20.000 e 1 ano apds, R$ 60.000. Determine o valor do ca-
pital no instante ¢, {Supenha # dado em anos.)

. s . dm
. Um material radioativo se desintegra a uma taxa —— proporcional a m, oude m = m (#) é a

quantidade de matéria no instante #. Supondo que a quantidade inicial (em ¢ = 0) de matéria
seja mg e que 10 anos apos jd tenha se desintegrado 4 da quantidade inicial, pede-se o tempo
necessdrio para que metade da quantidade inicial se desintegre.

. Uma particula desloca-se sobre o eixo x com aceleragdo proporcional a velocidade. Admitin-

do-se que v(0) = 3, v(1) = 2 e x (0} = O, determine a posi¢do da particula no instante #.

. Determine a fungdo y = f(x), x > 0, cujo grifico passa pelo ponto (1, 2) e que goza da propri-

edade: a drea do trifingulo de vértices (0, 0, (x, y) e (0, m), m > 0 é igual a 1, para todo (x, y)
no grafico de £, onde (0, m) € a intersegdo da reta tangente em (x, y) com o €ixo y.
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TEOREMAS DE ROLLE, DO
VALOR MEDIO E DE CAUCHY

15.1. TEOREMA DE ROLLE

Teorema (de Rolle). Se f for continua em [a, b}, derivivel em la, bl e f(a) = (D),
entdo existird pelo menos um ¢ em Ja, &{ tal que f' (¢} = 0.

Demonstracdo

Se ffor constante em [a, b], entdo f' (x) = 0 em Ja, b[; logo, existird ¢ em ]a, B[ tal que
F' (¢) = 0. Suponhamos, entdo, que f ndo seja constante em [a, b]. Como f € continua no
intervalo fechado [a, b], pelo teorema de Weierstrass, existem x; e x, em {a, b], tais que
F{x)) e f (x5) sdo, respectivamente, os valores maximo e minimo de fem [a, b]. Como
Jx)) # f(x,), pois estamos supondo fnio-constante em [a, b], segue que xj ou X, pertence
a Ja, b{ (estamos usando aqui a hipGtese f (@) = f (b)), dai f' (x;) = O ouf’ (x;) = 0. Portan-
to, existe ¢ em la, bl tal que f' {c) = 0. n

Exercicios 15.1

1. Prove que entre duas raizes consecutivas de uma fungfio polinomial f existe pelo menos uma
raiz de f'.

2]

G

4

@

-]

oo

10.
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. Suponha f derivével em R, Prove que entre duas rafzes consecutivas de f' hd, no maximo, uma

raiz de f.

. Sejam f'e g continuas em [a, b] e derivdveis em la, b, com g (x) # 0 em [g, &]. Suponha, ainda,

que fia) = g (a) e f(b) = g (b). Prove que existe cem Ja, b[ tal que f ' (c) g () = f(¢) g’ (©).

Suponha f continua em [a, b}, derivavel em Ja, b[ e tal que f (@) = f(b) = 0. Suponha, ainda,

que 0 < a. Prove que existe cem la, bl tal que f' (¢) = m Interprete geometricamente.
[

an
n+1

Prove que se aTO + 6;—1 + ...+ =0, entioan +ax + ... + anx" = 0 tem pelo menos
uma raiz.em ]0, 1[.
Suponha fderivivel até a 2.* ordem em R e tal que

Fr(x)+ x f(x)= f(x) para todo x

{ Flay=f @& =0 (a< b dados).

Prove que f(x) = Oem [a, &].

. Suponha f continua em [a, b] e derivdvel até a 2.* ordem em Ja, b[. Sejam x;, x, e x, pontos de

[a, b], com xp < xq < Xy, € tais que f (xg) = f{x)) = f{x;) = 0. Prove que existe pelo menos
um ¢ em Ja, b tal que f” (c) = 0.

. Suponha f continua em [, b] ¢ derivdvel até a 3.* ordem em Ja, b[. Sejam xp, x;, X, € x5 pontos

de [a, b1, com xy < x; < xy < x3, € 1@is que f (x5) = f(x;) = f(xy) = f(x3) = 0. Prove que
existe pelo menos um ¢ em a, [ tal que f'** (c) = 0. Generalize.

. Suponha f continua em [a, b] e derivdvel até a 3.2 ordem em ]a, b[. Sejam x5, x| e x; pontos de

[a, b], com x4 << x1 < x5, & P (x) 0 polinémio de grau no médximo 2 e, portanto, da forma
P)=ay ¥+ @y x + @y, tais que

P (xg) = £ (xgh P (x1) = fxp) € P (1) = £ (xy).
Seja z um ponto de [g, b], com z & {xg, X, ¥} € seja « 0 niimero real tal que
FRI=P@O+tGEx)z—x)z—x)a

fe

Prove que existe pelo menos um cem la, &[ talque « =
3!

(Sugestdo: Considere a fungdo
FR=fO-PH -G —x)a
¢ aplique o exercicio anterior.)

Nas condiges do exercicio anterior, prove que, para cada x em [a, b], existe pelo menos um ¢
em la, b] tal que

fm(C)

FO0 =P+ S ) () )

Generalize. (Observacdo. O polindmio P (x) acima denomina-se polinémio interpolador de
£ (x) relativo aos pontos xp, x| € 5 € pode ser obtido rapidamente pela formula
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Pl = (Jc—Jc1)()c—ch)fx)+ (xfxo)(x—xz)fx)_'_ (x — xg) (x — x1) Fm)

(xp — x1) (xp — x2) (x1 — xg) (x1 — x2) (x2 — xp) (x3 — x1)

devida ac matemadtico italiano J. L. Lagrange (1736-1813).

15.2. TEOREMA DO VALOR MEDIO

Seja f uma fungio definida em [a, b]. Consideremos a fungfo S dada por

S(x)=f(a)+M(xua).
b—a

g(x){_

V4
N

rpm————————

O grifico de S € a reta passando pelos pontos (a, f(a)} e (b, £ (b)). Na demonstragio do
TVM iremos utilizar a fungéo dada por

gl =f(x) — S(x), xem [q, b].
Observe que g (@) = g (h) = 0.

Teorema (do valor médio — TVM). Se f for continua em [g, b] e derivivel em
la, b, entdo existird pelo menos um ¢ em Ja; B[ tal que

f) = flay=f"(c) b —a).

Demonstracdo

Seja g fungio dada por

g ) =f(x)— §(x), xem{a b]

Coemo g € continua em [g, b], derivdvel em Ja, bf e g (a) = g (b), pelo teorema de Rolle

existe c em la, b[ tal que g’ (¢) = 0. Temos
gW=F -5 Wes =SB F@
b—a

Assim,

gl =f - LR S@,
b—a
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Dai
b —
g0 =f - LOLE
b—a
Portanto,
f®B —flay=f"{)y@®—a. u

Exercicios 15.2

1. Sejam 7 um intervalo, fuma fungio continua em { € tal que | f* {x) | =< M para todo x no interior
de 7, onde M > 0 € um real fixo. Prove que quaisquer que sejam x € y em [

If—=fOr=s=Mlx—yl
2. Prove que quaisquer que sejam s e fem [1, +[

IlIns—Intl<sls—¢l

3. Sejam a < b dois reais dados. Prove que
b _ La
£ 7€ b
b—a

4. Prove que quaisquer que sejamae b, a < b,
arctg b — arctg e < b — a.
Conclua que para todo x > 0
arctg x < x.

5. Sejaf: R — R uma fungdo. Dizemos que x é um ponto fixo de fse f (xg) = xp.
a) Determine os pontos fixos de f(x} = x2 — 3x.
b f(x) = 22+ 1 admite ponto fixo?
¢) Mostre que f terd ponto fixo se o grifico de finterceptar areta y = x.

(=2}

. Sejaf: R — Re suponhaquef’ (x) # 1 paratodo x. Prove que f admitird no médximo um ponto
fixo.

7. Suponha que g (7) seja uma primitiva de f (z) em [0, 1], isto &, para todozem [0, 1], g (H=f@).
Suponha, ainda, que f{z) < 1 em ]0, 1[. Prove que

g —g@®<rem]0,1].

oo

. Uma particula desloca-se sobre o eixo x com fungio de posi¢ao x = ¢ (1), Sabe-se que ¢ (0) = 0
e ¢ (1} = 1,isto é, nos instantes 0 e | a particula encontra-se, respectivamente, nas posigdes
x = 0ex = 1. Prove que em algum instante ¢, 0 < ¢ < 1, v(c) = 1. (Sugestdo: Observe que
¢ ' (t) = v(#) em [0, 1] e utilize o exercicio anterior.)

15.3. TEOREMA DE CAUCHY

Para motivar geometricamente o teorema de Cauchy, vamos, inicialmente, definir reta
tangente a uma curva em R”.
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Por uma curva em R entendemos urna fungio que a cada ¢ pertencente a um intervalo f 8

associa um ponto (g (9, F(f))em R? .onde fe g sdo funcdes reais definidas em J. Dizemos que,
=g
te]
y=fi)

sdo as equagdes paramétricas da curva.

EXEMPLO 1. Seja a curva de equagdes paramétricasx =1,y = 2, remR. Quando r varia
em R, o ponto (1, 1) descreve a pardbolay = x”.

Yi

(1)

X n

EXEMPLO 2. Seja a curva de equagdes paramétricas x = cos £, y = sen f com ¢ € [0, 27],
Quando ¢ varia em [0, 277], o ponto (cos t, sen ¢) descreve a circunferéncia @+ y =1

Yi

f\(ms f, sen ?)
\J | x

Suponhamos, agora, fe g derivdveisem [, fy € e g ' (#) # 0. Vamos definir reta tan-
gente 2 curva no ponto (g (f), f (fg)).

1
@€ (). F M
\ €O fFen

O coeficiente angular da reta secante 5, é
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f@& - fl
g @) — gt

Nada mais natural do que definir o coeficiente angular da reta tangente & curva no ponto
(g (to), f (1p)) como sendo igual a

fF®—f)
t—1y g(0— g (o)
Temos:
f@® = f )
FO-f) o t -1y _ [ o)
to1y B —g ) 1oy g —glo) gy
t— i

Definimos, entdio, a reta fangente 3 curva em (g (fy), f (fg)) como sendo a reta que passa

por este ponto e que tem coeficiente angular f E 0; A equagio da reta tangente A curva
g (g
em (g (1), f (fp)) € entdo
y— fi )—f oy i(x—g(t))

Suponhamos, agora, fe g continuas em [a, b], derivaveis em Ja, bl e g’ () # 0 em la, bl.
Observe que as condigdes apresentadas anteriormente implicam g (a) # g ().

fio) T

F®) P27

fla)

I
I
|
|
i

g@ gl g

f = fla)
g (b)— g (a)
Vemos, geometricamente, que existe um ponto (g (c),f(¢)) tal que a tangente neste pon-

fe)
(o)

O coeficiente angular da reta S €

to ¢ paralela  reta 5. O coeficiente angular de 7¢é ———=. Entdo, para este c,

£~ f@ _ o)
gby—g@ g'(c)
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Teorema (de Cauchy). Se f e g forem continuas em {a, b] e derivdveis em la, ],
entdo existird pelo menos um ¢ em Ja, & tal que

fB)—flalg @=[g®) —g@if ()

ou
fB)~ fla) _ f
gB)—gay g’ (o)

ssegB)yF glayeg (0) # 0.

Demonstracdo
Sejak () =[/(&) —fa)i g (x) — [g B) — g (D] f(x), x € [a, b].
h é continua em [a, ] e derivivel em Ja, b[
h (a) = h (b) (verifique).
Pelo teorema de Rolle, existe ¢ em ]a, b[ tal que 2’ (¢) = 0, daf

fB) —f@)g () —[g®) ~g@]f (c)=0

ou s¢ja,

[F@)—f@lg (c)=1g®) —gl@]f' (o).

Observacdo. Fazendo, no teorema acima, g (x) = x, obtemos 0o TVM,

16

FOrmMuILA DE TAYLOR

16.1. APROXIMACAO LOCAL DE UMA FUNCAQ
DIFERENCIAVEL POR UMA FUNCAO AFIM

Seja fuma fungio derivdvel em x; e seja T dada por
T(x) =flxg) + 1 (xg) (x — x)

O grifico de T € a reta tangente ao grafico de fem (x, f (xp)).

Paracadax & Df, seja E (x) o erro que se comete na aproximacio de f (x) por T (x):

O] F0)=F (xg) + ' (xg) (x — x0) + E (x), x € Dy.
T{x)

Observe que, para x # x;.

E(x) _ f(x)=f(x)

X~ Xp X T X

= f'ixg)
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daf,

im £ =g
x> xg X T Xp

ou seja: quando x — X, 0 erro E (x) tende a zero mais rapidamente que (x — xp).
A fungio '

Tx)=Fflxy +f xp (x — xp)

(xp. f (xg)) tal que

¢ a dinica funcdo afim que goza da propriedade de o erro E (x) tender a zero mais rapidamen-
te que (x — xp). De fato, se § (x} = f{xg) + m (x — xp) for uma fungdo afim passando por

f(x) :f(XO) +m (,‘( - JCO) + E‘ (x),x S Df
onde lim ENCoN 0, entdo necessariamente m = f' (xg). (Verifique.)
x-rxp X7 X0

Segue que, se f for derivavel em x;,

T(I) :f(XO) +f’ ()Co) (x - Xo)
¢ a funcio afim que melhor aproxima localmente a fem volta de xp.

a f em volta de xg.

A fungdo T acima é uma fungio polinomial de grau no maximo 1; serd do grau 1 se
£ ) = 0. Assim, T é o polindmio de grau no mdximo 1 que melhor aproxima localmente

Observe que os valores de fe T em x;, sdo0 iguais, bem come os de suas derivadas:

Fp =Tgef (xg) =T (xp)

O polindmio

P (x) = fixp) + f {xp) (6 — xp)
denomina-se polindmio de Tavior de ordem 1 de f em volta de x,.

O préximo tecrema fornece-nos urmna expressio para o erro £ (x), que aparece em Oem
termos da derivada 2.* de f.

Teorema. Seja f derivdvel até a 2.* ordem no intervalo / e sejam x, xy € I. Entdo,
existe pelo menos um X no intervalo aberto de extremos x € x; tal que

F@) =Flxg) + ' ) (x — xp) + 7

(x — xp)°.

E(x)

Formula de Taylor
Demonstragdo
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EQ@) =1 —[fxg +f (xp) (x = x)].

Assim,

E@(g =0eE’ (xp)=0.

(Observe que E' (x) = f' (x) — f' (xg), pois f{xy) e f (x) sdo constantes.)
Sejah (x) = (x — xo)z; segue que

hixg) =0eh' (x5 = 0.
Temos

E(x) _ E(x)= E(xq)
h(x) h(x)— hxy)

Pelo teorema de Cauchy, existe xj no intervalo de extremos xy e x tal que

E() _E'G)
h(xy A" (x)
Tendo em vista E ' {x5) = h ' (xg) = 0

E(x) _ E' (%)~ E' (xp)
h(x) K ()= h (xg)

tal que

Novamente, pelo teorema de Cauchy, existe x no intervalo aberto de extremos xg ¢ x;

E(x) _E"(x)

hix) h"(%)
ComoE"(x)=f"(x)eh" (x) =2
EG) _["(®
h(x) 2
Portanto,

para algum X no intervalo aberto de extremos x ¢ xp.

E(x):@(x_x()ﬂ
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EXEMPLO 1. Seja f derivdvel até a 2.* ordem no intervalo / e seja xj € I Suponha que

existe M > O tal que | f” (x) | = M paratodo x € I. Prove que para todo xem [/
Lfx) — POl = %u—xolz

onde P (x) = f(xg) + f (xg) (x — xp).
Solu¢do

De acordo com o teorema, existe X entre x e x; tal que

L) — P (o)l = f—29‘_-)

(x — x0)2
ou

f(x)— P = %lf”(f)llx—xglz
dai

f(x) — P(x)1< %|x—x0|2,x61.

EXEMPLQ 2. Avalie In 1,003.
Solucdo

Seja f(x) = In x. O polindémic de Taylor, de ordem 1, de fem voltade x5 = 1 ¢:

P=fM+f M&x-1
ecomo, f(1) =0ef’ (1) =1, resulta
Px)y=x—-1.
Assim,
F(1,003) = P (1,003)
ou
in 1,003 = 0,003.
Interprete graficamente este resultado.

Avaliagdo do erro

1
N
X X
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Segue:
I f"(x)1=< 1 parax = 1.

Pelo exemplo anterior,
1 2
lfy—P)l= 3 Ix—1%x=1.

Parax = 1,003
| £(1,003) — P {1,003) | < 0,0000045.
Assim, o médulo do erro cometido na aproximagio
In 1,003 = 0,003

&inferior a 10>, Observe que 0,003 € um valor aproximado por excesso (faca os graficos
de fe de P e confira). ™

Exercicios 16.1

1. Caleule o polindmio de Taylor de ordem 1 da fungio dada, em volta de x; dado.

A fix) = Vx, =1
Of) =¥Yrx,xy=8

b)f(x) =senx,xy=10
DfxX =¢,x=0

&) f(x) = cos 3x,xy = 0 Afx) = , xg = 0.
1+ x
2. Calcule um valor aproximado e avalie o erro.
a) /4,001 b 332,002 ) sen 0,02
o) 001 ey cos 0,01 Hn0,99

16.2. POLINOMIO DE TAYLOR DE ORDEM 2

Vimos que o polindémio de Taylor, de ordem i, de fem volta de x;, tem em comum com
fovalor em Xy e o valor da derivada em x;.

Suponhamos que ftenha derivadas até a 2.* ordem no intervalo 7 e seja x; € 1. Vamos
procurar o polinémio P, de grau no méximo 2, que tenha em comum com f o valor em xp, 0
valor da derivada 1.” em x; e o valor da derivada 2.* em x;. Queremos, entfio, determinar P,
de grau no méximo 2, tal que

Sl =Pl f xg) =P (xp)ef" (xp) = P" (xp).
Podemos procurar P da forma

Px)=Ap+ A (x—xp) + Ay (x — xp%.
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Como P (xg) = Ag, devemos ter Ag = f (xp).

P’(I):Al +2¢A2(X_XO)

P (x) = 24,.
Dai, P’ (xg) = A e P" (xg) = 24,. Segue que devemos ter

Ay =1 (xg)

" 1 "
2A2 =f (XO) ou A2 = 5 f (XO)
O polindmio procurado € entdo

@ PO =g+ 1 (o)~ 1) + L2 = g

O polindmio (1) denomina-se polinémio de Taylor, de ordem 2, de f em volta de x.

Observe que fe P admitem a mesma reta tangente em (xg, f (x)). Como P (xg) = [ (xp),
segue que se f” (xg) # 0 e f” continua em x, para x proximo de xg, os graficos de fe P
apresentam corcavidades com mesmo sentido. E razodvel esperar, entiio, que, para x sufi-
cientemente préximo de xg, o polindmio de Taylor de ordem 2 aproxime melhor f do que o
polindmio de Taylor de ordem 1.

EXEMPLO 1. Sejaf(x) = €". Determine os polindmios de Taylor, de ordens 1 ¢ 2, de fem
volta de x5 = 0. Esboce os grificos de f'e dos polindmios.

Solucdo

Indiquemos por Py ¢ P, os polindmios pedidos.
Temos

PL@=fO) +f (@ x—-0)

Py () = £(0) + f7 (0) (x — 0) + %@ (x— 0%

Def' (x) =F" (x) = &, seguef’ (0) = f"(0) = 1.

Assim,

Pl =1+x

Pz(x)=1+x+%x2.
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Seja P o polinémio de Taylor, de ordem 2, de fem volia de x. Para cada x em Dy, seja
E (x) 0 erro gue se comete na aproximacao de f (x) por P (x). Assim, para todo x em Dy,

FO) = Flxg) + £ (i) (x — xg) + % = x4 E

ou
E@ = f() - [f (x0) + 17 (x0) (x — xp) + i—%@ (x = x)? }
Temos:
E'()=f" (0~ [f (i) +f" () (6 — %) ]
Eﬂ (x) =fif (x) _flr (-XO)
E™ (x) :fm (X)
Assim,

E (XO) = E’ (I(}) =F " (Io) = 0

O préximo teorema fornece-nos uma expressdo para o erro E (x) em termos da derivada
de 3. ordem de f.

Teorema. Seja f derivdvel até a 3.” ordem no intervalo [ e sejam xg, x em /. Entdo,
existe pelo menos um X entre x e x, tal que

FOO =5 +f7 (p) (x — xp) + @(x -~ xg)* + @(x - xp)»

E (x}

Demonstracdo

E@Gxg)=E' () =E"(xg) =0eE” (x)=f" (x).
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Sendo A (x) = (x — xp)°,
Rxg) =h' (xp) =h"(x) =0eh” (x) = 6= 3!
Temos
E(x) _ E(x)— E(x0)
h(x)  h(0—hixg)

Pelo teorema de Cauchy existe Xj entre x e x; tal que

E(x) _E'(®
RO R G

~—

Temos

E(x) _ E' @)= E (x)
Rix) R G- (xg)

Pelo teorema de Cauchy, existe x; entre xy e X tal que

E(x) _E"(p)
Ko (R

De E" (xg) = 0 = h" (xg) segue

E(x) _ E" (%)~ E" (xp)
k(x) A" (X)) — R" (xg)

Novamente, pelo teorema de Cauchy, existe x entre X3 e x; tal que

E(x) _E"(3)
h(x) A" (%)

Como
E"(X)=f"(x)eh" (x)=73!

Ew= 1% 3?‘)

x — x).

EXEMPLO 2. Seja f derivdvel até a 3.* ordem no intervalo I e seja x € 1. Suponha que
existe M > 0 tal que | £ (x) | = M para todo x em [. Prove que, para todo x em /,

[flx) — P}l = 5:?|x~x0|3

Formula de Taylor

onde

P(x)=flag) +f' (xg) (x — xo) + x — xp)*

S (x0)
2
Solucdo
De acordo com © tecrema anterior

170

If)— Pyl =112 Xl 1= %If"’(i)llx—xop.

Dai, para todo x em [,
| fix)— P(x)) = % Ix — xg .

EXEMPLO 3. Calcule um valor aproximado para In 1,03 e avalie o erro.

Solucao

Seja f(x) = In x. Vamos utilizar o polindmic de Taylor de ordem 2 em velta de xy =

PG =F(1)+/' ()G — 1)+f"“) )

Def' (x)= éef”(x): - segue f' (1) =1ef" (1) = —1. Assim,

P(x)=0+(x—1)v%(x—1)2

ou
PW=(—1- %(x— 2.
Temos
In 1,03 = P (1,03)
mas,
P (1,03) = 0,02955,
logo

In 1,03 == 0,02955.

Avaliagdo do erro

assim, | £” (x) | =

f.m (x)

2 para x = 1. Pelo exemplo anterior,

If () — P < %Ix— 1, para x = 1.

473

1.
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Segue que

1£(1,03) — P(1,03)1 = % -0,03°

ou
1 (1,03} — P(1,03) | = 0,000009.
Assim, 0 médulo do erro cometido na aproximagio
In 1,03 = 0,02955
é inferior a 10>, (Observe: 0,000009 = 9+ 1075 < 1073,)
fﬂf (E)
3t

Como, parax > 1, E(x) = x— 1)3 > 0, segue que 0,02955 é uma aproxima-

¢do por falta de In 1,03. [

EXEMPLO 4. Calcule um valor aproximado para 3/7,9 e avalie o erro.
Selucdo

Sejaf(x) = ¥x. Vamos utilizar o polinémio de Taylor de ordem 2 em volta de x; = 8.

PR=f@®+r @ -8+ & g2

2
De
_2 _3
Fe=gx deffwm-2x 3,
segue que
; 1 1 -2 -1
fr@= =—ef"(8) = =—
3(38)Y 12 e 938y 144
Dai
Px)=2+ i(.x—s)—L(x—g)l
12 288
logo,
0,1 0,01
P19 =2- 2 -———=|
) 7 288 ,9916319.
Assim,

37,9 =1,9916319.

Férmula de Taylor 475

Avaliagdo do erro

10

2738

Neste problema, interessa-nos o intervalo de extremos 7.9 8. Come 1,8° = 5,832 <79,

segue que, para todo x, 7.9 < x < §.
31,83 <ix

8

10 —=
" = 3 M =
" 57 ¥ ouf" (x}

¢, portanto,
(188 < YxB
Dai
10 |, 10 L 79=xs8
27 3«8 27-(L8)

e, portanto, para 7,9 = x < 8,

3 3
- p < - _
if(x) =< TR ix— 8
e dai
-2
F.9) - PO < —2 " <1075

8- (L8

(Observe: 81 - (1,8)8 > 1.000 = < 10_3.) Deste modo, o madulo do erro co-

1
81-(1,8)®
metido na aproximag¢io

37,9 = 1,9916319
& inferior a 107°. n

Observacfio. A escolha de 1,8 foi feita por inspecio. Poderiamos ter escolhido 1,9, pois,

10 ]
tal que

(1,9)3 < 7,9. Com a escolha de 1,8 conseguimos umM>0| M= ———
27-(1,8)

10
If* ()=
e ‘ 27 5%
temente, quanto menor o M, menor serd a majoragio para o erro. Neste problema, a esco-
tha de 1,9 seria preferfvel. Se tivéssemos escolhido 1,9, chegarfamos & conclusdo de que 0
erro cometido na aproximagdo é, em realidade, inferior a 10~ °. Observe, ainda, que, para

< Mpara 7,9 < x = 8, 0 que nos permitiu utilizar o Exemplo 2. Eviden-
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T9=x<8 E(x)= -8 <00 que mostra que 1,9916319 € aproximagio

S0 (x
3
por excesso.
Sejafderivavel até a 2." ordem no intervalo [ e seja xp € 1. Seja E (x) 0 erTo que s¢ come-
te na aproximacfo de f(x) por P (x}, onde P (x) € o polindmio de Taylor de crdem 2 de fem
volta de xg:

f (X())

F@)=flg) + 7 () (x —x9) + ~ xl* + E ().

Vamos mostrar a seguir que, para x — X, 0 erro E (x) tende a zero mais rapidamente que
{(x— xO) De fato,

Sl —
lim ——E~(L= Hm
x—>x0(x—x0) x =

Fx0) = i) x = w0) = L0 (- 2 [0]
Lo

(x = x9)?

Pela 1.% regra de L'Hospital

E@®  _ oy L= )~ 7 (x0) (x — %0)

lim 3
x—oxy (X~ xg9) X=X 2(x— xg)
I [ fl=f o) _ g (xo)}
2x- X X — Xp
=0
Assim,
lim _E® 0.
x—ax, (X — x())2
Provaremos a seguir que
PO =)+ o) =)+ L0

€ o tinico polindmio de grau no mdxime 2 que goza da propriedade de ¢ erro E (x) tender a
zero mais rapidamente que (x — xp)", guando x — x;.
Seja entdo

fO)=fap+Ax—xp) +Bx— x>+ E ()

onde

i B _g
xxy (X — xp)
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Vamos provar que

A=f"(xe B=—f”;x0).

De fato, de
E
lim (x)z—Oe im %=0
xoxy (x — xp) x =y (x — xp)
segue
lim £ B0 _,

oy (X~ xp)

€, portanto,

[f'(m)(x-mﬁ%(x—xo)?]—[A(x—xo)+B(x—xo)2]

lim 3 =0
x = xg (x — xp)
uma vez que
E(®—E ()=
:[f'(xo)(x —xp)+ i—-%ﬂ)*) (x— x0)21— [A(x— xp)+ B{x — x)?1.
Segue que
(F Gio) — A) (x — x) + (@ —B) (x — )2
lim 5 =0
x— 159 (x—xp)
daf

LF (x0) = A1+[7f";"0) - B](x— x0)
lim =0
X=Xy X = Xp

o que implica A = f ' {xp) (observe que, se tivéssemos A # f* (xp), o limite acima nio po-
deria ser zero). Assim

{—f" (i) —B](x— x0)
lim Z =0
X=Xy X — Xg

£ (x0)

e, portanto, B = >
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EXEMPLO 5. Sejaf(x) = % Mostreque P (x) = 1 +x + Péo polinémio de Taylor,
- x

de ordem 2, de fem volta de x5 = 0.
Solugdo

Basta mostrar que E (x) = f(x) — P (x) tende a zero mais rapidamente que xz, quando
x— 0.

1 2
E(x) ) - P(x) 1=, 1TETE
lim 8 = i LD iy .
x=—0 X x—0 X x—0 X
3
= lim ——— = lim —— =0,

2 3

x—=0 xX° —x t>0l—x

Outro processo. Calcular £(0), f' (0) e f" (0) e verificar que

1+x+x2:f(0)+f’(0)(x—0)+#(x—ﬂ)z. -

Dizemos que @ (x) é um infinitésimo, parax — xp, se  lim ¢{x)=0. Sgjam p(x)e

X =X
0
¢ (x) dois infinitésimos, para x — x;. Dizemos que ¢ (x) € um infinitésimo de ordem supe-
rior a de ¢, (x) se, para x — X, @ (x) tende a zero mais rapidamente que ¢| (x), ou seja, se
. X
lim E._g_.}_
x—=x; ¢ (x

= 0. E usual a notacio

¢ (x) = 0 (i) ()) parax— xq

para indicar que ¢ (x) é um infinitésimo de ordem superior a de ¢; (x), para x — x;.
Assim, sendo ¢ (x) e ¢y (x) infinit€simos para x — xg,

¢ (x)

x—=xg @1 X

=0 © ¢ (x) = 0 (¢ (x)) para x —» X

Observe que x — xp s6 € infinitésimo para x — xp; assim,
E(x)=o0(x— x)

significa que E (x) ¢ um infinitésimo de ordem superior 4 de x — xp, para x — xg.
Do que vimos anteriormente, segue que

(i) F&y=Ffxg) +F (xp) (x — xp) + olx — xp)

) FO0=flrg) +F () (v — xg) + % (= xp? + 0 ((x — 2.

Exercicios 16.2
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L. Determine o polindmio de Taylor, de ordem 2, de f em volta de x dado.

a)fx)=1n{l +x) e x=0
by f(x)=¢€* e x5 =0
ofw=3x e xp=
d f(x)= e x5 =0
f 1-a2 0
e fxy= Jx e xg=4
Nfx) =senx e x =10
) fx) =cosx e =0
2. Utilizando polindmio de Taylor de ordem 2, calcule um valor apreximado e avalie o erro.
a)ln 13 b) 44,1
¢) 3,9 d) /8,2
e) e0‘03 Hrsen0,1
g) 0,8 h) cos 0,2
3. Mostre que, para todo x,
1,3
aylsenx —x1 <= — lxl
at
2
1
b) |cos x —(1 —XTJ < — IxP.

Eal

Mostre que, para 0 << x < 1

Ose‘—(1+x+ixzj<ix3.
2 2

5. Utilizando a relacio senx = x + 0 (xz), calcule

sen x — x . 2
x =0 X

s€nx—x

a) Hm >

x>0 X

(Sugestﬁa o (x2) & um infinitésimo de ordem superior a x2, para x — 0, isto €,

2
lim 287 =o.}

x—=0 x2

6. Verifique que

2

1
ae =1+x+ Ex +o(x2)
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%2 2
bycosx=1— 7 + 0 (x7)

cysenx =x + o(xz)

Hinx=(x-1)— %(x—1)2+0((X*l)2)

~1

1
8
. — *
Seja f(x) = x% sen 2 sex#0
0 se x =0
@) Determine o polindmio de Taylor de crdem 2 de fem volta de x;, = 0.

b) Seja a > 0 um nimero real dado. Mostre que nio existe M > 0 tal que para todo x em
[0,a], 1 f" () = M.

o0

- Seja fderivdvel at€ a 2." ordem no intervalo f e seja xy € I. Mostre que existe uma funggo ¢ (x)
definida em 7 tal que, para todo x em /,

(=5’ + ¢ () (x — xp)°

fx) =f(x0) +fi (x()) (X—xo) + L_;_'_YO_)

com lim e@(x)=0.
= XU

9. Seja f derivavel até a 2.” ordem no intervalo fechado [a, b] e seja x;, € [a, b]. Mostre que existe
M > 0 tal que para todo x em [q, b].

F) — P <Mlx~ xy1?

f(o)

onde P (x) = f(xg) + £ (xg) (x — x) + = x>

(Sugestdo: verifique que a fungio ¢ (x) do Exercicio 8, com ¢ (xg) = 0, € continua em [a, b].)

16.3. POLINOMIO DE TAYLOR DE ORDEM n
Seja f derividvel at€ a ordem z no intervalo [ e seja.xg € I. O polindmio

" (n)
, X x
P = Fg) + 1 () (x — xpp + L0 2(' O () + .+ L) n'( 0) (y — g
denomina-se polindmio de Taylor, de ordem n, de f em volta de x;,.

O polindmio de Taylor, de ordem #, de fem volta de x; é 0 inico polinémio de grau no

mdximo n que aproxima localmente f em volta de xy de mode que o erro E (x) tenda a zero

mais rapidamente que (x — xo) quando x — xp. (Verifique.)
O polinémioc de Taylor, de ordem n, de fem volta de xy = O denomina-se também poli-
nomio de Mac-Laurin, de ordem n, de f.

EXEMPLO 1. Determine o polinémio de Taylor, de ordem 4, de f (x) = ¢* em volta de
X = 0.
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Solucdo
” I (4)
P =70+ Ow-0+ L2 G-or+ SO Lot L Qo
fxy=¢" =7 (0) =1
f’(x):e" =/(0) =1
ff=¢ =70 =1
frm=e o =pro) =1
o= =rPoy=1
Assim,
P(x)—1+x+lx2+ix2+lx4 [
2 3 4l

EXEMPLO 2. Determine o polindmio de Taylor, de ordem 3, de £ (x) = In x, em volta de
X = L

Solucdo
P@=sm+ 7 ma-n+L D o1+ 8 e
FE)=Inx =f(1)=0
1
== =rm=1
e
1= =srm -2
Assim,
P(x):(x—l)—l(x—l)Z+l(x—1)3. ]
2 3

Teorema. (Férmula de Taylor com resto de Lagrange.) Seja fderivdvel até a ordem
n + 1 no intervalo / e sejam x, x5 € I. Entdo existe pelo menos um ¥ no intervalo
aberto de extremos x; e x tal que

AU ¢))

RS (x—- xﬂ)n-ﬂ

fxy=Pxr+
onde

v (m
P ) =flag) + ' () (x = xg) + L0 ;"0) (= xp .+ L) nfx") (x — xp)".
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Demonstracdo. Fica a seu cargo. -

EXEMPLO 3, Seja fderivivel até a ordem n + 1 no intervalo /e seja x; € 1. Suponha que
existe M > 0 tal que, para todo x em [,

P Dy s m

Prove que, para todo x em /,

lx—xoln+l

F0 = Pl

onde P (x) é o polinémio de Taylor, de ordem r, de fem volta de x;,.
Solugdo

Segue do teorema anterior que, para todo x em I, existe X entre x e xg tal que

fHD () —
I -Pwl= |[— 1 x— x
Fo x) ‘(n+l)! X=Xy
Comoparatodoxem],lf("+1) (x) | < M, resulta
M n+ 1
[fxy—P(x)| = lx — x5 . |
f® (n+ 1! 0

EXEMPLO 4.
a) Mostre que, para todo x em [0, 1],

1 3

e* —[1+x+%x2+%x3 +...+;!x") = e xn+l
b) Avalie e com erro, em médulo, inferior a 1072,
Solugdo
@) Sejaf(x) = €. Def(x) = f' () =f" () = ... = £ 1 (x) segue que o polindmio de

Taylor, de ordem n, de f (x) = ¢" em volta de xg = 0 €
PO=1+x+~x2 L S
2 3 n!

Paraxem(0,11,0s & =f* " V) =e<s.
De acordo com o teorema anterior, para todo x em [0, 1], existe X entre 0 e x tal que

(n+l) (¥
e"—[1+x+%x2+%x3+...+~%x")=————f (¥) L

n! (n+ 1

Formula de Taylor

Assim, para todo x em [0, 1] (tendo em vista a desigualdade acima)

.l_xIIJ <
!

3
(n+ 13

n+1

1 1
e“—(1+x+—x2+—x3+...+
2 3!

byParax =1

e—(1+1+l+l+...+i)<—3 :
23 n! (n+ 1!
Precisamos determinar » de modo que

L < 10—5.
(n+1)!

Por tentativas, chega-se an = § (% << 10*5).

Assim,

oplyt, 1t 1,1, 1,1
2003 7t

e =

4t

3!

6!

8

com erro inferior a 10>

lim

Observagio. Como
n—+o (n+1)!

= 0, segue do teorema do confronto, que

lim
n -+

[1+1+i+i+...+l:\:e.
2 3

nl

Mostraremos, no proximo exemplo, que ¢ € um nimere irracional.
EXEMPLO 5. O nimero e é irracional.
Solucdo

Suponhamos que ¢ fosse racional; assim existiriam inteiros positivos a ¢ b tais que

0
Il

o | &

Para todoe natural n,

e>1+1+ l+l+..,+i(porqu€§‘?)
2 ! n!

¢, pelo exemplo anterior,

97(1+1+l+l+...+l) 3
23 (n+1)!

! n!

483
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Dai, para todo natural #,
0<3—[1+1+l+i+...+l]< 3
b 2 3

Paran > ben = 3, temos

0< ![1+1+l+l+ +l)< 3 <3
3t n! n+l 4
an! . . . )
A = — éinteiro pois n > b e b € natural.

1
B = n1(1+1+ —+ ...+ 4’) & inteiro (por qué?).
n!

Assim, A — B é um inteirc estritamente positivo e menor que e que € impossivel.

Conclusdo. O niimero e é irracional. u

No proximo exemplo mostraremos que

n

. a
lim —=0

n—+x I’l'

onde a > 0 é um real fixo. Este resultado ser4 dtil na resolugéo de alguns dos exercicios que
serdo propostos no final da se¢io.

R
EXEMPLO 6. Mostre que _lim = 0 onde a > 0 6 um real fixo.
n-—=to A,

Solugdo

Tomemos um natural ¥ tal que — <

B | =

il
N

Temos, entdo:

e, assim, para todo natural p = 1,

aP
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1 P
(N+D(N+2)...(N+p) <(3J '

N
_— a
Multiplicando ambos os membros por T vem:

(N+ p)! 2

Fazendon =N +p

N+p P N
ﬂ_<[3] a
N!

£<[1]"""£
n! 2 N!

1\t N
De lim (—J = 0, segue que

n—tee

H
. a
lim — =0,
n—+w nl

EXEMPLO 7, Mostre que, para todo x,

1

- +oc
Solucdo

Para todo x, existe x entre 0 e x tal que

1 1

lim |:1+x+lx2+—x3+.
2 3

1
Lt -——x"]:ex.
n!

1 X
ex:1+x+5x2+§x3+.,,+—xn+w--——e xrt1

n!

Sex >0, e* < e*, pois x €]0, x[, logo

1

xn+!

Como lim
n—o+ex (n+ 1)

= 0, pelo confronto,

lim [l+x+—1—x2 +...+
7n— 4o 2

e* —[1+x+lx2 R B
2 3 n!

(n+ !

xn+l

< gt -
{n + 1)

1
— x| = et
n!
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Sex <0, et < ¥ = 1, pois x € ]x,0[; logo

|x|n+l

(n+ 1)

i
eX—[1+x+lxz+—x3+...+ix") <
2 3 n!

|x|n+1

De

im =0, segue
n— -+ (n+ D!

1
lim [1+x+ix2+Vx3+...+ix"):ex.
B+ 2 3 n!

Fica provado, assim, que, para todo x,

. 1 1
eX¥ = lim [1+x+—x2 +lx3+‘..+—x”}.
n— oo 2 3 n!
Esta igualdade € usualmente escrita na forma
1
JRSDIIE UV SR N S N
2 3 n!

EXEMPLO 8. Mostre que, para todo x,

2n+2
ex27(1+x2+lx4+ix6+...+lx2"]S X :
2 i n! (n+1)!
Solucdo
Pelo exemplo anterior, para todo x = 0,
e ntl
ex—(1+x+lx2+~l~x3+‘..+ix"JSe" al :
2 3 nt (n+ 1!

Como, para todo x, ¥% = 0, resulta, substituindo na desigualdade acima x por P

1 2Zn+2

e —[14 22 +lx4 +ix(’ + .+ =2
2 3 n!

2 X )
(n+ 1)

= e

Para discutir o préximo exemplo, vamos precisar antes estabelecer uma desigualdade para

b
integrais. J4 vimos que, se f for contfnua em [a, ] e f(x) = 0 em [q, b], entdo J. f(x)dx=0.

Segue desta desigualdade que, se fe g forem continuas em [a, b] e f(x) < g (x) em [a, b}, entdo

b b
_[ Ax)de= j g (x) dx. (Verifique.)
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Suponhamos, entdo, f continua em [a, b]; assim, | /1 também é continua em [a, b] e temos
para todo x em [a, B,

SISO
dai,
b b b
—_[ £ ()l e < L FlOdes L | £ (o)l dx
logo

b b
|J' f(x)dxlsj £ () | dx.
a a
1 _
EXEMPLO 9. Calcule _[ ¢*% dx com erro, em médulo, inferior a 10 .
0

Solugdo

Paraxem [0, 1], ex2 = ¢ < 3. Segue entiio do exemplo anterior que, para todo x em [0, 1],

2r+2
e’ —(1+x2+Lx4+...+ix2”] 3=
2 n (n+ 1)
Temos:
1 1 1
j ex aix—I [1+x2+ix4+...+i 2")dx s_[ e _(1+x2+ix4+
0 0 2 n! 0 2
1 2n+2
+...+ix2") dxsj SRt
n! 0 (n+1)!
Como
1 2n+2
J‘ 3x dre = 3
0 (n+ 1! 2n+ 3N H+ D!
resulta
L) 1 1 1 3
x alx—j 1+ 2+——x4+...+—x2")dx € —
“oe 0( ) nl 2n+3) (n+ 1)

Por tentativas, chega-se que, paran = 7,

3 oS,
2n+ 3+
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Assim,

1 1
j e’ deJ. (1+x2+lx4+ix6+.“+Lxl4)dx
0 0 2 3!

com erro, em médulo, inferior a 1077,

Exercicios 10.3

1. Determine o polindmio de Taylor de ordem 5 em volta de xy dado.

a)f(x) =senx e x=0
b fx) =cosx e xp=0
cHfxy=1Inx [ xg=1
dfe=x e x=1
Afx)=(1+xn" e Xg = 0, onde a # 0 é um real dado.

2. Sejam xr um natural impar e f (x) = sen x. Mostre que, para todo x,

x x —Q x
senx—| x——+—— . +F(-) 2 —

3 5 nel g |xln+2
= —
31 5! n! (n+ 23!

3. Avalie sen 1 com erro, em médulo, inferior a 1075. (Sugestdo: utilize o Exercicio 2.)

4. Mostre que, para todo x,

3 5 2n+1
sen x = lim x—x—+x——...+(—l)"x—
n—+w 3t St (2n+1)!
ou
R
senx=x —— + — —

—+
3 st T

5. Calcule um valor aproximado com erre, em médulo, inferior a 1072,

1 1
Q) J sen x2 dx B) j e dx
0 0
6. Mostre que, para todo x,

2 4 6 2n
cos x = lim [1i—+x——x—+...+(—1)" a }

n -3 4w 2 4! 6! 2n)
ou
X2 xt xS
cosx=1—-—+——-——+
2 4! 6!
. 3 M 17f”+1
7. a)y Verifiqueque t +¢+¢"+ ... +1 = —1— (t # 1). Conclua que, se | £ << 1,
-t

1
Hm (14412 +.. + )y =——
n—>+wx 11—t
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ou sgja,

=1l+r+2+ .+ +
1—¢
b) Verifiqueque 1 — 1+ £ — £ + ... + (—=1)" #* é o polinémio de Taylor, de ordem n, de

em volta de 0.

1
e (e R S EAEY CH YL
. 1+1¢
Sugestdo: Mostre que  lim =0.
10 "

¢) Mostre que & fungdo E (f) dada por

1
1+1

Sl—t+2 P+ (- EWD

écontfnuaem ] —1, +o [,
d) Mostre que, para tedo x > —1,

2 3 4 n+1 x
X X
MG+ D=x—- —+ - (-1
23 4 n+1

X1
(Sugesrﬁo: In(x+1)= j dr ]
0 1+

2 13 4 n+1

Verifiqueque x —— + — - — + ...+ (—1)*
¢ aued 2 3 4 b n+1

ordem n + 1, de ln (x + 1) em volta de .

¢ o polindimio de Taylor, de

8. Determine ¢ polindmio de Taylor, de ordem 5, de g (x) = arc tg x em volta de 0.

9. Seja f(x) = ] T

+ x

@ Mostre que P (1) = 1 — &> + x* — & + & — 219 ¢ 0 polinémio de Taylor, de ordem 10, def

em volta de x; = 0. (Ndo € necessdrio calcular as derivadas de f'!!)
b) Mostre que a fungdo E (x) dada por

1
1+ x2

:1—x2+x4—16+x8—xm+E(x)

é continua em R.

¢) Olhando para o polindmio do item (a), caleule £ (0), 7' (0), f'"' (0) etc.
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10. Determine o polindmio de Taylor, de ordem 11, de & (x) = arc tg x em volta de x; = 0.

X

1
[Sugeszdo: arc tg x = j ——— 4t ¢ utilize o Exercicio 9.] “
0 141 _ l 7

11. Sejafix) = (1 + x)% onde @ # 06 um real dado. Determine o polinémio de Taylor, de ordem
n, de fem volta de xp = 0 e d& a expressdo do erro em termos da derivada de ordem 7 + 1.

ARQUIMEDES, PASCAL, FERMAT
E 0 CALCULO DE AREAS

17.1. QUADRATURA DA PARABOLA: METODO DE ARQUIMEDES

Um dos criadores do Calculo Diferencial e Integral foi o grapdf: mateméitico grego Ar-
quimedes, que viveu no século 3 a.C. em Siracusa. Uma de suas indimeras descobc::rtas foi a
férmula para o cdlculo da drea de um segmento de pardbola. Nosso~0bjetlvp aqui € obter tal
férmula seguindo o raciocinio rigoroso de Arquimedes. Vamos entio considerar o segmen-
to de parabola limitado pela pardbola y = x” e pela corda AB.

e

g+ 2m) +a)2

a atm a+2m

Fig. 17.1

Lembrando que em um trapézio o segmento que liga os pontos médios dos lados néo-
(a+ 2m)? + a? )

paralelos é a semi-soma das bases, resulta que a ordenada de M é 2




492  Um Curso de Cdleulo — Vol. 1

Pela Fig. 17.1,

_ '(a +2m)? + a2|

5 — (a +m.
Ou seja,
(OK?)

A altura do trifingulo AMN em relago & base MN & m. Também, a altura do tridngulo BMN
em relagiio 4 base MN é m. Como

MN = m?

altura em relaco i base MN = m

segue-se que a soma das dreas dos tridngulos AMN e BMN é:

2
me - m m
+ =m

drea AAMN -+ drea ABMN =

Portanto, a drea do trifingulo ANB é m>. Vamos destacar este resultado

Area do trifingulo ANB = 7’

Vamos entdo ao cdlculo da drea do segmento parabélico, A seguir, suporemos A coinci-
dindo com a origem do sisterna de coordenadas.

o bi2 b

Fig. 17.2
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Na Fig. 17.2, o valor de m é b/2. Assim, a 4rea T do tridngulo ANB & (h/2)° = b/,

3
Area do trisngulo ANB = % =T

A drea do tridngulo ANB é uma primeira aproximagio para a drea do segmento parabd-
lico ANB. Vamos melhorar esta aproximacgio. Vamos somar a esta 4rea as areas dos trin-
gulos AN;N e NN,B (Fig. 17.3).

Area AN|N = Area NN,B = (0/4)° = 57164

Segue-se que

Area AN|N + Area NN,B = 5°/32 = T/4.

Observe que a soma das dreas dos trifingulos AN |N e NN,B é exatamente um quario da
drea T do tridngulo ANB.

Assim,

T+ Z:T[Hl]
4 4

¢ uma segunda aproximacio, ¢ melhor, para o nosso segmento
parabdlico.

N

= N,
0 biA b2 364 b

Fig. 17.3

Dividindo, agora, o intervalo [0, ] em 8 partes iguais e somando-se as dreas dos novos
tridngulos obtidos, verifica-se que a soma dessas novas a’.rca3s é b”/128, que é exatamente
um quarto da drea anteriormente acrescentada, que era de b7/32.
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Assim,

r+ Ly L =T[1+l+ij
4 42 4 4

¢ uma terceira aproximagio, e melhor, para o nosso segmento
parabdlico.

Continuando o raciocinio acima, € razodvel esperar que a f6rmula para o cilculo de tal
drea seja:

Area do segmento parabdlico = T (1 + _ZII + 4% + )

Entdo, para chegar i férmula para a drea do segmento parabdlico, é sé calcular a somada .

= P L L] 4
progressio geométrica infinita de primeiro termo | € razdo 7 que sabemos ser 3 (De

acordo?) S6 que Arquimedes ndo trabalhava com limites infinitos. Para chegar i férmula

c 4
Area do segmento parabdlico = —T,

Arquimedes primeiramente utilizou o seu METODO de descoberta: verificou “por meio de
uma balanca” gue o pese do segmento de pardbola era exatamente quatro tergos do tridn-
gulo ANB (veja referéncia bibliografica 1 no final do capitulo). Em seguida, admitiu que o

4 . "
valor da drea era —T e, por uma dupla redu¢fo ao absurdo, provou a sua veracidade. E o
que faremos a seguir. Temos

=43t 3,4 3.3 1
4 4 4 4 4T 4 47 42
Continuando o raciocinio acima, obtém-se
=223 .3, 3 .1
4 42 43 47 4n

Somando 3 aos dois membros, em seguida dividindo por 3 e por dltimo multiplicando os
dois membros por 7, resulta

O objetivo € entdo provar que a drea do segmento parabélico ANB é %T. A prova serd

feita em duas etapas: na primeira, prova-se que a drea do segmento parabélico ndo pode set
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4 . s !
menor que 3 T, e na segunda, que a drea do segmento parabdlico nio pode ser maior que

4
i T. Indicando por § a drea do segmento parabélico, serd provado entdo que § = 3 T.
3

Para a prova da primeira etapa Arquimedes utilizou o seguinte postul:ado: YA difere_nga
pela gual a maior de duas dreas excede a menor pode, sendo somada a si mesma re;fetldas
vezes, exceder qualquer drea finita dada”, cujo enunciado moderno é: “Dados os niimeros
reais X € y, com X = 0, existe um natural m tal que mx > y”, que nada mais € do que a nossa
conhecida propriedade de Arquimedes.

Para a prova da segunda etapa, Arquimedes utilizou as duas seguintes propriedades:

L “Dadas duas grandezas distintas, se da maior subtrai-se mais que sua metade, do res-
tante mais gue sua mefade, e assim por diante, acabard restando uma grandeza menor
que a menor das grandezas dadas.” ) X

II. “A reta tangente &Zpardbola y=3x"no poznto de al?scissa a + m é paralela i corda de
extremidades (a, a™) e (@ + 2m, (a + 2m)).” (Verifique.)

Observe que a area do tridngulo XYZ € maior que a metade do segmento parabdlico XYZ.
(Vocé concorda?)

4
PROVA DA PRIMEIRA ETAPA. (§ < gT )

4 .
Suponhamos por absurdo que § < %T. Assim, ?T — § > 0. Pela propriedade de
Arquimedes, existe um natural n tal que
347 (%T*S} >T
e, portanto,

T -5 .
3 3-47
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Dai,
iT T =S
3 347
Ou seja,
relel o T LT
4 4 43 4n
que ¢ contradicdo, pois para todo n
T T T T
T+ — t—s =t < 8. (Vocé concorda?)
4 4 4 47

PROVA DA SEGUNDA ETAPA. (S > %T)

4 . . .
Suponhamos, agora, § > ?T' Das propriedades I e IT acima, existe um natural  tal que

s (re T Do D s 4y
4 42 4n 3

e, portanto,

s-(T+£+l2+...+1)<s— T+l Lo s L T
4 4 47 4 42 47 3.4n

Segue que

PR AR S Y AU S
4 42 4n 4 42 4n 0 3.4n

que ¢ uma contradigio.

. P . 4
Se a 4rea do segmento parabdlico néo pode ser maior e tampouco menor que 3 T, resul-

ta que tal drea € exatamente 3 T. Em conseqiiéncia, a drea da regido limitada pela parabola
. . b3
y= x2, O=sx=b,peloeixoxepelaretax = b é 5

17.2. PASCAL E 0 CALCULO DE AREAS

Pela formula de Arquimedes para a drea de um segmento de pardbola, segue, como vi-
mos na seg¢iio anterior, que a 4rea da regido limitada pela curva y = x°, 0 < x < b, pelo
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b . .
egixoxepelaretax =bé 3 Passados quase dois mil anos dessa descoberta de Arquimedes,

Bonaventura Cayalieri (1598-1647) interessou-se pelo célculo da drea da regido limitada

pelacurvay = x°, 0 =< x =< b, pelo eixo x e pelareta x = b, com k = 3 e natural. Utilizando
k+1

o seu método dos indivisiveis, Cavalieri provou, para k de 3 até 9, a férmula z T

drea de tal regifio e afirmou que a férmula era vilida para todo k. Nesta se¢fio, utilizando as
idéias de Blaise Pascal (1623-1662), vamos mostrar como chegar rapidamente e de forma
maravithosa a esta férmula, e na préxima seg¢do veremos como Fermat brincou com esse
problema.

Para se chegar & formula, divide-se o intervalo [0, b] em n partes iguais e considera-se a

para

k
soma S(n) das dreas dos retingulos de base Ll e altura [l—j ,parai = 1,2, ..., n (Fig.
n n

17.5).

E, portanto,

Bk t1
Stm) = T M+ 25+ 30+ L+,
n

Indicando por S a soma lk 42k 3k + ...+ nk, resulta

gkt 5
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Sk
nktl
se faz utilizando a identidade de Pascal, que estabelece uma relacdo entre as somas Sy, S,
.--» Sy € que serd obtida a seguir (veja p. 266 da referncia bibliogréfica 2 deste capitulo).

Primeiro, vamos relembrar a férmula para o desenvolvimento do bindémio de Newton,
Chamames de bindmio de Newton a expressio (4 + B)". Observamos que, no tempo de
Pascal, tal expressio ndo era, ainda, conhecida como bindémic de Newton; alids, na época
em que Pascal estava pensando nesse assunto, Newton deveria estar com mais ou menos 12
anos de idade. Temos

Para resolver o problema, basta determinar o limite de para n tendendo a +<=. E isto

A+ B)E =42+ 248 + B,
(A+B°=A>+3AB+3AB* + B°

e, de modo geral,

A+Bf=4*+ [’{]A"*IB+ (;)Ak—282+‘..+ [QAI‘_PBP-F...+ [k k IJAB"*WB"

onde (;] € o coeficiente binominal de ordem (k, p) e é dado por

-
p pitk — py’

k . P .
Observamos que (p nada mais é do que o nimero de combinacdes de k elementos toma-

dos p a p. No final da segéio, utilizando o principio de indugdo finita, que foi praticamente
estabelecido por Pascal (veja p. 265 da referéncia bibliogréfica 2 deste capitulo), provare-
mos a férmula para o desenvolvimento do bindmio de Newton.

Para obter a identidade de Pascal, vamos trocar k por & + 1, fazer B = 1, substituir A

sucessivamente por 1, 2, 3, ..., n €, em seguida, somar membro a membro as igualdades
obtidas.
A RS UR i Lt TSI LA FE RN L (TS
| k—1 k
@+ Tloktly (k;’ljzk T (ifijﬂ + ["‘Z‘)zﬂk“

m+ D =gt [kTIJnk o+ (:fﬂnz + (kzl)n+lk+l

Somando membro a membro as igualdades acima e observando que (1 + l)k +1
na primeira linha e 2k 1, 2+ l)k +1 (ambos na segunda linha) e 3% L na terceira linha, ...,

(fh— 1)+ l)k *lha pemiiltima linha e »' * 1 pna dltima linha podem ser cancelados, resulta

(n + 1)k+1: 1+ {k_;l)sk + (k;I)SkVI'F... + (ifi)s& + (kzl)SI'FI’I
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que ¢ a identidade obtida por Pascal.
Da identidade acima segue que, para k = 1,

(n+1%=1+ (ﬂslm

¢, portanto (lembrando que ﬁ) =2,

_m+DEP—(+n) _ (ntbhn  niin

S
! 2 2 2

Parak = 2,

m+ 17 =1+ @Sz + stl +n

E assim por diante.

Logo, §; é um polinémio de grau 2 na varidvel n. Observe que S, nada mais é do que a
soma da progressio aritmética 1, 2, 3, ..., n. Como §; € do grau 2, pela identidade acima, S,
serd do grau 3 na varidvel n. Fica a seu cargo verificar que §3 ¢ ym polinémio de grau 4 na
varidvel n e, de modo geral, S; é um polindmio de grau k + 1 na varidvel n. Esta observa-

o hY
¢do sobre o grau de §; serd fundamental no cilculo do limite de -k-kq para n tendendo a
n

infinito, € € esta observacio que, para mim, torna lindo o método de Pascal. Espero que
vocé concorde comigo! Vamos, entdo, ao cilculo do limite mencionado achal.
Primeiro, vames dividir os dois membros da identidade de Pascal por . Temos

m+DFTL 1+n E+1Yy Sy E+1Y Sk—1 k-1 8
nF Tl - kT + 1 nk+1 + 2 akt1 Tt k=1, jk+1 +

k+1 Y]
*( & )nkﬂ'

De
(n+])k+[ B (ﬂ+1]k+1 3 (1+i)k+l
nkt1 n n
segue que
4+ el
m 2D
n—x n

Como os graus de Sy — 1,5, — 2, ..., 52 € 5 sfio, respectivamente, k,k — 1, ...,3e 2, e 0 grau
den T ek + 1, segue que ¢ limite, para s tendendo para infinito, de

Se—1 Si-2 S . 5
U R e e =
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+
é zero. (Vocé concorda?) Como (k 1 1) =k + 1, resulta

. Sk 1
lim = —
nes® nkt1 k+1
Conclusio:

lim S¢v = Lim B!

n—w n—« nk+1

k+1'

Observamos que S(n) é uma aproximacfo por excesso da drea da regido limitada pela
curvay = £osx<p, pelo eixo x e pela reta x = b. Por outro lado,

k k k b IEIYAN.
s(n) = 3(9) + E(EJ +£(£) +...+ —[—m_(n ) )
r\n n\n nn n n
(veja Fig. 17.6) € uma aproximagio por falta da drea em questdo. Procedendo-se de forma
andloga, prova-se que

k+1 .
lim s(ry= 22 (Verifique.)
nose k+1
e
)‘=.\’k — Myg

TN

L wﬁg s.e s mw
i & (i —1b (n—Db &
n n n n
Fig. 17.6

Fica assim estabelecida, pelo método de Pascal, a férmula para o cdlculo da drea acima
mencicnada.

A seguir, utilizando o principio de indugio finita, vamos provar a férmula para o desen-
volvimento do bindmio de Newton. Antes porém vamos estabelecer tal principio. No que
se segue, P(k) indicard uma proposicio (que pode ser falsa ou verdadeira) associada ao natural k.
Por exemplo,

4
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%>k
k+1=k
I+2+3+.”+k=£&§2

50 proposigdes associadas ao natural £. Qual o menor mimero possivel de condigdes que
devemos impor a P{k} para que P(k) seja verdadeira para todo natural £ = « (a natural)?
Evidentemente, a primeira condicfo a impor é que P(k) seja verdadeira para k = a. Supo-
nhamos, além disso, que para todo k = a

Pky = Pk + 1).
Sendo entdo P(a) verdadeira e como

Pla) = Pla+ 1),
resulta que P(a + 1) serd também verdadeira.

Pla+1)= Pla+2)

logo, Pla + 2) também serd verdadeira. Prosseguindo com este raciocinio, & razodvel que

se conclua que P(k) seja verdadeira para todo £ = a. Quem nos garante que isto realmente
acontece € o principio de inducdo finita, cujo enunciado € o seguinte:

Principio de inducfio finita (PIF). Sejam a um ndmero natural dado e P(k) uma pro-
posiglio associada a cada natural k, k = a. Suponhamos que

(iy P(k) seja verdadeira para k = a;
(ii) para todo natural k = a

Py = P(k+ 1.

Nestas condigdes, P(k) serd verdadeira para todo natural k = a.

Para a prova da férmula do desenvolvimento do bindémio de Newton, vamos precisar,
ainda, da seguinte propriedade dos coeficientes binomiais

k + B Y_(k+1

2l p+1 p+1
ecuja veriﬁcagéb deixamos a seu cargo. Vamos entiio a prova de que para todo natural k, k = 2,
P(k) & verdadeira onde P(k) é a proposigdo

m—fo::Ak+(ﬁjAk_lB-¥(§)Ak-sz+‘”-k[ﬁ)Ak_po+.n-+Bk

Para k = 2 a férmula é verdadeira, pois,

2

m+3f:A?+MB+Bz=A?+&

)AB + B~
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Provemos entdo que P(k) = P(k + 1). Para isto, basta multiplicar os dois membros de P(k)
por A + B. Multiplicando o segundo por A e, em seguida, por B e utilizando a propriedade

k k
dos coeficientes binomiais acima (e lembrando que 1 = (Oj = ( k)) resulta:

Eyorev1 o (% 4k Eyk+1-ppp +(k) ko4
(OjA + 1AB+..‘+ pA B + ... kAB

kN ik k Yik+1-ppp [ k
[ e

k k+1
k_l)AB +8B

ARy (k_;lekB +o (k;l)Ak“_PBP +o+ [kzl)ABk + Bt

cuja soma é exatamente 0 desenvolvimento do bindémio de Newton (A + B)k 1 Portanto,
para todo k = 2, P(k) = P(k + 1). Fica, assim, provada a férmula do desenvolvimento do
bindmio de Newton para todo natural &, k = 2.

17.3. FERMAT E 0 CALCULO DE AREAS

pk+1
1 para o cdlculo da

Vejamos como Pierre de Fermat (1601-1665) obteve a férmula

drea limitada pela curvay = xk 0 <= x = b, pelo eixo x e pela reta x = b, k natural. Fermat
procedeu da seguinte forma: consideron um nimero E, como 0 < E < 1, e dividiu o inter-
valo ]0, ] em infinitos subintervalos da forma

L IbE' BET TN, ... [bE>, bER, [BE>, bEL, [bE, b).

Observe que b, bE, bE-, bE3, ..., BE - 1, bE', ... 6uma progressio geométrica de razio E
e que E' tende a zero para i tendendo a infinito, pois 0 << E <C 1.
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A drea do retanguio R ; dadopor bE '=x<bE' " 0=y = @E " hHke
areaR, = bE ‘T — EFEM T D = pR Tl —pyEf T T = 1,2,3,
Segue que as dreas dos retdngulos R, formam uma progressio geométrica de primeiro termo

~ + . .
pt l(1 — E) e razdo EX T L Antes de prosseguir, vamos relembrar as férmulas para as
somas dos termos da progressdo geométrica finita e infinita de razfo ¢ e primeiro termo 1:

g S
l+g+@+d+. . +g=120"
1—¢
(verifique por indugdo finita) e para 0 < g < 1
1+q+q2+q3+.,.+qk+...=——l :
1—¢
Fazendog = E k+1 asoma das dreas dos retingulos R; €
k+1
K+l _ 2 i _TA-E)
b -1 +g+gq +...+q+...)—W~
De
_ pk+l
1+ E+E+ B+ .+ b= 12
1—-E
resulta
bk+]

soma das dreas dos retingulos R; =

1+E+E2+ . +EF

Observamos que a soma das dreas dos retdngulos é uma aproximagéo por excesso da drea

da regifio em questdo € que quanto mais proximo de 1 estiver E melhor serd a aproximac3o.

Para E tendendo a 1 (em verdade, Fermat simplesmente substituia £ por 1 na soma acima),
k+1

T Nada mudaria se em vez de considerarmos aproximagao

a soma acima tenderd a

por excesso considerdssemos aproximagao por falta.
Vocé gostou? Se gostou mesmo, verifique que o método de Fermat continua vilido mes-
mo quando k é um nimero racional! Mas se vocg gostou muito mesmo, utilizando a pro-

gressdo geométrica 1, E, Ez, E3, ...,com E > 1, e supondo & natural, k = 2, mostre que a

. x i . 1 . .

area da regido limitada pelo graficodey = —-. x = 1, peloeixo xepelaretax = 1 € dada
x

pela férmula
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Bem, por volta de 1670, Sir Isaac Newton (1642-1727) j4 estava calcutando a drea soba

curvay = gx"", para x de 0 a.x, vtilizando a primiriva z = axrmin da funedo. O

m-+n
Teorema Fundamental do Cdlculo estava nascendo, e o Calculo Diferencial e Integral,
nas méos de Newton, se consolidando. (Veja referéncia bibliogrifica 2, abaixo, p. 290.)
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Apéndice
1

PROPRIEDADE DO SUPREMO

Al.1. MAXIMO, MINIMO, SUPREMO E INFIMO
DE UM CONJUNTO

O objetivo desta segdo € introduzir os conceitos de que necessitaremos para enunciar a
propriedade do supremo. Como veremos, é esta propriedade que diferencia R de ; é, ain-
da, esta propriedade que torna o sistema dos nimeros reais uma cdpia perfeita da reta. O
enunciado de tal propriedade serd objeto da proxima sego.

Seja A um conjunto de nimeros reais. O maior elemento de A, quando existe, denomina-
se mdximo de A e indica-se por mdx A. O menor elemento de A, quando existe, denomina-
se minimo de A e indica-se por min A.

Dizemos que um ndmero 2 € uma cota superior de A se m for méximo de A ou se m for
estritamente maior que todo nimero de A. Diremos que m & uma cota inferior de A se m for
minimo de A ou se m for estritamente menor que todo nimero de A.

EXEMPLO 1. Seja A = {1, 2, 3}. Temos:
a) 1 é o minimo de A, 1 = min A; 3 é 0o méximo de 4, 3 = max A.

b 3, ? 100 sdo cotas superiores de A.

) 1,0, —% sAo cotas inferiores de A. n

EXEMPLO 2. SejaA = {x € RI1 =< x <2}, Temos:

a) 1 = min A.
+2

+
b)Paratodor € A, 22—2 também pertence aA e ¢t < d (verifique).

Assim, para todo f em A, existe um outro niimero em A que é estritamente maior que £,
logo, A nfio admite miximo.
¢) Todo nimero m < 1 é uma cota inferior de A.
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d) Todo nimero m = 2 & uma cota superior de A. n

Um conjunto A pode ndo admitir maximo; entretanto, poderd admitir uma menor cota
superior. Por exemplo, o conjunto

A={xeRI1=x<2}
nfio admite maximo, mas admite uma menor cota superior que € 2,

A menor cota superior de um conjunto A, quando existe, denomina-se supremo de A e
indica-se por sup A.

E claro que se A admitir maximo m, entdo, m serd, também, o supremo de A. Entretanto,
A poderd nio admitir méximo, mas admitir supremo; por exemplo, o conjunto A acima nio
admite miximo, mas admite supremo 2 : 2 = sup A,

A maior cota inferior de um conjunto A, quando existe, denomina-se irfimo de A e indi-
ca-se por inf A.

Se A admitir uma cota superior, entio diremos que A € limitado superiormente.

Se A admitir uma cota inferior, diremos que A € limitado inferiormente.

Exercicios Al.1

1. Determine, caso existam, 0 mdximo, minimo, supreme e {nfimo.

HA=(xERI-3=x=4) Ha={xERI-3<x<4)

AdA={xeRIx<5}

DA={zeRIZ2<p
x+3

HA={xERIx=2)

PA=(xERIIx—11>1}

BWA={— _1neEN
n+1

2. Assinale os conjuntos do Exercicio 1 que sdo limitados superiormente.

9A={-3,-1,0,21}

2
x
3 A= { 5.2 lx € R} ¢ limitado superiormente? Por qué?

X

A1.2. PROPRIEDADE DO SUPREMO

Admitiremos a seguinte importante propriedade dos ndmeros reais.
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Propriedade do supremo. Tode conjunte de nimeros reais, ndo-vazio e limitado su-
periormente, admite supremo.

Pelo fato de R satisfazer a propriedade do supremo, diremos que R é um corpe ordenado
completo. Os teoremas centrais do célculo dependem desta propriedade de .

Uma consegiiéncia importante da propriedade do supremo ¢ a propriedade de Arquime-
des.

Propriedade de Arquimedes. Se x > 0 ¢ y sdo dois reais quaisquer, entio existe peio
menos um nimero natural » tal que

X >y

Demonstracdo

Suponhamos, por absurdo, que para todo natural 1, nx << y; consideremos entfio 0 con-
Junto

A={nxIlne N}L
A é ndio-vazio (1 - x = x € A) e limitado superiormente por y, logo admite supremo. Seja
s o supremo de A. Como x > 0, s — x < s; assim s — x ndo € cota superior de A (por qué?);
logo existe um natural m tal que
5§ —x < mx
e daf
s<(m+ Dx

que é uma contradigo, pois 5 é o supremo de A ¢ (m + 1) x € A. Deste modo, supor nx <y
para todo natural # leva-nos a uma contradi¢o, logo, nx > y para algum natural 2. n

O préximo exemplo exibe-nos duas conseqiiéncias importantes da propriedade de Ar-
quimedes.

EXEMPLO

1
) Para todo x > 0, existe pelo menos um natural » tal que — << x.

n
b) Para todo real x existe pelo menos um natural # tal que n > x.
Solugdo

1
a)y Como x > 0, por Arquimedes, existe um natural » tal que nx > 1 e, portanto, ; < X,

(Observe: nx > 1 =n # 0).
b) Como 1 > 0, por Arquimedes, existe um natural » tal que n > x. [ ]
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A propriedade que apresentaremos na proxima secdo ¢ uma outra conseqiiéncia impor-
tante da propriedade do supremo e serd utilizada varias vezes no texto,

Exercicio Al2

Prove que se A for ndo-vazio e limitado inferiormente, entdo A admite infimo.

A1.3. DEMONSTRACAO DA PROPRIEDADE DOS
INTERVALOS ENCAIXANTES

Seja [ay, byl. [ay. 21} [an, o], ... La,, b, ], ... uma segiiéncia de intervalos satisfazen-
do as condigdes:

() lag, bg) D [ap. by) D [az. b1 ... D a, b,1D ...
(ou seja, cada intervalo da segiiéncia contém o seguinte);

(ii) paratodo r > 0, existe um natural » tal que
b,—a,<r
(ou seja, 3 medida que n cresce, o comprimento do intervalo [a,, b,,] vai tendendo a zero).

Nestas condi¢es, existe um iinico real « que pertence a todos os intervalos da segiién-
cia, isto &, existe um Unico real a tal que, para todo natural n, ¢, < @ < b,

a
[ r [ b 17
L L L J J J
a2 a, ay by, b, by
Demonstracdo
A = {ag, a;, a5, ..., a,, ...} € ndo-vazio ¢ limitado superiormente, pois todo b,, € cota

superior de A. Assim, A admite supremo; seja & tal supremo. Como a é a menor cota supe-
rior de A, para todo natural 7 temos

teremos, para todo a,
la—Blsb, —a,
Tendo em vista a propriedade (ii), para todo r => 0,
la—Bl<<r

Logo, o = 3 (por qué?). ]
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Al.4. LIMITE DE FUNCAO CRESCENTE (OU DECRESCENTE)

Sejam f uma funcio € A um subconjunto do dominio de f. Dizemos que f € limitada su-
periormente em A se existir um ndmero real M tal que, para todo x € A, f(x) < M.

Por outro lado, dizemos que f € limitada inferiormente em A se existir um nimero real m
tal que, paratodox € A, f{x) = m.

Teorema Seja f uma fungio definida e crescente em la, (.
@) Se f for limitada superiormente em ]a, b[, entio

lim f(x)= L, L finito,

xr— b
comL=sup {f(x)IxE]a b[}.
b} Se f ndo for limitada superiormente em |4, b{, entio

lim f(x}=-+ oo

x—=b

Demonstracdo

a) O conjunto { f(x) ! x € 1 a, b [ } é ndo-vazio e limitado superiormente, logo, admite
um supremo L. Dado, entdo € >> 0, existe um x, € | a, & [, tal que, L — € < f{x) = L. Dai,
para todo x em |x;, b{, tem-se

L—e<f(xp=sfx)ys=sLl<L+e
ou seja,
L—-e<f(x)<L+ e
Logo,
lim f(x)=L
x—= b7

b) Como f ndo € limitada superiormente, para todo M > 0 dado, existe x; € ]a, b[, tal

que f (x|} = M. Pelo fato de f ser crescente, tem-se, para todo x € 1x), bl
fly>=M

ou seja,

lim f(x)=+ e, u
x—=b"

Fica para o leitor enunciar e provar teorema anilogo para o caso de fser decrescente em
la. B[
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Conforme as palavras seguintes de Richard Dedekind (1813-1916) em seu livro Essays
on the theory of numbers, arazio que o levou a definigio de nimero real (veja Apéndice 6)
foi exatamente o teorema anterior.

“Minha atengfio voltou-se primeiramente para as consideragdes que constituem o assun-
to deste folheto no outono de 1858. Como professor na Escola Politécnica em Zurique, vi-
me pela primeira vez obrigado a dar aulas sobre os elementos do célculo diferencial e senti
mais agudamente do que nunca g falta de um fundamento realmente cientifico para a arir-
mética. Ao discutir a nogfo de limite e especialmente ao provar o teorema segundo o qual
toda magnitude que cresce continuamente, mas ndo além de todos os limites, deve certa-
mente se aproximar de um valor finito, tive que recorrer a evidéncias geométricas. Mesmo
agora, esse recurso a intui¢io geométrica numa primeira apresentagiio do calculo diferenci-
al, eu 0 vejo come extremamente dtil, do ponto de vista didatico, e até mesmo indispensdvel
se nao se quer perder muito tempo. Mas ninguém pode negar que essa forma de introdugio
ao cdlculo diferencial ndo pode se pretender cientifica. Para mim, esse sentimento de insa-
tisfaclio foi tdo esmagador que mantive a firme intengio de continuar refletindo sobre a
questdo até encontrar um fundamento puramente aritmético e perfeitamente rigoroso para
os principios da andlise infinitesimal.” (Dover Publications, Inc., Nova York.)

Apéndice
2

DEMONSTRACOES DOS
TEOREMAS DO CAP. 5

A2.1. DEMONSTRACAO DO TEOREMA DO ANULAMENTO

Teorema (do anulamento). Se f for continua em {a, b] e se f(a) e f () tiverem
sinais contrarios, entdo existird pelo menos um ¢ em [a, b] tal que f(c) = 0.

Demonstracdo

Para fixar o raciocinio, suponhamos f (@) << 0 e f(b) > 0. Fagamos a = ag e b = by; seja
¢y © ponto médio do segmento [ap, by ). Temos
a . b
a <0 bo

Suponhamos f{cq) < 0 e fagamos ¢y = a e by = b|. Temos f(a)) < 0ef(b)) > 0. Seja
¢ o ponto médio do segmento [ay, b ]. Temos
3 )
a ¢l b

Suponhamos f (¢|) = 0 e fagamos q; = a, € ¢ = by. Assim, f(ay) < Qe f(by)} = 0.
Prosseguindo com este raciocinio, construiremos uma seqiiéncia de intervalos

Sflcg) <Oouficy = 0.

Flep <0oufc) = 0.

[ao, bo] ] [ﬂl, b]] 2 [02, bz] 2---2 [an, bn] Do

que satisfaz as condigdes da propriedade dos intervalos encaixantes e tal que, para todo x,

@ flay) <0ef(b,) = 0.
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Seja ¢ o dnico real tal que, para todo n,

= =
a,<sc=bh,

As segiiéncias de termos gerais a,, e b, convergem para ¢ {verifique). Segue, entdo, da
continuidade de f, que

@ lim fla,)=fc)e Lm f(b,) = f(c)
H -+ n—to
Segue de M e de @ que

fley=0ef{c)=0

e, portanto, f (¢} = 0. N

A2.2. DEMONSTRACAO DO TEOREMA DO
VALOR INTERMEDIARIO

Teorema (do valor intermedidrio). Se for continua no intervalo fechado [a, b] e se
v for um real compreendido entre f (@) e f (), entdo existird pelo menos um ¢ em
[a bltalque f(c) = .

Demonstracao
Para fixar o raciocinio, suponhamos f {#) << y < f (b). Consideremos a funcao
g =Ffx)— vxemia b].
Como f € continua em [ g, 5], g também o &; temos, ainda
gl@=flay—rvy<0eg®=fb)—v>0.

Pelo teorema do anulamento, existe ¢ em [a, b] tal que g (¢) = 0, ousegja, f(e) = vy. W

A2.3. TEOREMA DA LIMITACAO

Para a demonstragio do teorema de Weierstrass, necessitaremos do teorema da limita-
¢do, cujos enunciado e demonstragio serdo objeto desta se¢do.
Dizemos que f¢ limitada em A C Dyse existir M > 0 1al que, para todo x em A

Lf(0) | =< M.

Da definicdo acima, segue que, se f ndo for limitada em B C D, para todo natural a,
existe x,, € B, comif(x,) | > n.
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Teorema (da limitacdo). Se f for continua no intervalo fechado [a, b], entio f serd
limitada em [a, p].

Demonstracdo

Suponhamos, por absurdo, que fndo seja limitada em [a, b). Fagamos @ = a; e b = by;
existe, entdo, x; em [ay, b) ] tal que | f(x;)1 > 1. Seja c; o ponto médio de [ay, by];fndo serd
limitada em um dos intervalos [ay, ¢;] ou [¢}, &y }; suponhamos que ndo seja limitada em
[¢c1. b1} e fagamos a» = ¢; e by = b;. Nio sendo flimitada em [ay, by ), existird x; € [a,, by
tal que | f (xp) I > 2. Prosseguindo com este raciocinio, construiremos uma seqiiéncia de
intervalos

[al’bll -] [1512, bz] )] [a3, b3] DD [an, bn] Do

satisfazendo as condigSes da propriedade dos intervalos encaixantes e tal que, para todo
natural n > 0, existe x,, € [aq,, b,] com

@ If (x) 1> .

Segue de (D que lini | f(x,) ! = +oo. Seja, agora, ¢ o Gnico real tal que, para todon > 0,
n— +o

c & [a,b,].

Como a seqiiéncia x,, converge para ¢ (verifique) e f é continua em ¢, resulta que
lim 1fCx,)t=1f(c)lque estd em contradicio com  lim |f(x,)| = +2. Ficaprovado
n—+x n—+w

que a suposiciio de f ndo ser limitada em [a, b] nos leva a uma contradi¢do. Portanto, £ &
limitada em [a, b]. ]

A2.4. DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE WEIERSTRASS

Teorema (de Weierstrass). Se f for continua em [a, b], entdo existirio X) expem
[, b1 1tais que f(x)) = f(x) = f(x,) para todo x em [a, b].

Demonstragéo
Sendo f contiﬁua em [&, b, fserd limitada em [a, b], dai o conjunto
A={fx)IxE[a bl}
admitird supremo e infimo. Sejam

M=sup {fx)|x& [aq b])}

m=inf {f(x)|x E a b]}.
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Assim, paratodo xem [a, b], m = f{x) = M.

Provaremos, a seguir, que M = f (x,) para algum x, em [a, b]. Se tivéssemos f (x) < M ‘1_,

para todo x em [ g, b], a fungio

g (x) x € [a, b} (veja observagio abaixo)

B i
M- f(x)

seria continua em [q, k], mas nfo limitada em [, 5], que é uma contradigio (se g fosse -

limitada em [a, b], entdo existiria um 8 > 0 tal que para todo x em [, b]

1

0< — <
M= f(x)

B

e, portanto, para todo x em [aq, b],

1
<M-=
fx) B

e assim M ndo seria supremo de A).

Segue que f(x) < M paratodo xem [« b | ndo pode ocorrer, logo devemos ter M = f(x,)
para algum x; em [, b]. Com raciccinio andlogo, prova-se que f (x;) = m para algum x|,
em{aq, b]. n

Observacio. A idéia que nos levou a construir tal funcéo g foi a seguinte: sendo M o supre-
mo dos f (x), por menor que seja r > 0, existird x tal que M — r << f(x) < M; assim, a dife-
renga M — f(x) poderd se tornar t3o pequena quanto se queira e, portanto, g (x) podera se
tornar tio grande quanto se queira.

Apéndice
3

DEMONSTRACOES DO TEOREMA
DA SECA0 6.1 E DA
PROPRIEDADE (7) DA SECA0 2.2

A3.1. DEMONSTRACAO DO TEOREMA DA SECAO 6.1

Lema 1. Seja @ > 1 um real dado. Entio para todo € > {), existe um natural » tal que

1
an —1<e.

Demonstra¢do
Pelo bindmio de Newton (veja Segio 17.2), para todo natural n = |

1+e&"=1+ne

a—

Tomando-se ntal que 1 + ne> g (basta que r > 1) resulta

(d+&">a

ou

1+e>an

1
e, portanto, an — 1 <e. =
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Lema 2. Sejam a > 1 e x dois reais dados. Entdo, para todo € > 0, existemn racionais
res,comr <<x < s, tais que

5
& —d <e

Demonstragdo

Inicialmente, tomemos um ¢ > x, f racional; assim, para todo racional r < x, & << o/,
pois, estamos supondo a > 1. Temos

ad-d=dE " "T-1.
Pelo lema 1, existe um natural » tal que

1
arn —1<agte

ou

1
alarn ~1j<e
L . 1 N
Escolhamos, agora, racionais re s, 7 < x < s, tais que s — r < —-. Para estes racionais

1
F—d=d@ T-D<dar —-1|<e n

Lema 3. Seja a > 1 um real dado. Entio, para todo x real dado, existe um tnico real
v tal que

d<y<ad

quaisquer que sejam oS racionais r e s, com r << x < s.

Demonstra¢do

Primeiro vamos provar que existe tal y. O conjunto {a" | rracional, r < x} é ndo-vazioe
limitado superiormente por todo a°, s racional e 5 > x; tal conjunto admite, entfio, supremo
que indicaremos por y. Segue que

para todo racional r < x e todo racional § > x.
Fica a seu cargo verificar que em realidade temos

a < *y<a5

quaisquer que sejam os racionais r e s, com r < x < §.

A
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Vamos, agora, provar que tal v é tinico. Se y, for tal que @’ < v, < a°, quaisquer que
sejam 0s racionais r e s, com r << x <C 5, teremos

r

ly—yl<a —a -
para todo racional r << x e todo racional 5 > x. Segue, entdo, do lema 2 que

ly—ml<e
para todo € > 0, logo ¥ =v,. n

Com relac@o ao lema anterior, observe que, se x for racional, entio y = &". O tnico ¥ (a
que se refere o lema anterior) serd indicado por f (x). Fica construida, assim, uma fungéo f,
definida em [, e tal que f{r) = &' para todo racional r. Antes de provar a continuidade de f,
provaremos que f¢ estritamente crescente. De fato, se x| << x; (x| € x, reais quaisquer), teremos

al < f(x)<a® e a? < f{x)<a®

quaisquer que sejam os racionais r(, 5|, rz € s, tais que r; <x; < sy €7, << xp < 55. Sendo
s um racional, x; << s < x,, teremos

flx) <a’ <flxy)

o0 que prova que f € estritamente crescenie.
Vamos provar, agora, a continuidade de f. Seja p um real qualquer. Pelo lema 2, dado
€ > 0, existem racionais r ¢ s, com r < p < s, tais que

a —d <e
Para todo x € ]r, s[, teremos
lfx)—fp)l<<a’—a" <e

0 que prova a continuidade de fem p. Como p foi tomado de modo arbitrdrio, segue que f¢

. = | R -
continuaem R. Se 0 < @ << 1, afungio f(x)= [—) ¢ continua em R e coincide com &
a
nos racionais. Completamos, assim, a demonstragao do teorema da Se¢io 6.1.

Vamos provar, agora, a propriedade (1) da Segao 6.1. Sejam r,, e 5, duas segiiéncias de
niimeros racionais que convergem, respectivamente, para x € y; segue que r, + §, converge
para x + y. Da continuidade da funcéo f (x) = a", segue

lim a= =a% e lim g% =a”
o += n—+w
dai
a*a? = lim aha* = Lm gh TS =g*¥ty

n— +wx n—+%

(Observe que a™ a® = a’™ %, pois r, € s, slo racionais.)
As demonstragdes das demais propriedades ficam a seu cargo.
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A3.2. DEMONSTRACAO DA PROPRIEDADE (7) DA SECAO 2.2

Teorema. Existe a > 0 tal que cos a = 0.

Demonstra¢do

Suponhamos, por absurdo, que ndo exista um tal nimero @. Como cos 0 = 1 e cos x é
uma fungdo continua, segue do teorema do valor intermedidrio que cos x > 0 para todo x = 0,
como sen’ = cos, teriamos que a fungo sen x seria estritamente crescente em [0, o e
como sen 0 = 0, terfamos sen x > 0 em J0, +o<[. De cos’ = —sen, seguiria, entio, que cos x
seria estritamente decrescente em [0, +oo[. Como cos x = O e sen x < | em [0, 4o,
existiriam, entio, reais e ¢ 8, com a € 10, 1] e B & [0, 1], tais que

lim senx=a e lim cosx=pB.
x> +® X =+

Teriamos, também,

lim sen2x=« € lim cos2x = .
X +x X =+

2

Como sen 2x = 2 sen x cos x € cos 2x = 2 cos“x — 1, passando ao limite, para x — -+,

resulta
a=2aBef=28 -1
que admite como inica solugio o par (a, B) onde a = 0 ¢ B = 1, que contradiz a condi¢ao

2 €10, 1]e B € [0, 1[. Tal contradigio € conseqiiéncia de termos admitido a ndo-existéncia
de um a = 0, com cos a = 0, Fica provado assim que existe @ > 0 com cos a = 0. ]

Propriedade (7). Existe um menor nimero a >> 0 tal que cos a2 = 0.

Demonstragdo

O conjunto A = {x > 01 cos x = 0} € ndo-vazio ¢ limitado inferiormente; logo, admite
infimo a. Provemos que a € A. Se cos a # 0, pela conservagdo do sinal, existe r > 0 tal que
cos x # 0 paraa < x < a + r, que contradiz o fato de a ser o infimo de A. Segue queaé o
minimo de A, ou seja, a é o menor real > 0 tal que cos a = 0. ]

Apéndice
4

FUNCOES INTEGRAVEIS
SEGUNDO RIEMANN

A4.1. UMA CONDICAO NECESSARIA PARA INTEGRABILIDADE

Vamos provar que uma condigdo recessdria, mas ndo suficiente, para f ser integravel,
segundo Riemann, em {a, b] é que fseja limitada em [a, b]. Lembramos que dizer que fé
limitada em [a, b] significa que existe M > 0 tal que, para todo x em [q, b], | f(x) | = M.

Teorema. Se f for integrdvel, segundo Riemann, em fa, 5], entdo f serd limitada
em [a, b].

Demonstracdo

Como f¢é integravel em [g, b], tomando-se € = | existe uma particdo P de [, b] tal que

X fle)hx—L

i=1

b
<1 (=] fwa

qualquer que seja aescolhade c;em [x; _ 4, x;1,i = 1,2, ..., n. Sejam x; _ | e x; dois pontos
consecutivos da partigdo P; vamos provar que f€ limitada em [x; _ 1, x;]. Seguird daf que f
serd limitada em [a, &] (por qué?). Temos

g, f(Ci)AX,'*L < i

i=1

ou

flep b+ X fle) by —L|i<1
i
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Segue que {lembre: | X + YI= 11X - 1Y)

| f(c)) Axy | — |E_>::1 F ) by — LI< 1

i
ou
n
@ If(cj)ijI<1+I_Zlf(c,-)Ax,-—Ll.
iZ
i#j
Fixemos ¢, i # j, em [; _ . x;]; como () se verifica para todo ¢; em [x; — 1, %], resulta
que f¢é limitada em {xj -1 xj],j = 1,2, ...,n; logo fé limitada em [q, b]. n

EXEMPLO 1 (de funcdo limitada e ndo integrdvel). A fungio

_ 1 sexe
f(x)_{() sex&Q

ndo € integrdvel em [0, 1].
Solugdo

Para toda parti¢do P de [0, 1]

H . .
) |1 sec; forracional (i=12,...,n)
i§1 Fle) Axi = {O se cl,- for irracional (i =1,2,...,r)

logo 1&;1’1 . 2 f(c;) Ax; ndo existe (por qué?) e, portanto, fnio é integravel em [0, 1],
mdx Ax; >0 j=1
]

EXEMPLO 2. A funcdo

1 sex=0

flo=41 se0<x=1

X

ndo é integravel, segundo Riemann, em [0, 1], pois, f ndo ¢é limitada neste intervalo. [ |

A4.2. SOMAS SUPERIOR E INFERIOR DE FUNCAO CONTINUA

Sejam fuma fungio continua em [a, bl e
Pra=x3<x <x<..<x-7<x<..<x, = buma partigio de [4, #]. Como f¢é
continua, fassumeem [x; _ 1, x] (i = 1,2, ..., n) valor miximo M, e valor minimo r;. As somas

ﬁﬁm=§MAn
i=1
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denominam-se, respectivamente, soma superior ¢ soma inferior de f, relativa a particio P.
Como m; = M, segue que, para toda partigio P de [a, bl,

® S(f, PY< 5 (f, P).

Sejam P e P’ duas partigdes de [a, b]; dizemos que P’ é um refinamento de P se P'DOP.
O préximo teorema conta-nos que quando se refina uma parti¢io, a soma superior decresce
e a inferior cresce.

Teorema. Seja fcontinua em [a, 5] e sejam P e P’ duas parti¢des quaisquer de [a, b],
com P C P '. Entio,

a S(f,P=<S(f.P) B S{f, P)=5S(f, P

Demonstracdo

a) Supenhamos que P’ tenha um ponto a mais que P, isto €, P '=PU X, com
x € [xj_ 1s xj]. Assim,

P:a=x0<x]<...<xj_l<xj<‘..<xn:b

Plra=x<x<.. <x_;<x<y5<..<x=>5
Sejam mj € mj, 0s valores minimos de fem [xj _pxlelx, xj], respectivamente.
Observe que

< C= O
@ my s my, e M,

onde m; € o valor minimo de fem [x; _ |, x).

Temos
n
S(f. P)= _Z] m,-Ax,-+mijj
=
i#j
e
n _— -_—
S(f, Py= % mplAx;+ my (5 —x )+ my, (5~ x1).
i=1 1 2
i#j
Segue de @

mjl(xl —x_ gt mjz(xj* X)) =mi(x — x5 ) +om(x; = x1)
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ol seja,
mp (i —x_p+ mj, ;= xp)=m ij.
Portanto,

S(f, Py < S (f, P). (Interprete geometricamente.)

Deixamos para o alunc demonstrar, por indugio finita, que se P’ tem n pontos a mais
que P, entdo

S, P=5( P)

b) Fica a cargo do aluno. -

Coroldrio. Quaisquer que sejam as parti¢oes Py e P, de [, b], S(f, A) = S(f. B).
{Isto €, toda soma inferior ¢ menor ou igual a toda soma superior.)

Demonstragdo
Seja P = Py U P; assim P é um refinamento de Py, bem como de P,. Por (D

S(f. PY=S(f, P)

e, pelo teorema,

S(FR=S(f,P)e S(f.PI<5(f B).

Assim,

SUFR=Sf,P<S/,P<S(f. P)

ou seja,

S(f,R)=S(f B). =

Seja fcontinua em {a, b). Pelo coroldrio acima, toda soma inferior § (£, P) é cota infe-
rior do conjunto -

A={5(s, P)I P particio de [a, b1}

Selgue que tal conjunto admite infimo. Seja L o fnfimo de A. Como toda soma inferior é
cota inferior de A resulta, para toda particdo P de [a, b],

©) S(f.Py=L=<5(f, P).
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Por outro lado, para toda partigdo P de [a, b] e qualquer que seja a escolha de ¢; em
[xi — 1> il

@ S(.PI= 3 f o) Ay S5 (P
De @) e (@) resulta
n _
® |£1f(6i)AXf—USS(f,P)—E(f,P)
para toda partigdo P de [a. 5] e qualquer que seja a escolha de ¢; em [x; — 1. %3]

Provaremos, na préxima segio que, se f for continua em [a, 5], dado € > 0, existird
8 > (O tal que

S(LP) - S(f, Py<e

para toda partigiio P de [a, b], com méx Ax; << 8.
Seguird, entio, de & que toda fungdo continua em [a, b] ¢ integrdvel em [a, b].

A4.3. INTEGRABILIDADE DAS FUNCOES CONTINUAS

Antes de passarmos 4 demonstragio do proximo lema, observamos que, se ffor continua
em p, dado € > 0, existird 8 > O tal que, para todo s ¢ ¢ no dominio de f,

stE)p—Sp+8[l=If()-fHl<e

De fato, sendo fcontinua em p, dado € > 0 existird § > O tal que, para todox € Dy,

® .xEprﬁ,p+8[=>|f(x)*f(p)l<%-
De (M ede
1F(s) = FO 1= 1F) — f)+ @) — FOI=IFE) — F@ I+ 17(p) ~ f@) |
segue que quaisquer que sejam s, 1 € Dy

sStElp—8p+é[=I1f-fOl<e

Lema. Seja f continua em [g, b]. Entdo, dado € > 0, existe uma partigio
Pra=xy<x3 <x;<.. < x, = b de [a, b] 1al que

M —m<e(i=112,..n)

onde M, e m, 580, respectivamente, os valores mdximos e minimos de fem [x; — 1. x;].




524 Um Curso de Cdlculo — Vol T

Demonstragdo

Suponhamos, por absurdo, que, para um dado € > 0, nfio exista parti¢iio P de [a, b] para
aqual se tenha M; — m; < eparai = 1,2, ..., n. Fagamos, entdo, e = a;, b = b e seja ¢,
o ponto médio de [al, ]] segue que [ay, cl] ou [cg, by ] ndo admmra particiio que satlsfaga
a condiglio M; — m; < € em todo subintervalo da particio. Seja [a,, by] aquele dos doig
intervalos acima que ndo admite parti¢io satisfazendo a condico citada. Seja ¢; o ponto
médio de [ay, byl: [ay, c5] ou [¢g, b5] ndo admitird particio satisfazendo a condigdo citada;
seja [a3, b3] aquele dos dois intervalos acima que ndo admite tal partigio. Prosseguindo com
este raciocinio, construiremos uma seqiiéncia de intervalos

[al, bl] .} [a2, bz] o...D [ak, bk] ...
satisfazendo a propriedade dos intervalos encaixantes e tal que para todo natural & = |,
(4 ] ndo admitird parti¢do satisfazendo a condigdio M; — m; < e em todo subintervalo de
tal particdo. Seja p o tinico real de [a, b] tal que para todo & = 1, p € [a. b,]. Como f¢
continua em p, para o € > 0 acima existe 8 > 0 tal que quaisquer que sejam s, t em [a, b]
stElp—§p+tdl=2lfsm—fOl<e
Por outro lado, existe & tal que
lap, ] Clp— 6, p+ 8]
e, assim, para toda parti¢iio de gy, &y, terfamos
M, —m; <€

em todo subintervalo de tal parti¢do, que ¢ uma contradicfo. Fica provado, deste modo, que,
para todo € > 0, existe uma particio P de [a, b] tal que

M;—m; <€

em todo subintervalo [x; _ |, x;] determinado por tal parti¢fo. ]

Teorema. Se ffor continua em [a, b], dado € > 0, existird 8 > 0, tal que quaisquer
que sejam s, 1 € [a, b]

ls— 1< b= 1f(s) - fDI<e

Demonstracdo

Pele lema, dado € > 0, existe uma parti¢io P de [a, &] tal que

My —m; <=
2

em todo subintervalo [x; _ ;. x;] determinado pela parti¢do. Seja 8 o menor dos nimeros
Axy, Axy, ..., Ax, onde Ax; = x; — x; 1.
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Sejam s € t dois reais quaisquer em [a, &], com Is — 7l < 5. Dois casos podem ocorrer: s
g ¢ pertencein a um mesmo intervalo [x; _ 1, x;] ou s ou 7 pertencem, respectlvamente ain-

tervalos consecutivos [ x; _ 1, X lelxp 4. 1. No 1.° caso teremos | £(s) — f() | < 5 < €.

No 2.° caso, teremos

() = fOI= 1) — fE) I+ 10 —fD1 < § %:E.
Fica provado, assim, que quaisquer que sejam s e f em la, b]
ls—tI<é=1f)—fOI<e ]

Teorema. (Integrabilidade das fingdes continuas). Se ffor continua em [a, b], entéio
fserd integravel em [a, b].

Demonstracao

Segue do teorema anterior que, para todo € > 0, existe § > 0, tal que quaisquer que se-
jam 5, t em [a, 5]

Is—H<8ﬁLﬂﬂ—fml<;§j-

Assim, para toda parti¢io P de [a, b], com mdx Ax; < &, teremos

S(f.PY=S(f. P)= S (M —mp) Ax < 3 Ax, =€

i=1 i=10— 4

e, portanto,
n —
V2 flep A — LIS S(f, P)—S(f. P)<e
i=1

(Veja(®) de A4.2))
b P

ou seja, fé integrdvel em [e, b], com integral J f (x) dx = L, onde L é o infimo das somas
a

superiores de fem [a, b n

Ad.4. INTEGRABILIDADE DE FUNCAO LIMITADA COM
NUMERO FINITO DE DESCONTINUIDADES

Lema. Se F for crescente em [a, b[ e se existir M tal que, para todo x em [¢, b[, F (x) < M.
entdo existird um real L tal que

m F(x)=1L
x— b
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Temos, também, para toda particio P, de [b}, b]
IE f(e;) Ax;l < £ (por qué?).

Demonstracao
O conjunto {F(x) | x € [a, b [} € ndo-vazio ¢ limitado superiormente por M, logo admite

supremo L. Dado € > 0, existe xy em [a, b[ tal que
Seja, agora, uma parti¢io P qualquer de {a, b], com méx Ax; < §, ¢ suponhamos que

L-—e<F{xp=L
e, portanto, pelo fato de F ser crescente : by elx - x]
N<x<bsL-—e<F<L ' e, hy
" Voo
logo, lim F(x)= I 4 ' ' i ' i
B b . . = P TR T
Xo j—1 bl xi Xn
Teorema. Se ffor limitada em [, b] e continua em [a, b}, entdo fserd integrével
em [a, b]. emos
Demonstragio 1 | izt - Ar Ll =
| 3 feepdr,—LI=1"% fliepAx+ficpAs+ z_ﬂf(c,-) : =
i=1 =
izl by b,
- T L) Ax S ey) by~ j f(x)dx+.|; fxydx— L+
Y

Vamos supor, inicialmente, f(x) = 0 em [a, b]. Como fé continua em [a, b[ para todo ¢
by) + flep Ax; — fle;) (b — x

S fe)Ax, +f(c,2)<x

f
em [q, b[, J- S (x) dx existe. Seja
a
¢ +
Fo=[fmdaasi<h =T
) - flep) by | <] z Pl A+ o) by =5 p = [ del+
Como f(x} = 0 em [a, b] e limitada neste intervalo, resulta que F & crescente e limitada
em [a, b[; pelo lema, existe L tal que i J- (0 dx — 1 +| Z f(c)Ax + Fleg,) (= l)| + e D 0= % )~
i=j+
- r 6 _
@ {11[%7 f(x)dx:L -f(Cji)(bl_Xj_l)_f(Cjz)(xj_b1)|<Z"‘z‘*‘z"‘z*é
‘s P b
Vamos provar que f é integrivel em [q, ] ¢ que J f{(x)dx = L. Como f € limitada, Portanto, f¢ integravel em [a, b] e
existe M > 0 tal que para todo x em [q, b], 0 < f(x) = M. Tendo em vista (D), dade € > 0, b
existe by, a < b < b, tal que J.uf(x)dx=L.
Deste modo, o teorema fica provado no caso f(x) = 0 em [a, b]. Se fndo verifica esta
condigio, pelo fato de f ser limitada em [a, b}, existird a > 0 tal que f (x) + = O em
[a, B]. Pelo que vimos acima, f (x) + « serd entdo integravel em [, b]. Para todo x em

bl [3
ljﬂ £ 0 dx — L‘<Z.
[a, b]

fO=[fO+al —a
n

Podemos escolher 5) de modo que M (b — b)) < % Por outro lado, existe § > 0

(que pode ser tomado de modo 2M 8§ < %) tal que, para toda parti¢io Py de [a, /], com
logo, fé integravel em [a, b], por ser soma de duas integrdveis em [a, &]
Observacio. Do mesmo modo, prova-se que, se f for limitada em [a, b] e continua em

mix Axy; < §,
la, b], entdo fserd integravel em [a, b]

bl
.Ef(c;)AXs—_[ flyde|<S
P] a
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Deixamos a seu cargo a demonstragiio da propriedade: se ffor integrivel em [g, c] e em
[¢, b], entdo fserd integravel em [a, b] e

[rowa=[rwa [rwae

Como conseqiiéncia do teorema anterior e da propriedade acima, vern o seguinte corols-
rio, cuja demonstragio € deixada para o leitor.

Coroldrio. Se f for limitada em [a, ¥] e descontinua em apenas um nimero finito de
pontos, entio f serd integravel em [a, b].

A4.5. INTEGRABILIDADE DAS FUNCOES CRESCENTES
OU DECRESCENTES

Se f for crescente em [a, b], f assumird em [g, b] valor maximo f (b) e valor minimo
f(a). Seja P uma parti¢io qualquer de [a, b]; podemos, entdo, considerar as somas superior
e inferior de f relativa a particio P:

SUP= 1 f () dx

S P =3 [ p A

i=]

As propriedades demonstradas no caso de f'se continuas permanecem vdlidas no caso de
fser crescente. Temos

S P - SUPY= T 1S ()= f (- )] méx Ax, (verifigue)

€, portanto,
S P =S P[] (B)~ f (@] mix Ax;.

Se f(b) = f(a), f serd constante, logo integriavel. Podemos supor, entdo, f (&) > f (a).

Entéo, dado € > 0 e tomando-se & = ;, para toda parti¢io P de [a. ], com
) ) — fia)
méx Ax; < §,
SU.P=S(f.P)<e
e, portanto,

Z flgyAg— L

i=1

<S(f.P)-S(f.P)<e
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onde L é o infimo das somas superiores S (f, P). Fica provado assim o

‘ Teorema. Se f for crescente em [a, b], entio fserd integravel em [a, b].

Observacao. Se ffor decrescente em [a, b], entdo — fserd crescenie e, portanto, integravel;
como f= — (—f), segue que f serd, também, integriavel em [a, &].

O préximo exemplo nos mostra uma fungdo integrivel cujo conjunto dos pontos de
descontinuidade € infinito.

EXEMPLO. Sejaf: [0, 1] — R dada por

n n n+1
.ﬂﬂ={n+lsen+1sx<n+2 (neh)
I se x=1

[f(x)=0 se OSx<%;f(x): se %€x<%etc.)

1
2

Como f € crescente, resulta que f € integravel em [0, 1]. Observe que f é descontinua em
todos os pontos do conjunto infinito

n *

A4.6. CRITERIO DE INTEGRABILIDADE DE LEBESGUE

Henri Lebesgue (1875-1941) estabeleceu um critério de integrabilidade que nos permite
reconhecer se uma funcio f € ou nao integriavel em [a, b], olhando apenas para o conjunto
dos pontos de [a, »] em que f¢ descontinua. Para estabelecer tal critério, precisamos primei-
ro definir conjunto de medida nula.

Seja A um subconjunto de R e seja Iy, I5, ..., I, ... uma seqiiéncia de intervalos; dize-
mos que tal seqiiéncia cobre A se

n

isto €, se A estiver contido na reunido de tais intervalos.

1 1 1 1
EXEMPLO1.S¢ja A = {—— lne IN*}; a seqiiénciadadapor I, = }— -, =+ —[.

n n 2% n 2%
n=172 .., cobre A, pois

ACLULULU ..
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1 1 1 I i 1 1
cle = 1—_,]4—__ ;—EI = = e — ot — | L
Observe: 1 [1 :l I: 2 } 5 2[

No que segue, s () indicard a amplitude do intervalo /; assim, se I = [0, 2], entdo

1
m(l):2—0=2;seI=]%,%|}m(1):g‘

Seja A C R; dizemos que A tem medida nula se, para todo € > 0 dado, existir uma se-
giiéncia de intervalos I, I, L, ..., I, ... que cobre A e tal que

+ o
2 m)<e =
n=1
+ k
Observacio: X m()= lim X m().
n=1 k—o+x p=1

Antes de passarmos aos exemplos, lembramos que, se 0 << ¢ < 1, entao

q+q2+q3+...+qn+...= 4 (venifique).
Se tomarmos 0 << g < lj- (€ >> ), teremos
€
q+q2+43+...+q"+...=1i <€
) - 4q

EXEMPLO 2. Mostre que A = {% fne N* } tem medida nula.

Solucdo

Dado € > 0, tomemos ¢ tal que 0 < g < T e

Consideremos a seqiiéncia de intervalos

11 1
IL=|——=4¢"—+— ”{,n=1,2,...
" L 211

Tal seqjiiéncia cobre A e, como m (I} = q”. resulta

e 2 g
Y mdpy=qtg .+ +..=—— <e
1

n=

portanto, A tem medida nula.
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Seja A C R; dizemos que A € enumerdvel se existir uma segiiéncia a, ay, ..., a,,, ... tal que
A= {a,n & N*}. ]
EXEMPLO 3. N é enumerdvel, pois,
N={a,ln&€ N*}
ondea, =n— 1. | :

EXEMPLO 4. O conjunto A dos racionais estritamente positivos é enumeravel.

Solugdo
1 1 1 1 1
- - — ————
1 2 3 4 5
2 /2 /2 /2 /2
1/2 3 4 5
3 3 /3 /3 3
1 2/3 4 5
4 4 4 4
1 3 4 5
A={a,Inc N*}
ondea:la—ga—la—l
1 ls 2 1’ 3 2’ 4 35 | |
EXEMPLO 5. O intervalo [0, 1] ndo € enumerivel.

Solucao

Suponhamos, por absurde, que fosse enumerdvel; existiria, entdo, uma segiiéncia a;,
as, ... talque

(0,11 = {a,In E N},
Seja, agora, ¢; €10, 1[, com ¢ # a4; a; ndo pode pertencer a

@ [0, c1] & [ey, 11.

Seja [cy, 8] o intervalo em (1) que nfio contém a;.
Seja, agora, c; € Jay, By[, com ¢y # a,; a5 ndo pode pertencer a

@ [, cale [ep, B1]-
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Seja lay, B,] 0 intervalo em (2) que ndo contém d,. o .
Prosseguindo com este raciocinio, construiremos uma seqiiéncia de intervalos

[O{l,Bl] 2 [GZa Bz] 2.0 [ans Bn] =

tal que, para todo natural n = 1,

a, & |a,, B,
Por outro lado, existe pelo menos um real p € [0, 1] tal que

p € la,, Bl

para todo n = 1. Segue que
p¥a,

para todo n = 1, que é uma contradicdo. n
EXEMPLO 6. Todo conjunto A enumerdvel tem medida nula.
Solucdo

Dado € > 0, consideremos a seqiiéncia

1 1
[n:]an-—Eq”,an+-2-q"[,n:1,2,3,--.

como 0 << g << € cA= {a, | n € N*}. Tal seqiiéncia cobre A e
l+e
r 2 n -
S m{l)y=g+qg +.. tg +.. <&
n=1

EXEMPLQ 7. Prove que A = {1, 2, 3} tem medida nula.
Solucdo

A={a,IneN*} ondea; = 1,a; = 2,03 = Jea, = 3paran = 3;logo A eenumerave.l
e, portanto, tem medida nula.

EXEMPLO 8. Seja A C R; se A for finito, entdo A terd medida nula.
Solu¢do
Suponhamos que A tem p elementos; batizando o0s elementos de A por xy, Xa, ..., Xp, T€-

sulta A = {xy, %5, ... x,} = {q,In € R} ondqal =X, 0y T Xy, ey = Xy €8y = X par:
n > p. Assim, A é enumerdvel; logo, tem medida nula. i
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Vamos, agora, enunciar, sem demonstragio (para a demonstragio, veja Elon Lages Lima,
Curso de Andlise — Yolume 1), o seguinte

——

Critério de Lebesgue

Seja flimitada em [a, b] e seja A o conjunto dos pontos de [a, b] em que f € desconti-
nua: A = {x € [a, b]| fé descontinua em x}. Entdo,

Sfintegravel em [a, b] & A tem medida nula.

Exercicios

L. Prove que se A estiver contido em 8 e se B tiver medida nula, entio 4 terd, também, medida
nula.

2. Prove que o conjunto vazio tem medida nula.

L¥s]

- Prove que se A e B tiverem medida nula, entdo A U B também terd medida nula,

4. Ja foi visto que a fung:ﬁo.f(x) = {(1) ZZ i Z % ndo € integravel em [0, 1], Utilizando o critério

de Lebesgue, conclua que [0, 1] ndo tem medida nula,

]

. Utilizando o critério de Lebesgue, prove que se f for integrdvel em [a, #], entdo fserd continua
em pelo menos um ponto p € [a, b].

b
6. Suponha fintegrdvel em {a, b e f (x) > 0 em [a, #]. Prave que j [ (x)ydx > 0,
ia

7. Utilizando o critério de Lebesgue, prove que se f for integravel em [a, b], entiio | flef 2 tam-
bém serdo.

8. Seja A o conjunto dos niimeros irracionais pertencentes ao intervalo [0, 1]. Prove que A nio
tem medida nula.

9. D€ exemplo de um conjunto niio-enumeravel que tenha medida nula. (Pesquise!)

10. Utilizando o eritéric de Lebesgue, decida se a fungfio dada é ou nio integravel.

a) 10, 1] - R dada por f(x):{x sexe@

0 sex€Q
1 1
sen T | sesen— #0
B £:10, 11 — R dada por f(x) = sen — x
X

1
1 sesen — =0 ou x =10
x

l sexeA

&) £:10, 11— R dada por f(x) :{0 sexed

0nch={%ine N*}.
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DEMONSTRACAO DO TEOREMA
pA SECAo 13.4

Seja a equagio

dx_
E—g(f)h(X)

onde g e /i’ sdo supostas continuas nos intervalos abertos I, e [, respectivamente. Conside-
remos 0s nimeros reais fy e xg, com iy E I exy € /5,
Toememes r| > 0 e rp > 0 tais que

[to—r1.10+r]]Clle[xo—rz,x0+r2}C12.

Da continuidade de g e &', segue que existem « > 0 e 8> 0 tais que

® tgnl<aemlty—r, 1+ r]
e
@ |h'(x)|==-ﬁem[x0—rz,x0+r2].

Observamos, ainda, que, quaisquer que sejam x e vem [xg — rq, Xp + £5],
& thiwy—hWI<sBlu—vl
De fato, pelo TVM existe # entre u e v tal que
) — Ay =R{u)u—v)

¢ tendo em vista ) segue 3.
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Suponhamos, agora, que x = x (1), t € I, onde I € um intervalo aberto contido em /|, seja
solugio do problema

dr
x (ty) = xg.

& gtnm
®

Entdo, para todo f em [,
XH=gWhx®)

e, portanto, para todo t em [
[[sonamds= oy =x0-x
0
ou seja,
t
® x() = xg = j 2(s) h(x (5)) ds.
fo

Sendo x = x (1), t € I, solugio de @), tal fungio serd continua, logo, existe r > 0 (com
[t — rtg + r1 C 1) tal que

@ tO—rx<-t=<-t0+r=>x0*r25x(t)sx0+r2.

Podemos escolher ¥ de modo que

1
rrer< -—.
@ L B

Lema 1. Se x = x (¢), ¢ € I, for solugdo de @ e se & (xp) = 0, entio

x () =xgem [ty — r, 1y + rl.

Demonstracao

De (5) e da hipdtese segue
() — xp = J"g(s) [k (x (5)) — A (ig)] ds.
)

Segue de @ e de (§) que, paratodo s em [#g — 1, 15 + r],
lTE(x) —hxgp = Blx(s) —xl

Entéo, para todo rem [# — 7, 1o + 7]

13 (1) — xp1 = el J"u(s) ~ xpldsl.
fy
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Sendo M o méximo de | x {r) — xglem [y — r, 1y + 7], resulta
t
lx () —xg! =< aBM| | ds
o
ou
Ix(t)—xOISaﬁMlt—tOI
e, assim, paratodofem [ty — 1, fg T 7 |
Tx(f) —xpl = aBMr
e, portanto,
M = afMr (por qué?).
. . 1 i
Se tivéssemos M > 0 (observe que M = 0}, terfamos | < a¢frour= _,8 que contradiz
o
(@); segue entdo que M = 0. Logo

x(y=xgem [ty — r ity + rl. =

Lema 2. Se x = x (1), t € I, for solugio de @ ese h (xg) = 0, entdo

x(t) =xgeml.

Demonstracdo
Pelo lema 1, existe r > 0 tal que
x(@) =xpem [ty — r 15+ 7l
SejaB = {bEIlx(r) =xyem[ty — r, b [}. Se B nio for limitado superiormente, tere-

mos x {f) = xp em [1y — r, +oo] e +9 serd, entdo, a extremidade superior de /. Se B for
limitado superiormente, admitird supremo b e, assim,

x () =xgem[ty —r, l;[

Se b pertencer a I, pela continuidade de x = x (£}, resultard x (E } = xy; seguir4, entdo,
pelo lema 1 que existird ¥ > 0 tal que

x () = xgem [l: -5 B+ ?]
contradigao. Assim b é a extremidade superior de 1. Deixamos a seu cargo concluir que

x{ty = xpem L ]
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Teorema. Seja a equacio

onde g € h s@o definidas em intervalos abertos 7| e /5, respectivamente, com g conti-
nua em /; e 2’ continua em /5. Nestas condigdes, se x = x (), ¢ € I, for solugio nio
constante da equacdo, entdo, para todo fem 1,

dx
E*g(t)h(X)

Aix(t)#0.

Demonstracdo

Se, para algum 3 em [ tivéssemos h (x (#;)) = 0, pelo lema 2, teriamos, para todo fem |,

x (N =x (. ]
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CONSTRUCAO DO
CORPO ORDENADO DOS
NUMEROS REAIS

A6.1. DEFINICAO DE NUMERO REAL

Definigiio. Seja a um subconjunto de {). Dizemos que & é um nidmero real se satisfaz
as condigcdes:

Rl a# pea+ Q.
(RY)VpgeQ,sepE aeqg <p;entio g € a.
(R3) e nao tem maximo.

A idéia que estd por trds de tal definicio € a de caracterizar um nidmere real pelo conjun-
to de todos os nimeros racionais que o precedem. Pela definicdo acima, estamos represen-
tando um nimero real o pelo conjunto dos racionais que o precedem.

EXEMPLO 1. a = {p € @1 p <2} é um ndmero real. De fato:

R1) & # ¢, pois, 0 € a.
¢+ Q,pois, 5EVeS &

(R2) Sejam p, ¢ racionais quaisquer, com p € a e g << p. Temos:
PEa&p <
Dep <2eq<p,segueq <2 logo,. g€ a.
(R3) « ndo tem méximo (verifique).

Assim, o conjunto & = {p € Q| p < 2} satisfaz as condigdes (R1), (R2) e (R3), logo, &
mimero real.
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Seja r um nimero racional qualquer. Deixamos a seu cargo a tarefa de verificar que o
conjunto {p € & | p < r} € um nimero real. Tal niimero real serd indicado por r*:

r* = {p € Qlp < r}(rracional). -

EXEMPLO2.a=Q_U {pEQ, |p2 < 2} é um nimero real (quem € a?).
De fato:

RD a# ¢,pois, _ Ca(Q_={xellxr=0})
a#* Q,pois, 5 EQesS & a
(R2) Sejam p, ¢ dois racionais quaisquer, com p € o e ¢ < p. Temos:

()sep € Q_,entdo g € Q_, logo, g € a.
(i)sep>0eg=0,enthog € a.
(iiysep>0eqg>0

<
g>‘g}:>q2<p2‘

De p2 < 2, segue qz < 2, logo, g € a.
(R3) Seja p € a, com p >> 0. Temos, para todo n € N¥,

2
(p+l] =p2+2_p+_££$p2+2_P+i
n n n n n

ou

1y’ 1
[p+—} =pl+—(@2p+1).
n n

Por outro lado,

+
P+l piy<2 o> ;p_ ;
n p
2p+1
Tomando-se, entdo, n > 2p >, Tesulta
-p
. L2
(p + —) <2
H
© que mostra que ¢ ndo tem maximo. ]

Exercicios

1. E nimero real? Justifigue a resposta.
ae={peQI3p+1<2p-—5}
Ba={pEQI@E+ D> (p-23<0}
da={pEQip - 2" +3p-6<0})
Da={peQipP+2pP+s<oy
da=(peQlp <3}
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2. Seja o um niimero real e indique por M o conjunto dos racionais que sio cotas superiores de g,
Prove que

B={peQl-peEM,e~pFmnM,}

€ niimero real.

3. Sejam « e 3 mimeros reais. Prove que & U B e e N G sdo, também, mimeros reais.
4. Sejam os niimeros reais o = {pE@|p3<5}c,8= {pEQIp<2} Determine ¢ N Bea U B
5. Paracada n € N, seja o nimero real ¢, = *, Complete:
. 2n+1
a)ag = ... Bya; = ... clag = ...
3
d U a,=apUa Uaz Uaz =...
n=0
6. Para cada n € N, seja o nimero real a,, = ( P J*,Prove que
n

+ o + =
1 o » . .
U an = {p eQip< 5 }, onde U @, indica a reunido de todos os nlimeros reais ay,
n=40 n=>0

Qs Oy e

T.Sejad = {r¥irel,r>0e r2 < 2 }. Determine a reunifio de todos os reais «, com & € A.
Verifique que tal reunidio € um nimero real.

A6.2. RELACAO DE ORDEM EM R

O simbolo R sera usado para indicar o conjunto dos niimeros reais: R = {a| a é niimero
real}.

Definicfio. Sejam @ e 3 dois nimeros reais. Definimos

aas=feoaCf
ha<BoaCPea#

Deixamos a seu cargo verificar que, “<” é uma relacdo de ordem sobre R, isto é, “<”
satisfaz as propriedades:

MMVaeER a< a
0)Va,BER a<Bep=a=a=4
B Va,ByeER asBeB=s=yasy

Para provar (04), vamos precisar do

Lema. Se ¢ ¢ um nimero real e se x € um racional, com x & «, entdio, p < x, para todo

pPEa

Demonstragdo

Suponhames, por absurdo, que exista p € &, com p = x. Pela (R2), teriamos, entdo, que
X € a, contradi¢io. Portanto, se x & a, entdo p << x paratodo p € a. [ |
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Este lema nos diz que todo racional x que niio pertence ao real @, € uma cota superior de a.
Vamos, agora, demonstrar a seguinte propriedade.

Propriedade (04). Quaisquer que sejam ae Bem R, a < Bou < a.

Demonstragdo

Quaisquer que sejam osreaiswe B, o« C Boun o € B.

Se o C B, entlio, a = 8.

Se « ndo estd contido em 8 (o € B), entflo existe um racional x, comx € ae x & 8.

Como x & f3, segue do lema que p < x, paratodop € 5. Como x € ae, paratodop € 5,
p < x, segue de (R2) que p € a, paratodop € B,isto &, B C o, ouseja, B < a. [ ]

A6.3. ADICAO EM R

Teorema 1. Se o ¢ [ sdo nimeros reais, entio
y={at+tbhla€Ea bE B}

também € niimero real.

Demonsiragio

Precisamos provar que v satisfaz as condigdes (R1), (R2) e (R3).
(R1) Como « e B ndo sio vazios, existema € a, b € $; assima + b € vy, logo, ¥ # ¢.
Por outro lado, como @ # (e B # 1), existem racionzis se ¢, com s & act & B; pelo
lema da se¢fo anterior, lem-se:

Vacaa<seVbe B b<r
dai
YVaEo VbEBat+tb<str

Logo, s + t & vye, portanto, vy * Q.
(R2) Precisamos provar que, se x € yey < x, entdo y € . Para provar que y € ¥, precisa-
mos fabricarum s € aeumt € B, demodoquey =5 + 1.
Temos:

xEyox=a+bparaalguma € aealgum b € B.
Dey<xseguey<a+ b, daiy — a < b;como b € B, segue que y — a € B. Entio,
y=a+((y—aycoma€Eaely—a)cp.

Logo,y € ¥

(R3) Para provar que ynio tem mdximo, precisamos provar que, se x € vy, entioexiste y € y
com x < y. Temos:

xEyex=a+ bparaalguma € aealgum b € B.
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Como o ¢ B ndo 1€m miximo, existem racionais s € aes € fcoma <se b < t; daf,
a+ b <s+ ¢t Tomando-se y = 5 + £, tem-se x < y, com y € y. Assim, ¥ nio tém
maximo.

Como (R1), (R2) e (R3) estdo verificadas, segue que y € R. N

Definicio. Sejam « ¢ § dois niimeros reais; o nimeroreal y= {a + bla E a, b &
B} denomina-se soma de we Be éindicadopor o + B. Assim, e+ 8= {a+ blaEq,

be Bl

A operagdo que a cada par («, 8) de nimeros reais associa a sua soma « + 3 denomina-
se adicdo e € indicada por +.

EXEMPLOQ. Sejam r ¢ 5 dois racionais; prove:
¥+ s* = (r + 5)*.
Solucdo
Precisamos provar que r* + s* C (r + 5)* e que r* + s* D (r + 5)*.
Lembramos, inicialmente, que
rF=EeQlx<rlst={xeWQlx<s}

(r+s)*={xeQIlx<r+s)

r¥ 4+ g% C (r+ 5)*

XErf+s¥ < x=a+ bparaalguma < re algum b << s, com a e b racionais.

x=a+hb
a<r r=x<r+s=x €[+ H*
b<s

Provamos, assim, que

xer*+s*oxe(r+ 0%
logo, r* + s* C (r + 5)*.

(r+s* Cr* + s*

xE(rt+ts)F=2x<r+s=2x—r<s.
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Tomemos um racional u, comx — r << u <Cs.

U<s=ucs*
x—r<u=x—u<r=x—ucrk

Segue que
x=(x—wtucomx—u€ rfeu € s¥

logo, x € r* + 5%
Provamos assim, que

XEF+sF=2xErt + 5%
logo
{(r+ 5% Cr*+ 5% | |
A6.4. PROPRIEDADES DA ADICAO
Nosso objetivo, nesta se¢do, € provar que a adigio satisfaz as propriedades (A1), (A2),

(A3), (Ad) e (0A).
Para provar (A4), vamos precisar do

Lema. Sejam « um nimero real, # << 0 um racional e M, o conjunto das cotas supe-

riores de . Nestas condigdes, existem p € o, g € M,,, g ¥ min M (caso min M,
exista), laisque p — g = u.

Demonstracdo

M

<3

/
\
q

O

_——‘—\
}
P

Estamos interessados em determinarp € o, g € M. g # min M, comp — g = u.
Para isto tomemos um racional s & a, com s # min M, e, para cadan € N, considere-
mos o racional g,, = nu + 5.

d» 4, qp
R
M

o

Seja, agora, 7 o mdximo dos naturais i para os quais g, € M, eq, ¥ min M.
Dois casos podem ocorrer:

1°CASO. g;EM, e g; + 1 E .
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95 + 1 qﬁ=ﬁu+s
N ¥
——_"/\'%.
a M

Tomando-se g = gz ep = gr+1. P — ¢ = U
2°CASO. q; € M, e g5+ = min M, (que s6 poderd ocorrer se min M, existir).
Tomando-se g = gz + % Hep= gy, + % u,p—g=ucompec ceqgE M,
g #min M.

95 + 1 5

)

SN

Teorema. A adicio satisfaz as propriedades:

Al Associativa: Ve, B, yER, o+ B+ v =(a+ B+ v

A2) Comutativa: Vo, BER, a+ 8=+

A3) Existéncia de elemento reutro: ¥V a € R, ¢ + 0% = a.

Ad) Existéncia de oposto: Paratodo o € R, existe 8 € Rcom « + 8 = 0%

0A) Compatibilidade da adiciio comaordem: ¥V o, B, yER,a= =2 a+ y=8+ v

Demonstragdo

Al) e (A2) ficam a seu cargo.
A3) Precisamos provarque ¢ + 0* Caea C a + 0%,

a+ 0 Ca

Lembramos que 0* = {# € Q lu < 0}. Temos:

x€a+0*ox=gtuparaalguma € acalgumu < 0, u € Q.
u<l=at+tu<a=>x<a=x€a

portanto,
xca+0fF=2xca

Logo, & + 0* C a.

aC o+ O*

Precisamos provar que, se x € w, entio € possivel fabricarum ¢ € eeum u < 0 tal que
X=a+tu
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Entéo,
X € a@ = Jda € a, com x < &, pois & nio tem maximo.
r<g=x—a<(
Assim,
x=a+(x—a,comaSaex—a<0,
logo. x € « + 0*. Portanto,
aC at+ 0%

A4) Seja o um niimero real; de acorde com o Exercicio 2-A6.1,
B={peQ!-pEM, e —p+minM,}éummimeroreal. Vamos provarque a + 8= 0%,

at+ BCO*

rEa+B=x=a+bparaalguma € aealgumb € B.
pEB= —b>a=a+b<O.

Assim,

xEa+ B=>x € 0% ouseja,  + BT OF

0*Ca+f

Precisamos provar que, se x & 0*, entfio x = a + b paraalgum a € a e algum & € 8.

Como x < 0, segue, do lema anterior, que existema € a e —b € M, com —b # min M,
taisquex =@a — (—b)y;assimx =a + bcoma E aeb EP.

Portanto, 0* C o« + 3.

Provamos, assim, que, dado um real e, existe umreal G tal que a + B = 0%; provare-
mos mais adiante que tal 3 é tinico e serd, enifo, denominado opesto de a e indicado por
—a.

(0A) Sejam «, 8, ¥ € R, com & < B; vamos provar que « + y < § + y. Temos:
xEa+y=x=a+cparaalguma € aealgumc € 7.
Da hipétese, segue que a € o = a € . (Lembre-se: a = g a C B)
Assimx =a + cparaalgagma € Bealgumc € v. Logo,x € 8 + v.

Provamos, assim, que

a=sfoat+tyCBty=2atysp+y [ ]
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Teorema. (Unicidade do oposto)

Sea+ B=0%ea+ y=0%entdo B = v

Demonstragdo

B=0t 1 B=(y+ O+ =y @+ BH=y+0* =y

Teorema (Unicidade do elemento neutro)

Se e + v = aparatodo ¢ € R, entdo y = O*.

Demonstracdo

Da hipétese, segue que 0* + v = 0%; dai vy = 0*. ]
Exercicios

1. Prove: Vo, B.vyER a=B=at+y=8+ 1y

2. Prove: Yo, B, yER e+ y=8+v=a=pB(ido cancelamento).

3. Prove: YaER, — (—a) = o

4. Prove: VaER a0t =20t < — g

S.Prove: Va, B, v.6ER, a<Bey<s S a+ yspB+4

A6.5. MULTIPLICACAO EM R

Teorema. Sejam «, B € R, com a > 0* ¢ 8 > 0*. Entio
y=0Q_U{abla€a,bEB a>0,6>0)

€ um nidmero real.

Demonstracdo

(R1) y# ¢,poisQ_C .
Para provar que ¥ # (J, procedemos assim: como a e 8 sfio niimeros reais, existem raci-
onaismencomm@ aen & B3, dai:

VYVeE€Ea,coma>0,a<m
YbhbE B comb>0,b<n

logo,

ab < mn paratodo a € o, a > 0, paratodo b € B, b > 0, portanto, mn & . (Por qué?)
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(R2) Sejam p, g racionais com p € y e g << p; precisamos provar que ¢ < . Entdo:
(@) Sep=0,entiiog <0, logog € v.
(P)Sep>0eg=0,9€ v
()Sep>0egqg >0 vem:

pEvyep>0=p=agbparaalguma € a,a > 0, e paraalgum b € 8,6 > 0.

De 0 < g <p = ab, vem i<b,assimiEB, e%>0;logo,
a a

~gc0ma€a,a>0626,8, LA
a a a

Portanto, g € 7.
(R3) Para provarmos que -y no tem maximo, basta provarmos que, se p € ye p >» (), entio
existe g € ycomg > p.
Temos:

pEYy.p>0=p=gbparaalguma € a,a>0ealgumb € B, b > C.

Como a e B sdo nlimeros reais, existem @’ > a, coma’ € &, b’ > b, com ¥’ € 3; daf
a'h’ > ab =p,coma'd’ € y. [

A seguir daremos a defini¢do de produto de dois niimeros reais.

Definicdo. Sejam «, 8 € R. Definimos o produto de « por 8 por:

Q_viablaca,beB a>0,6>0} se a>0* e B> 0%
0* se a=0% ou B=0%*

*{(*a)-B}sea-(O* e B>0*

—fa - (-Bsea>0% e B<O*

(—a)- (—Bysea < 0% ¢ BL0*

EXEMPLO. Sejac=Q_U {peQ, | p* < 2}; prove que & - & = 2¥.
Solugdio

a-a=Q_U{abla>0ea® <2, b>0ecb® <2).

Precisamos provarque - @ C 2*¥eque 2* C o ' o

- aC2*

xEaaex=0=xeg 2%
an-aex>0=>x=ab,coma>Oea2<2,b>0eb2<2.
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x=ab= ¥ =d b <4,

x>Dex2<4$x<2‘Portanto,
xCa-aex>0=x € 2%,

Segue que o - & C 2%,

2*Ca-a

xe2*ex=0=2xC€a-a.

2
xEZ*cx>0:>0<x<2:>%<2.

Existe a racional, a > 0, tat que

x2
> < g% < 2 (veja adiante).

2 2
[ x x x x .
Dai, [_] <2 como ~>0e (—] < 2, resulta que — € a. Assim,
a a a a

X
x=ag —
d

X x
coma>0,a€a —>0¢ —€ g logo,
a a

x€a-a
Assim,
xE2*ex>0=>xCEa- a

Portanto, 2* C a * a.
Provamos, assim, que « - & = 2*, ou seja, 2* admite raiz quadrada em R.

2 2
, x . . X
Vamos provar a seguir que, se 5 << 2, entdo existe g > 0, racional, tal que = <d?<?,

p , x2 x2 x2 11
De fato, como x € racional, B =] ou —>1. 8e EX = 1, basta tomar a = o Se
2

X

y= 5 > 1, tomemos um natural # tal que
1 2 2

® [1+—) <ye(l+i) <3.
n n y

1y? 2 1 3
Como[1+—) =1+ =+ — =1+ —, tomando-se n tal que
n n on n
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1—1—3<§0un>_i
n vy—1

_ 2 .
onde ¥ = min {y, = } @ se venﬁca}
y

. 1 . . . =
Seja u = 1 + —, onde n é um dos naturais que verifica @. Um dos termos da progressio
n
geomélrica
w2t b
x2
esta compreendido entre 5 € 2 (por qué?).

Seja k o natural para o gual se tem

2
oo,

Basta, entdo, tomar a = uk. .

Exercicio

Prove que, se a e b 530 dois racionais quaisquer, entdio a*b* = (ab)*,

A6.6. PROPRIEDADES DA MULTIPLICACAO

Nesta se¢do, vamos provar as propriedades (M1), (M2), (M3), (M4), (D) e (OM). Para
provar (M4), precisamos do

Lema. Sejam « > 0* um nimero real e #, racicnal, com 0 < u < 1. Entdo, existem
racionais p € a, g € M, comg ¥ min M, (caso M, admita minimo), tais que E_,

(M, € o conjunto das cotas superiores de a.)

Demonstracdo. Fica a cargo do leitor. (Sugestdo: Tome um s € « e, para cada natural n, con-
sidere o racional g, = su™; agora, proceda como na demonstragio do lema da Segio A6.4.) m

Teorema. Sejam o, B e yreais quaisquer. A multiplicagdo verifica as seguintes pro-
priedades:

M1) (af) v = a (B).

M2) aff = Ba.

M3 a-1* = a

M4) Se @ # 0*, existe BE Rtalque o - B = 1%
Da{B+ v =a + av.

OM)a=Bel* = y=ay< By
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Demonstracdo

(M1) e (M2) ficam a seu cargo.
(M3) Suponhamos, inicialmente « > 0*. Precisamos provarque - 1* Caea C a - 1%

- 1¥*Cua

Lembramos, inicialmente, que @+ 1* = Q_ U {ablaE a,a > 0,0 < b < 1}.

rCa1fex=0=2x€ a.
xCa-1*ex>0=2x=auucomaSa,a>0,e<<u<1,

Deu < 1ea >0, segue au < ae, portanto, x = au € a. Fica provado, deste modo, que
a-1*Ca

aclC a-1*

I€Eaqex=0=>xE - 1%,
x€Eaqex>0=JaE a,comx < a.

Assim, x = a - fea 1* pois,a € a,a >0, < 1, com I 0. Portanto, o C ¢ - 1%,
a a a

Provamos, assim, que se o = 0%, entdo ax - 1* = .

Se o = 0%, pela definigdo de produto, o - 1% = 0%« 1% = 0% = @,

Sea< 0t a-1*=~[(—a)-1*]=—-[-a]l=a.

Segue que, paratodo o & R, o - 1* = a.

(M4) Fica a cargo do lettor. (Sugestd@o: Suponha, inicialmente, o > 0 e considere o mimero real
1 1 .
B=Q.U<pEQIp>0 —EM, e—+*min M,
P p

Proceda, entdo, como na demonstragiio de (A4) e concluaque &+ 8 = 1%,

Se a < 0%, —a > 0%, logo, existe Btalque (—a) - B = 1*, mas, (—a) B = o - (—B);
logo, a (—B) = 1*)
(D) Precisamos provar que

a{B+yYCaB+avea(B+ y)DaB+ ay

1.° CASO: a > 0*, B> 0% e y > 0.

a(B+ ¥ Caff+ ay
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rEalBt+Pexs=0=xEaf+ ay
yEa(f+ vVex>0=>x=adparaalguima > 0,a € a,eparaalgumd € § + v, d > 0.
dEB+vy=d=b+c,combE BecE v

Assim, x = ab + ac € aff + «y, pois,ab € a - Beac € ay. Portanto, & (f + ) C o + ary.

aB+ayCa(B+p

xEaftayex=0=2xEa(f+ v
Suponhamos, entdo, x > Oex € aff + ay. Como aff > 0% e ay > 0%, existem » € apf,
u>0,ev E ay,v>0,tais que x = u + v. (Verifique.)
Segue que existem a,a’ € a,coma>0eaq >0, € B,comb>0,c € y,comc > 0,
taisquex = ab + a'c.
Supondo ¢’ =< q, resulta

x=abta’cEabt+tac=albto)Ea(B+y),
logo, pela (R2), x € « (S + ). Fica provado que

aff +ayC a(B+ ).

2°CASO: o > 0*e B+ y > 0%,
Suponhamos 8 > 0*. Temos:

ay=al(B+ N+ (=l =a@B+y+al-p)(l°caso)
daf
a(B+y)=af+ ay
3CASO: a > 0*e B+ y < 0%
aBt+ty=—la(-f-—v=-[la(=8)+ al-7)]
ou seja,
a{f+yv)=aB + ay.

Deixamos a seu cargo verificar os demais casos.
(OM) Deixamos a seu cargo. |

A6.7. TEOREMA DO SUPREMO

Um subconjunto A de R se diz limitado superiormente se existe um nimero real m tal
que,paratodo ¢ € A, a < m.
Para demonstrar o teorema do supremo, vamos precisar do seguinte

Lema. Secja A um subconjunto de R, nao-vazio e limitado superiormente. Entio,

y=uva ={x€QI|xE a para algum & € A}
a €A
¢ um ndmero real. (v ¢ a reunido de todos « pertencentes a A.}
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Demonstragdo

(R1) Sendo A # ¢, existe @ & A e, como @ #* ¢, resulta y # ¢

Sendo A limitado superiormente, existe um ntimero real s tal que @ < m, para todg
o € A. Como m ¢ nimero real, existe x racional, com x & m; dai para todo @ € A, x & o
logo, x € ye, portanto, v # ().
(R2) Sejam p e g dois racionais quaisquer, com p € ye g < p. Temos:

pEyYy=pE aparaalguma €A
PEaeg<p=gEa
gEa=>qg €y

(R3)p € y= p € apara algum a € A. Como o ndo tem méximo, existe 7 € a, com
p>p. pEa= pE vy Assim, paratodop € v, existe p € ,com p < p. Portanto, y

nio tem maxime.

Come (R1), (R2) e (R3) estdo verificadas, segue que <y é um niimero real. n

Teorema (do supremo). Se A for um subconjunto de R, ndo-vazio e limitado supe-
riormente, entdo A admitird supremo.

Demonstragdo

Seja y = U a . Pelo lema, y é nmimero real. Vamos mostrar que -y é 0 supremo de A, isto &,
a€EA

Y = sup A. De fato, como y € a reunido dos « pertencentes a A, segue que, para todo a € 4,
¥ D @, ouseja, ¥y = a,

Logo, yé cota superior de A. Por outro lado, se 7' é uma cota superior qualquer de 4, v = a,
para todo « € A, ¢, portanto, para todo a € A,

Y Oe

logo, ¥’ D U =1y, ouseja, ¥ = v. Assim, ¥ é a menor cota superior de A, isto &,
axEA

Y =supA. |

A6.8. IDENTIFICACAO DE Q com Q

Inicialmente, vamos definir aplicacde bijetora (aplicacio e fungio sio palavras sindni-
mas). Sejam A e B dois conjuntos néo-vazios € ¢ uma aplicagio de A e B.

Dizemos que ¢ é bijetora se
(i)Im¢e=28
() Vs, tEAsFt= o5 * o).

A condigiio (i) significa que ¢ € sobrejetora e a (1), injetora. Deste modo, ¢ é bijetora
se, € somente se, ¢ Tor injetora e sobrejetora.
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Seja o um niimero real. Dizemos que & & um niimero real racional se existe um racional
rtal que & = r¥. L

O conjunto dos nimeros reais racionais ser indicado por @:Q = {r* | r € Q}.

Seja e um niimero real. Se o ndo pertencer a @, diremos que & € um nimero real irra-
cional. Verifique que

a=@,U{xE@+Ix2<2}

¢ um mimero real irracional. . .
Olhemos, agora, para a aplicagiio ¢ : O — () dada por ¢ (r) = r¥, que a cada racional
r associa o real racional r*. Tal aplicagic é bijetora (verifique). Além disso, temos:

Der+sy=0r+*=rt+s5¥=0p@+ ¢@)
(e -sy=(F)*=r*-s* =) (.
(i) r <s & r* = g%

Tal aplicagiio ¢ nos permite, entfo, identificar o racional r com o real racional r*. Neste
sentido, podemos olhar para (& como subconjunto de R.



RESPOSTAS, SUGESTOES
OU SOLUCOES

CAPITULO 1

1.2

1.

2.

a)x<% Pyx< -2 c)xS—% dyx=1 e)x<% Hx=1

I 1 1
a)3x—1>0pmax>5-;3x—1<0parax<§;3x—l=0pa.rax=§
by3 —x>0parax <<3;3 —x<{Qparax>3;3— x=0parax = 3

2 2 2
¢)2—3x>0parax < 3;2—3x<0parax> 5;2—3x:0parax=§

1 i 1
d)5x+l>0parax>—§;5x+l<0parax<~g;5x+120parax= *g

X
e)
v

1 >0parax<<loux>2; L_—l—<0pa_ra1<x<2;x—_1 = 0 para
2 x—2 x—2

x = 1. A expressio nido estd definida para x = 2
DA+ 1D (x—2)>0parax < f% oux>2;{2x + 1) {(x — 2) < O para

—% Cx<2(Zx+ 1) (x—2) =Oparax = —% oux =2

2—-3x 2 2-13x 2
>Qpara —2 <x< —; <0 < =2 > =
2) <17 p X T 512 para x ou x 3
2~ 3x 2 . . .
= O parax = —. A expressdo nio estd definida parax = —2
x+2 3

3
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2—x -0

— 2_
h) u >0parax <<Zoux>3; . <Qpara2 <<x<<3;
3—x 3—x - X
para x = 2. A expressfio ndo estd definida parax = 3

i)(2x*l)(3—2x)<0parax<%oux>%;(2x71)(3—2x)>0
ara 1 < X< é'(2x—1)(3—2)c):() arax:loux=i
P 5 2 P 2 2

Px(x—3>0parax<Qoux>3x(x— 3)<0paral <x <3
x(x—3)=0parax=0oux=73

D x{x—1)2x+ 3)>0para —%<x<00ux>l;x(x— DEx+3)<0
para x << —% ould<x<lx(x— 1D 2x+3)=0parax=00ux =1
oux= ——

2

my(x— Dl +x){2—3x)>0parax < —1ou % <x<1;
x—D{1+x(2—-3x)<0Opara—1<x< %0ux> 1;

2
x— D1 +x2 - 3x)=0parax=1loux=—loux= 3

n)x(x2+3)>0parax>0;x(x2+3)<Oparax<0;x(x2+3):0pa.ra
x=0

1 1
o) (2x — l}(x2+ 1} > O para x > E; (2x — l)(x2+l)<0parax< 5;
1

(2x— D {x*+ 1) =0 parax = 5

p)(a=>0)ax+ b>0parax > *E;ax+b<0parax< -E;ax+b=0
a a
b
parax = ——
a
b b
g la<Qax+b>Cparax<< ——;ax+bh<Oparax> ——;ax+ b =10
a a

parax = ——
a

i
a)~i<x<% Pyx<loux>3 c)x<—%oux>2 d)—3<x<5

14
e)xééoux>2 PHx=0oux= glx<—2oux>2 h)3<x<?

1
2
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10.

11.

13.

17.

19.

20.

1
i)x<%oux?% fx< —oux>2 l)*l<x<00ux>5

| W

m)x<%oux>3 n)x<% 0)x <3

24+ 2x+ 1 +1
PR Sl i Y S S | D
x+2 x x
x+3 1 1 . x+p 3 2 2 3
- -—— h)—— i)- + +px +
h Py g) = ) . ) 257 N +px+px+p
D2x+h m)———— m3C+3xh+h o)dx
X (x + k)

ax<-2oux>2 b-1=sx<sl x<2oux>2
dx<—-loux>1 e)x<—-3ou—-1<x<3 fHx<<-20ux>2

g)xs—zou%s_xsz R x< —4oux=4 ) -—r<x<r

Dxs—-roux=r

DGE-D@-2) HGE+DE—2 -1 dx-3)°
e)x(2x—3) HPr—DCx—1) HEx—Nx+35 BHEx+1Ex—-2)
D2x—3N2x+3) pHpx(2x—-5)

Ayl <x<2 Px<2o0ux=3 ex<loux>3 d-3<x<3

e)xs—loux=2 f)x<710ux>% gx#2 R0O=x=

i) Ndo admite solugio jlx =

b | =

@) Qualquer x b) Qualquer x

¢) Nao admite solugio d) Nao admite solugio

ex>3 fHx=-— Hx=0 kBx>1 i)x>% Nx=0

L
2
al b)—2 ¢)—1le2 d)1 €2 fH—-3,-272

a){x— 1}(x+ 1{x+2) b)(x—l)z(x+1)(x—2) xx+3x-—-1
dDx—2Dx+D(x+3) ex+Dx+2)(x+3) f)(x—l)(x2+x+1}

aAx>1 bPx<-3ou—-2<x<-1 ¢)-3=sx<-2o0uxx2
dx<<-3ould<x<1
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1.3
1. a)7 B3 ¢)a dy—a elasea=0;,—asea<0
D-asea=0asea<0
2, a)x=2o0ux=-2 Bx=20ux=—4 ¢dx=1loux=0
d) Néo admite solugdo e)x = —% Nx= —%
- . - 2 4
3 a)-1=x=1 b)y—1<x<2 ¢)Nioadmite solugio d)§<x<5
e)—-1<x<1lLx#0 H—-1<x<?7 gx<—-3oux>3
Bx<—4oux>-2 Dx<0oux>3 j)%<x<1
Dx<Qoux>2 m)x<—% nx>1 e)x<loux>2
5. a)—-2x—lsex=—1;lse—1<x<0;2x+1sex=0
B)3sex=—1;, 2x+1lse—-1<x<2,-3sex=?2
1 1
€) —3x+3sex= E;x+lseE<x<2;3x—3sex22
d) -3x+3sex=0,—x+3se0<x=lx+1lsel <x=23x—3Isex=2
14
5 3
L a) —5,+°° BI-L1[  el1,2] d -3
2. 0<r=1
3. 0<r=y, ondeséomenordos nimeros b —pep — a.
4. a)ll, 2[ b)}_l%l: c)]—oo, +oof d)[—3,3]
CAPITULO 2
21
1. a)—3e:i b)O,geNE c)4 a’)E
4 3 a
2 a)x+1 Bx—1 Jx+p 42 &2 HO gx*+2x+4

B —-2+4 ai)Jc2+ch+p2 j)w% I,')—L

m)x—>5
2x
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_x+3
9x2

n)

3, @2 B3 ¢
g 2x—2+h

D3+ 3xh + W

n)3x2+2x—1+

Q6> — 1+ 6xh + 20 1) —

4, a) Df: R

x—3 _1 _x+tp
052 p) pos q) 252
)—2 d2x+h e+3+h PH-2x—4
B)2x —2+h D -4x—2n HAx+1+2h
m) 3 + 2+ 3xh 4 #2
h+h+ W 6)0 )———1——
PG
2x + h 1
ﬁ S)“A—-—
x2(x+ h) {(x +2)x+2+h)
bD, =R D, =R
-d1 1
' - 1
-1 N
e)Dg: j)Dg:R

0})D,={xeRIx#1}

x2—1

h(x)= =x+1,x+1

7T

-1/2
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p) D, = xERIx+ 1}

22y +
ey = 2 x#1
x—1

r) Dg={x€R|x¢l}

[}
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a) b)
\/
2

c) d)

- %/——“‘

A

a)fx) > 0sex>3;f(x)=0sex=3,f(x) <0sex<3

Bfx)>0sex< %;f(x):Osex= -é—;f(x)(Osex>%

e)f{x) > 0sex > ~%;f(x):05ex= f%; fx)<0sex< —%

dfx)>0sex < —%;f(x)=0sex= —%;f(x)<056x> —%

e)fx) > 0sex> -3, f(x)=0sex= =3, f(x) <0sex < -3

DX >0sex < %;f(x):(}sex= é; fx)<Osex> %

8 f(x) > 0sex > —%;f(x)=Osex= —é;f(x)<05ex< b
a a

B fx)>0sex< ——z-;f(x)=0sex: —g;f(x)<Osex> _t
a a

a)fx}>0sex<-—2oux>1;f(x)=0sex=—2oux=1;f(x) <Ose
—-2<x=<1

3
b) f(X)>0sex< _E oux> —1;f(x})=0sex= —% oux=—1;f(x) <0

se -3 <x<—1
2

) fx)>0se0<x<Lf(x)=0sex=0oux=1;f(x) <0sex <0
oux>1

10.
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d)f(x)>0se2<x<3f(x)=0sex=20ux=3;f(x) <Osex<2oux>3

efx) >0sex<—loux>Lf(x)=0sex=1;f(x) <O0se -1 <x <1

3

D) >0se % <x< %;f(x):()sex= %;f(x)<0sex< % oux < 3
3

) f(x)>0sex< —% onx>0;f(x) =0sex=0,f(x)<0Ose —5 <x<0
1 1 1

B f(x)>0sex < ) oux>>2;f(x)=0sex= HE;f(x)<Ose -y <x<2

D) <0sex<—lou0<x< %;f(x):056x=00ux= %;f(x)>0

1

se -1 <x<Ooux> 3
] 1 1 1
Dfx <0sex< g;f(x)zﬂsex= g;f(x)>0sex> 3

3
Dfx)<Osex< —lon % <x<2;f(xy=0sex=—loux=— Eoux:Z;

Fx) > 0se—1<a< %oux>2

. 1
m)f(x)<Osex< %oul <x< -;—;f(x)=03ex= %;f(x)>05ez < x<1

ot x > 3
2

{reRIx#1} H{xERIx+-lex#1} AR
DH{xERIzx% 2} )xERIx=-2} H{ERIx #0ex# —1}
D{xERIx<-loux=1} A {xERIx<-3oux=0}

iR j)l:O,%] D]%%:\ m{xERIx<—2ouxz=3}
n{ieRirs—lour=1} o {xERlx=0ex+1} p[-2,2]

s
q)[—\jg,g} AIL3] 80, 1] :)[0%] u) {0} U1, +oo[

a) b) c)
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dy

Respostas, Sugestdes ou Solugbes
r 5)

-3

I

1

AR

) L g

- 2 1
11. b) ¢) f(—2) = 1 é o menor valor

atingido por f

563
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2 15. a)Df={xERlx¢0} BD={xeRIlx+1}
y
2tk
L4
-2 —1[ 1 ¥
I_:_‘ 1
Lo -2
aD={xeRIx# -1} dD={xeRIx+0}
i) A
\
AN \\
.l L _I
o[z =42 ]S e e
: 0 —1 \ﬁ_r_ 1 _1\ 1
1§ ! 12
1 |
1 |
H |
______ \_5
eyD={x&Rix+0} pd={xeRIx#0}
4. a)fx)=0sex<—loux=1;f(x)<0se —1<x<<1 \
-1 1 1
= = = 3. T T ' 1
b fix)=0sex<20ux23f(x) <0se2<x<3 :"*‘\\\7

¢) f{x) > 0 para tedo x

dfx)=0se0=<x<3;f(x)<O0sex<Ooux>3

e)f(x)<<Oparax # —1;f(x) = 0 parax = —1 mMD={xRIx+#2)}

D fx)>0parax# —3;f(x) =0parax = -3

ofx)=0para -3=<x=<3;f(x) <Oparax < —-3oux>3

h)f(x) = Oparax < —1 —J7 oux= -1 +ﬁ;f(x)<0se
—1-47 <x<—1+47

J7 3447 3-47 3+47
2

Df)=0sex= 3_Toux2 3 fx) <0se 3 < x<

F) f(x) < 0para todo x

—

1
I
i
1k
| —
11

™
\13
|
i
|

HAD={xERIx+#0}

e

R
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DD={xERIx#1}

1
|
]
|
0| il

mD={xERIx# -1}

m) D={xeRix+#£1}

1
2 -I\
- H-4-
L

—io| 1: 23

o) D={xERIx#0}

16. b)

18. a)D=R

Respostas, Sugestdes ou Solugdes 567
17. D={(xc€Rlx<=s—-1loux=1}

X
Xy
p
>
> Py,
L
1

o

BD={x€ERIx=—-20ux=2)

\y P
> 7
AY 7
N 4
N rd
o -l-x
S

-2 -1| 12

OD={xERIx< -3oux=3} HD=R

—_
y = \,0'9—):2 1:),1‘2+y2:9,y20

y= -+ e+ +yi=1,y=0

19. @) f(x)=+4—x2

200 & y=\j‘l—x2

b)
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0)311\4#(1'—1)2 d)xz+y2+2y=0<:>x2+y2+ .

23. a)+2 b» 5

+2y+1:12 L‘)\/E a1
1Y =1,
2
yE—ley= -1+ J1-52 N0 P2 2. b)) y=+3 1_"T
.4
24. d:x—H
lx1
-1 03 i
W3
) 1 25. T(x)=(\/x2+100+ﬁ(¥)s /\
2 - _ = -
g x+ )+ +2=5y=s-2 fiy 1 -2 2
\ 27. o) b)
:\ !
1
I
-1 ! i _ 1
\'_\ 11 2 o 4
_1: 4
1
\i _ .
1 -b —a a
21. a)f(Z):méx{2,5}=2 b)Df:{xEIRIX?EO}
F(=D =mix {-1, -1} = -1 | g -t
f(l) = mix {l 2} =2
2 -2 2 2
= B Ve . 28. @y=y4-3x2 o _+2 =150
/1 " ) ) R
.'\' 2 ﬁ
N
y=0
R 12 2 2
Yl S VE Byy=—l-4:l o=+ =1
| (A7
22. a)f(%)=ma’.x{nelfn$.%}:0 b) — : 7 2
e—
; . -1j2 1/2

ro=1a(5) =1 SRR
(8- S | U/
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29,
aAy=x+1 Hy=2x+3
5
e)y=2 fiy= Ex-i-
0, 35
2

2.000

2. O = S+ 3.000 m?
r

34, A= x+Jdr?—x?

36. a)

37. Quadrado

40 10

39 —e
7+4 w+4

4. agx-12+y=1

1 2 2
+—| +
c)(x 4] ¥

42. @3 B0 c)%

43, a)y—3=2(x—1)ouy=2x+1

c)y=_x+3

45. a)y=—x13 b)y=—%x )y =

-~y

£

ay=—-3x-35

m
33, A={3—12

h2
35, V=7Th[r Ar}
4

hHh(2)y=4

38. Divida em partes iguais

144 43 .32
9+4+3  9+4+3

(et (3

a3+ 03)

1 1
h-3 O0-2 -3

2
By=-Sx+1
}y 3"

= ——x
dyy 5

I
| w
=

1 4
x4+ =
357 3 d)y

1
dyy= 5%

Respostas, Sugestoes ou Solugbes

1
Hy=—x+1

e)y= *zx
3 5

2.2

571

c) d)

e) )

g) h)

i) M
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24

)
2 e
vt : 1t !
El
12 5 [ 1z 5
d)

f®m+gm=0e £ o 1 paratodox
fx
x2+4
2. ayhix=3x+7 Byh(xy= 2+ x? k) = e
X
d k(D)= —45 + 18x ~ 17 e)h(x)=——2¢~l—
P

Dh@ =—2x+ 1), x+# -1

k= Jx? —x

Bhx=xx#l

Respostas, Sugestoes ou Solucées 573

2
A= ERIx# —5Lk = —
a) {x x LR 15

byA={xERIx=—-loux=1}Lhix)= Jx2 —1

A= [xERIx< —doux>3)h(x) = \J,"—ig-
P

DHA={xERIx#0ex#1},h(x) = 3 =
x> —x

A=]1-0 —B3IU[-L1NU[V3, +o[h(x) = (x> =22 —1

;‘:x afm=vx df=1+1+x

&) f() = % b F() =

e) flx)=—1+ P Fo=2+Ji+x
v —
CAPITULO 3
31
1. a)Emtodopreal b)Emtodopreal ¢)Em todopreal
d)Emtodop#1 e)Emtodop # *+1
J
2
T
e’ :_-_-?\ -
-1 1
) Em todo p real
2. 43 B3 ol d5 el f)% 22 mo
2 _
3 f=2"1 iixr1n
2x—1
2 _
fim A1y
x—1/2 2x-—1
4. a)4
x =1 Vr -1 1

I
< | Observe: - ~ #1
':)2[ YT i —Da+D Ax e+l J

0 e -2 fHoO
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32 12. a)4 b)—1 c)Ndoexiste d)6 €)1 f) Nioexiste

1. g)Ve>0,xBO,I\/;—xf6l<e@lxl<52.Entﬁo,dadoe<06t0m;m.

dose & = 52, para todoxEDf(x?—'O) 13.  Como f¢é continua em 2, para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que ‘v‘xEDf
2-6<x<2+8=8—e<f(x)<8+ e

lx—01<8d=1Jx —J0I<¢g

Em particul = 1 existird -
logo. £ () = A% ¢ contiaua em p = 0 m particular, para € = lexistird 6> Otalque2 — 3<x <2 + §=7 < f(x)

15. Paraseter!f(x) — f(p)| < ebastaque se tenha M | x — p| < e. Tomando-se

B ve>01-e<¥xr <l+eo(l-e <x<(l+¢ . Dudoe>0e .
B=—lx—pl<8=1fm —fp)l<e

tomando-se I = J(1 — &°, (1 + &°[ L E1,

17. Paraseter|f(x) — f(0) | < € (observe que £ (0) = 0) basta que se tenha

x2=|x—0lz<eoulx—OI< ~Je. Tomando-se & = w[g,
lx =01 <= 1fx)—fO)I<e

xEl=l-e<ix <1+e
logo, 3x é continua emp =1

2. Paratodoe>0,x#0ep # 0, 18. Observequel f(x)1=1x1

1 €< 1.1, €< 1—ep 1 = 1tep ) 20. Suponha que exista p, com f (p) # 0. e apligue a conservagio do sinal
x x
P P P p 21.  Aplique o Exercicio 20 & fungiio h (x) = g (x) — f(x)
5 1
v Parap>031—ep>0(e<-} 2 _ —
r B. @) —f(1)I= x+i—2’: o221y
X x X
' i;e<l<l+£<:> P <x< ' . E .
: p S I+ep 1-ep : b) Observe que | ’S_1+-—1—
3 ! x Ixl
- Entdo, dado € > 0, € < ., (p > 0), ¢ tomando-se / = }% T:E*_[' 1
g p 1+ep € ¢) Dado € > 0 e tomando-se § = min {E %}
pPELxET :l—e < l<l + €, logo, f(x)=l é continua em p > 0.
P xr p x - -
Analise o caso p << 0. (Veja como as coisas acontecem graficamente.) Ix—ll<é=1f(x) - f(1)I<e
. 1
5, Nio. Para € = % nfo existe > 0 que torna verdadeira a afirmagao 25. Verifique If(x) — f(1)1=71x — 1 lpara x> 5¢€ proceda como no Exer-
cicio 23{c)

“YrED; 1 -8<x<Il+ 8= f(1)—% <F@E <f()+ %
. 27.  b) Dado € > 0 ¢ tomando-se & = min { | pl, —
8. Sejapracional, entdo f{p) = 1; se ffosse continua em p, pela conservagio do ) min { p 7p2
sinal, existiria 8 > 0 tal que f (x) > QO parap — & < x < p + &, que ¢ impossi-
vel, pois em ]p — 8, p + 8[ existem infinitos irracionais

9. a){xERIxE Z} h{ixeRIx&Z}
¢) {0} (56 é continua em 0) d {11}

lx—pl<é @ —pl<e

1. ®4 b4 -7 dH5 50 H4 g2 mWY-3 A5

11. L=4:comL =4 f(x)=x~+ 2paratodo x, que é continuaem p = 2
“ s P ! 7 D6 DO M2 W2 L P2 9= P
BL=-1 2 243 339
PRI R ]
448 2 2
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34

3.5
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10.

11.

1
b —— N
a) 12 ) 25 €) 2

Nao é continua em —1. Em 0 é.

D2 B+l )0 d-32+2 epiz N3
x .
3 2 2 1 1
a)—= B0 e)x " 0 p 2) RO
2 33/p2 443
.3 , 3 -
N> N2 D3P m) 4p3 mynp" "' o) 1 p) _1
7 nnpn—l 4

2
—-— N—— 5H2u-3
2 P3

Come lim (x + x) = 2, tomando-se € =
x—=1

wl»—

Tomando-se € = 1, existe § > 0,0 <lx —pl< d= ‘%—O* <1,logo ...
g(x

Sugestdo: | f(x) — L1 < 1= |f(x) | — | L1 < 1 (Por qué?)

lim f(x)=Le

x—=p

Ve>0,36>0
O0<lx—pl<d=alfx)—Lli<e

Yex>0,36>0
O<lx—pl<d=I(flx)—L)—0l<e

< lim [f(x)- L]=¢0
xop

a)l B -1 )1 )0 e)Nioexiste f)Nioexiste g)1 k)l
D2 pH2 Dt m)Nioexiste

E falsa
Nio, pois f nio esti definida em 1
1
3 b) — —
a) er )y 95 9D

a3 »no o2 &-

a)l B3L 2L dy-L

Respostas, Sugestdes ou Solucoes

3.6
2
2.
3 0 [Sugesn’io: Verifique que —|xI? = %ﬁ <{xPB, x# 0.)
4. b0
5 a)0 b) Nio existe

6. a)0.(Observeque lg ()| = ¥4) b o

7. b)0O
12,  Sugestdo: Para (=): M PAG —h—
[ h Ihl
38
. 1 81 3 &H-1 a0 fH3 g)% mo o
. 1
no DZ mZp m0 o)-2 p)0 g -
2. Bo
3. aycosp b)—senp c)seczp d)secpigp
CAPITULO 4
4.1

1. a0 b) 0 c)3 dy2 e}2 H2 g}% k)%

3

577

{) lim ————%: lim l-—31--1—=0'1=0
TS T S
X X X X
D0 DA om0 wi ol po o No
) lim (Jx+1—x+3)(yx+1+/x+3) I -2
5 = m ————=
X+ \/x+l+Jx+3 xo+w Jx+1+./x+
-2
= lim =0-(-1)=0
I_Hm\/— \/1+—+\}1+3
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4.4
; x 1. a)0(Observe: — lxl<sfix}y<Ixl)
2. 0.(f(x)= I, g(x)).
: 8t 1445
1 p DI85
1 3. a 3 b) Aplique a defini¢do de limite com
2
1L -
4 2
4. a)0 6. Sejaf(x) = sen L e considere as seqliéncias a, = 1 eb, = ;
x "oy " (4n + Dy
4.2 Verifique que  lim  f(a,) # lim f(b,).
5 n—s oo i on
L @)+2 bB-= -% d+o e = fi+m gOh?2 )
6 CAPITULO §

i)% D #% Do mo 1. f(-1)= —1,f(0y =1efécontinua em [—1, 0]
: 2. Verifique que f (x) = ¥> — 4x + 2 tem uma raiz real em cada intervalo
[—=3,=-2], [(L T] e[l 2]

JEBIENEE
2 2 4 28

X . .
5 a)f(x)= 1+ 12 € continua em [—2, 2]; pelo teorema de Weierstrass exis-
12

2. Dadoe>0Oetomando-se§ = €', x> 8= ¥x >e

a)0 B % )+t dy—-» €0 pH+x g % k) —oo
a)—x by—occ g¢)+x d-—x eg+x fl—w g)j-x h)+x
iy+e - D+eo m)y+o p)yt+e g)+ee p)—x g)+»

P —o  s)—m tem x. x, em [ 2. 2] tais que £ 0x,) = £ (x) = £ (x,) em [~2, 2]. Assim, £ (x;)

. s € o valor minimo e f(x,) o valor maximo do conjunto ad Fl—2=x=2
9. Aplique a defini¢io com € = 1 1+ x2
4.3 7. a)Sejaf(x) = a’ + b’ fextde suponhamos ¢ > Q. lim f{x) = +=
3, 1 XA
1. a)2 b)y+= ¢}l 40 e2 HO g+ k) 3 1) =3 e lim f(x) = —x, logo, existem x| & x,, com x; < x,, tais que f(x;) < Oe
ro -
S (xy) > 0. Como f € continua em [xy, x,] ...
3. 4= 2
9. SegjaJ={fx)IxET}
2 1 1.2 Caso. J ndo é limitado nem superiormente nem inferiormentie.
4. a) B) .
3 2 Para todo m real, existem x| e x; em I com f (x;) << m < f (x5).
Tendo em vista a continuidade de f; pelo teorema do valor intermedidrio
3 5 1 existe ¢ entre x; e x; com f{c} = m. Segue que J = R = ] —oo, +o0[,
T3 2.% Caso. [ € limitado superiormente, mas ndo inferiormente.
{ 1 Seja M = sup /. Seja m um real qualquer em ]—o, M[. Existem x;, x» em /,
6. a) 3 : b) 3 com f(xy) < m < f(xy) (por qué)
Pelo teorema do valor intermedidrio existe ¢ entre x; € x4 tal que f{c) = m.
af? Segue que ]—2, M[ C J. Por outro lado, para todo xem /, f (x) << M. Logo, se, M
7. a) — ndo for maximo de J, J = | —s¢, M [; se M for maximo de J, J = |—=, M].

Analise os demais casos.
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11, Sef(0) = 0ouf(l) = | nada hd o que provar. Suponha que nenhuma dag Situa..’

6.2
-0es anteriores ocorra; aplique o teorema do anulamento a g (x) = -
i prauee gO=I@=x 3 L @2 B-4 -+ ol 00 pNooeise 20 kS
12.  Suponha, por absurde, que existam u, vem [ a, b ], com v < v, e tais que 2 4
Fl) = f(v). Sef(a) < f(v), pelo teorema do valor intermedidrio, existe ¢ ey ‘
la, u[, tal que f(c) = f(v), contradigio. Se £ (V) < f{a) < f(u) ... ' 2 wx>-1 br<-loux>1 Ax<0  dxF0
CAPITULO 6 eyx<—1l{oux>1) Hx>=0ex#1
6.1 3. a b) c)
a)+x b0 )0 &l e)—x HO 20 h)+t= )+x j)+ew
2.
i 1
d) e hH
|
|
|
i / . N\ \ I / .
'1(2 -1 \i/
|
|
|
g h)
e 1 1 i ' -
4., a) += b) +x= c) —® d) 0 e)In?2 fin2 g) —=
6.3
L e’ Be o de e Pl @ me
2. Sugestdo: o = "M@
3 a2 bo ¢)yIns d) +ox




582 Um Curso de Cdlculo — Vol. 1

CAPITULO 7
7.2
1. a)2 c) 2x
2. 2
3. a)3 )3 e)3
4 3 B )5 -1 e ! f)—l }4 h)—l—
S a3 n g o 273 5 ¢ 333

1
5. a)y=4x—4 b )':——;x+1

6. )2x+1 B3 o)’ dr)_-)r'7 s No g

x—6v+9=0 dyy=x—-1

I
(x+1)?

h)

14 gx)—gly [ 2sex<]
" r—1 T ]l-1lsex>1
p g g L el = g ()
x—1 x—1 x—=1" x—1
15. o2 b
16. 50
17. b)Nio
73
1. a5t B0 ¢) 80
1 3 7
2 a6 BT - D2 -5 H-—
X X X
ol k-3t
3oy=-gat 4 y= 243
1 1 |
— b) = —
> 5% x4 '3 “ %0
1 1
6. a) : d)

b) — )

2

X

3

74

7.5

7.3

Respostas, Sugestées ou Solucdes

dez
3 3
y=4x — 4
y=x+1
y=x—1
a2’In2 B55 7w &
a) 1 b 1 ) 1 1
¢ —
x1n3 xIns xInm X
) Ccos x b) ﬁ
2
V=X
A3 ia
a) —senx b0 ) — T e
) 5 d) 3
2
a) sec” x b)sec xtg x
y=u
- 2
a) —cosec” x b) -2
@) —cosec x cotg x B -2
2 2 1
a) 6x b)) 3x°+ 2x o) 9" — 4x d) 3+ .
2 v’x
-6t p-io gi- L opo L1
332 x2 X2 3
i)2x2+lx ¥l L + l_ szi_i
2 332 24x R =
m) 18x2 + — N 200° + 362 + 20x
3%x
¥y = 2x

583
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S @ 0> 0em |3 camll vl 0 <0em | 2.1]

b) +xe —om

c}

6. a)v=3x ' (x)>0emR

10.

Respostas, Sugestdes ou Solucies 585

1—x2 22 +2x+1 1542 —18x — 15
a) 2 2 3 C) 2
(x= -+ 1) (x + D~ Bx—3)
1 x 1 1 9x2
—_— . g5 _ -
rherrr 00 G Do Tweap

w-¥x o 4t 6o -72 43

g

6x +/x 4453 (x2 + 3)2
i 1
ﬂ) (_1,*‘Eje[l,3] d) L____
-1 2 !
by g (x)>0em]-1,1[ L] !
g (< Oem]—=, —1[ -—
eem 1, +o% 2
c}0

B _ (x? + 1) sen x + 2x cos x

a)6x — Ssenx ¢)senx + xcosx

(x2 +1)?
_ 2 — —
d)x[Zng+xseczx] €) tg x — (x + 1)ysec” x 3(cos x senqx)
tg? x (sen x + cos x)2
g X xl3xtgx+2igx =3 Rysenx[2x — 1] + cosx [¥* + 1]
(3x + 2)2
i) sec x 1 +zx g %] J—3senx+ Ssecxtgx Dcotgx — x cosec” x
24x
— (2
m)4secxtgx—coscc2x n)2Zx +3tgx + 3x sec” x o) h—ﬁw
seC X
p)‘x(er I) cos x + sen x 1+ xcotgx
x2 sen? x cosec x

—(x3+v’”x_)cotgx 5 (x—Dcosx—{(x+1)senx—1
Wx {(x—cosx)?

1
r) cosec x |:3X2 + W

a) (2x — Dsenx + X% cos x b) 0

¢) (6a — 1) sen (3a) + 94° cos (3a) d) 2x% = Dsenx® + 2% cos x°
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11. a)f’(x)>0f:m[ %[eem}%,%f} BN
5

fxy<<0em :l% %[

12, a)xe [2+ 4] b)3+i e)e [cosx —senx] d)
X

e2xlnx +x+2" *xflnx;l g) 5x {1 + 21nx}
[x1n x]-
-‘[}:71]2 . 1—1Inx , xe*
m i )
! (x2 +1)2 x2 ! (x+1)?

Pyx[(1 +Inx)(2cosx —xsenx)+
+ ¢os x]

14. @) e |cosx + xcosx — xsenx]
x 2 2
¢) ¢ [sen xcos x + cos” x — sen” x]

d)ex[zlgx +(1+ %) (1g x + sec?x)
Vax

78 N 5
1. a@)f (x)=16x" +2,f" (x}=48x"ef " (x) = 96x

BYf (%) = —iz.. = et - -
X X

12
A W =105+ 5 [T @ = 10— < ef” () = 60x°

dyf (x)= 9% — 6,f" (x) =18ef" (x)= 18

2 =0 2xsex=0 ., 2sex>0
e)f(x):{,‘i ser<0 f ()—{flxsex<0‘f (x)_{7256x<0

F(x)=0parax #0

P sexz=0 | 3x?sex=0 _{6xsex20
- ef'(x)=
2 af {*x ex <0’ S0 = {—3xzsex<0 JO= \—6xse x <0
, 2\c+3sexxl 2sex <l
B)f ()= 15 sex>1ef 0= J0sex>1
n-1
(—1) 2 cosx sen for impar
3. afPm =< By " (1) = n

(—D2 sen x se n for par

Resposias, Sugestdes ou Solugdes 587

nt+l
(—1) 2 sen x sen for impar

f™ = .

(- l)E cos x se n for par

D0 =10 " m- 1"

79
L o) ¥ =152+6 pyds__1 _ 3 o __ 1
dx dt Q/‘ 12 d (+1?
Inu—u—1 dx
d)ﬂ:cost—tsent e rou—u— B 23+
dr e winwz D TreCry
A lte ¢ + sec? 1] By & 3xZsenx—(x3 +1)cosx
dt dx sen? x
i)ﬂ=secu[l+3utgu] j)£=_i_i
du 33,2 dr 2 3
l)£=e"[cost—sent] m)ﬂ:lo‘,_ﬁ n)ﬂ:afmz
dt dv v dr
o)£=v p)d_E=mv q)ﬂ=_12_a 6b
dv dx x13 x
-2 a) x3(4\/;+5) b)g
24x (x + Vx)? 8
3. 8 4. 36
dt di
Extn-r|f1+2
N P t(l dxj,ﬂ

’

_2
dr (x + n? 9

x=1

12 1
8. a)ox b)2cost—trsent (.‘)90JC8+—5 d);
- X

eX (x2-2x+12)

&) —2' sent b 3

X

7.11
1. a)dcosdx by —SsenSx ¢)3*  d)—8sen8x

2

2 3
e)3t"cost  f)
2t+1

g) & "cost h) —¢“sen €
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, 2 3
)3(senx + cosx)“(cosx —senx) j} ——
243x+1
> 243
2 3 x+1 m) *SELSX L 0) etg}(sec2x
3+ Ylx—1 2+3%+9

p) —senxcos (cosx) q)8t (1‘2 + 3)3 r) —2xsen (x2 + 3)

1+e* 2
$) —— £) 3 sec” 3x u) 3 sec 3xtg 3x
24x + et
2. 10 3.4

b) €* (cos 2x — 2 sen 2x) ¢) e *{cos x — sen x)
2 4

2x+1 (e' + )2

4. @)+ 3%

dye ¥ (3cos3t—2send) &) —2xe ¥ +

2 — Ssen 5x sen 2x + 2 cos 5x cos 2x BY3(e " + eFP (—e  + 2xet

sen? 2x
o a2 =3t 2 1
D) 3re 1—¢ e [ 2xnd+ V) +————
) ( } D [ { ) YOI x)]
X 57X
I} 3 (sen 3x + cos Zx)2 (3 cos 3x — 2 sen 2x) m) e e
2.ex + e *
—
[ X
S O)M o 2x+ 1) + 22’;1
x2+1 4+/x3 + xevx *
2 2
q) M r)secx $) —9Jc2 cos2 x3 sen x3
x2+1
A+ 2010 G+ 1) — —~
7 — sen? x + 2 cos? x u) e r+1
sen3 x (lIn (3t + D12
5. a)-25sen5t b)—l6cosdt ) —wsenwt d)9%e
2 -
e’ (x* +1) 2(0—-x%) 4y 2

2e -1

(x +1)° {(x2 + 12 ) (x-1°

2x (x2 —3)

De *—de ™
) (x2+1)

e F(4sen2x ~ 3 cos 2x) )]

12,

16.

23.

28.

7.12

m) 2 B3 +3x2+3x+ D)
(x? + x)?
o) de X (x— 1)

@ 8x3 + 3027 + 24x + 10
(x? =~ 1)
3
D (2432 +3

Respostas, Sugestoes ou Solugdes

" —2[4sen 3x + 3 cos 3x]

e]

P) —cos x cos (Cos X) — sen’ x sen (cos x)

n e g 202 —3x2 + 1)
x3 (2 +x+ 17
dx +12

) 9 3fix + 2)°

8 8. 1n
*2 13. lou?2
a)3 sec” 3x b) 4 sec dx tg 4x €) —2x cosec” x*

d) sec” x sec (tg x) 1g {tg x)
g} —2 cosec 2x cotg 2x
Jy —e Fsee k{1 — 2 tg ¥
m)2x[tg2x + x sec” 2x]

€) 3x% sec x° tg x3
i) 3 sec 3x
I 6x (x2 + cotg x2)2 (- cosec? xz)

b7 v=2x—1
é 30. 8
@) §* S+ —— B) 2x 2% In2+2-32Y 3
c}2~32"+11n3+—i—— d) Cx+D¥ | In2x+1)+ 2x

(x2+Dln2 2x+
e) xse“3x[3cos3xlnx+m}

X
HG+cosa) | In(3+cos x) - X
+ cos x

2 x [(1 + Inx)senx + cos x]

D1+ "In¢l +9

) 2 + sen x)°% {—3 sen 3x In (2 + sen x) +

X

2
) xx2+1[2xlnx+x “}

AU+ 10" 1n 10

COs X cos 3x
2 +senx

]

589

D 2x sec? 22 gt@ X2
B x7 [3 tg dx + 4x sec? 4x]
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713

11.

7.14

my X (L Inx) n) [1 + l) {ln[l +
1+ x* x

0) xx'(x'*[(l+lnx)1nx'*'l:| pm" g

X

et | _,-x e
g} (1+ x) {e ln(l+x)+l+x}

A+ 2 I+ +xx+ 2!

By 2x (1 + eX ) In (1 + e¥) + x2(1 + X3 1 g%
¢) (4 + sen 307 In (4 + sen 3x) + x (4 + sen 30" ' (3 cos 3x)

d) 2x(x+ 9 In(x+3)+ 22 (x+ B !
) 2xG+mT GB+m  HraxE+ 7!

R e g T h . 3
y= .
2x 4
, _ 2
N S S T BN S
dx ¥ dx 332 + x2 dx 2xy+ 2
dy 1 d dy 1-y
4 Y- - ) A S T A 32
dx 1+ 5y dx 4y dv  x+ 3y
34 , Y
g)d)= x h)_d_y___zxy +y l)d}:_)‘e
dx y+1 dx Ix2y? +x dx xe¥ + x
. d y dy 1
J)ﬂ=7 2x ay _ ¥ m)7)=_
dx x2 +y2 + 2y de S—seny—x dx 2+ cosy
1 Xox | Yo
=y 1 6. —5 +—5=1
y x 22 2
a)l hHy—l=—=(x-1
:l(x+%)
¥ 5 E
a) dy = 3% dx Bydy = (2x — 2) dx
6) dy = — > d) dy= —— dx
a2 i

Respostas, Sugestoes ou Solugoes 591

a)da =21 dl 3. aydv=anldr

a)dy = (2x + 3) dr b) (dx)’

a)2 — 2t d)
by -2
cv()>0emi0, 1]

V() <<Oem]l, +oof

a) b0

2
a)v(f)>0em]0,2[ d) x
v << 0em]2, +of
bya()>0emi[0, 1]
a{t)<Oem]l, +oof

¢} ==

a)f () >0em]—= —2eem]0, +=[ o) 4
FrH<0em]—2,0[
Hf'(H<0em]—o, —1f

F @O >0em]—1, +xf

) +we —w

—
1

Y5

|

—

U .

a)f' () >0em}—2, 2 d)
fT<0em]—o, —2[eem ]2, +x[
Byf" (1 >0em]—+12,0[
eem |12, +x[

F @ <0em]—=, —12]
eem 10, V12

a) v, e

€) —vgke ke

e) Yo
k
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10.

11.

15.

17.

19.

7.16

11.
13.

15,

€)

Ponto de abscissa x = % 12,

(=2, 1) 16.
3

—— (cm/s 18.
5 ( )

dy

ﬁz1—cos;6€~*=sen€9
dt dr

1
y=—3xe y=—x
a)y xe y=3

y=-2x+3e y=——x+%
1 1
=—Xx— 3
T2 T 16
25
p=2x — — 5
y=2x--
a){l, 1)
y= —3xouy= —4x 8.

Pontos de abscissas -;— e 7% 10.

4
=gt 12.
> Xt

1 1
=—x+—ouy=x+—.
yomrr g end 4

*1 14.

—100
¢(101)2

N

_._(_)_’i (m/s)
1007

1 4
P)y=—x+—ey=—12x+98
V=gt
dyy=2ex=1

y=6x—2ouy==6x+2

12 1,2

o2 12

YTt Tyt Ty
13

B)y= -ty

)y 2x 3

©.12), (—2, —12)e (i, %}

y=3x+2

(a, b)tal que b < a°

—1

717

10.

11.

Respostas, Sugestdes ou Solugoes 593

53 5
A~y Bl d-m D0 o AL g0 By 22 i1
4 8
1 3
a) 4\;[; \.‘"‘1+\/; b) \E’T‘F 9x2 <) 512[1+2x2 in 5]

d)y (2 + senx)x|:}n (2 + sen x)-i—ﬂsi
2 +sen x

2 _ 2
€) sec x f)e’2[2tsen31+3c053t] g)]ng-g-L
S UL
362 +4x—1 32— 4

ot Sl B L3l + xPysec? 3x (4 — 22t 3x
2G+Dyrt1 D@ P

(xz + 4)2

esec~vx T can o
D sec x ) [ cAx gy —2]

n) e XX {1+ In x)

2x2
e - x (2_%-;)5 12102
oyg x  py 2 Ji- 22 q B r REREIY
1

) Y cosvx D6 ¢ Meos3x  w) —5cotg’ Sx

~ ycosay -y
a) 3y2 + x cos xy b x+e¥

Ity Iny ysen x — cos y
L N —— d —— — -

yow COS x — X sen y

y—5= —%(xfl)eny:%(x—l)
x+y=2oux+y=-2
x+4y=%0u—x+4y=9

x+y=-1

0,5 m/s

0,064
3

ms

0,3-04rh

P2




j
i
L
:
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13. cm/s
14. 0,003 m/min
17, a= l
3
21, a) 2% + 2 b) 45 + dx
2In (22 +1) 2 a2
22. a)cos(senx) by —x° _— 2ei"ele™)
) eos 1+ [ln (x? + D)2 D
23. a)cos (senx)cosx b1
d?x 9
25, a) — = —9% b -=
dr? ) 2
27, a)h" (1) = —9cos3tf’ (cos 3t) + 9 sen’ 3tf" (cos 3N
28. a)y?+ 27 )3
29. a)cosy + (x + seny){(cos 2y — xsen y)
M. Pw=PO+P M-+ W2y PTf” (x — 1), ou seja,
P =6+5x—-1D+3x—172+@x—1) '
101 1 8 1
39, a) — b)) — ) —— —
) 98 ) 18 ) 17 4 2
1 : 1 6w
4. ayl k) —— — ton - 2T
a) ) 3 €) d) +o e) 3 D 7
CAPITULO 8
8.1
. oF nrTt o~ K e) - x _r
)2 )6 )3 d) 2 ) 2 D 3 g) 6
) 2 ) 3 n 3 6 ) 6
V3 1 1 =
3. 0}7 b — 6)5 d) 2 eyx pHx g — ho
. v . —
i) ——
3 Jrx

_61
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7. @)g=3x b} 1
X

9, ¢(x)= x+1
x—1

10. a)y=In(x+ V-“'xz +1)

b)
!
Sy=x
/f
,/ 14
f
11.
f
/ //’
/ £
/’7“5/
/1
8.2
2 \
1. @yarcigx+ 5 b)‘_?’_ ¢) ,3x 2_x4
1+ x \‘,‘1_912 \s;l—xﬁ I+ x
6 > X
) 5 D — £ g) 3" Sarcsen2x+#
1+ 2x+3) 1= 22 \“:1 - 4x2

I(] + 2 - —de . )
A (1+16x°)cos 3;.\ arc tg 4x — 4 sen 3x i) 22V tg 2x 1+ X
(1+ 16x2) (arc tg 4x)2

arc tg x + —x,, cos 2x + 2x arc tg x sen 2x
) I+ x°

J
cos? 2x
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n 739_3-" W}l—t_ ¢) Est. cresc.em |—o, —~1]e[1, +=| d) Est. cresc. em [3{—,127 +w':
x?)arc tg x
Est. decresc.em [—1,0[ e J0O, 1] Est. decresc. em
— 1 RN x 2
{_exam[geJrJrl_HzZI}ga e * arc tg ¥ sec” x _ ]‘“’:’O[E:IO,%}
m) 5 A2
g x - \
i d
3 gh=Legry=-1 P
- 8 = ¢z Y I
. 8 -1 /inki-~__
Aey=1,g (1= ~cg”(h= T
4. b g , 2 . ///1\“_ 72 _ -
]
e) Est. cresc. em |—2¢, 0] e | %5, +=[  f)Est.cresc.em |—oc, —1]efl, +oof
Est. decresc. em 10, 32 ] Est. decresc.em [—1, 1]
1 ‘
5 g =Es ——— c)g'0)y=1 4 >
O T o 7/\/ :
iy
! [ I
-1 g b ] R et t\[ 1
6. a) ———, l<x<1 ) S T AN —- —tanTts
y1—x N e f |
AN e Ad N -2+-
: /2 // /’
7. ——Le, x> 1. P g -
X \.“"xz -1 ! N . Observe que f' (0) = 0.
_]/' ! \i g)Est. decresc.em ]—o2, ~1}e([l, +=[ k) Est. decresc. em | —2¢, 0]
e A Est. cresc.em{—1, 1] Est. cresc. em [0, +22f
CAPITULO 9
1
2 o 2”7
1. a)Est. cresc. em ]—o¢, 0] e [2, +25] b) Est. cresc. em |—o, —1]e 1 1 .
g
3 2
1 " Fe R ; . _
i Est. decresc. em | —1, ~— i) Est. cresc. em J» Est.cresc. em | —oe, 0]
Est. decresc. em [0, 2] s 1: 3] Est. decresc. em [0, +o%[
1
1
= f\. : ’ - -2/ ?2_?‘,!
WY il ‘
- _7_3_ : _l
3 o
B .



398  Um Curso de Cdleulo — Vol. |

D Est. cresc.em [—1In 2, +%
Est. decresc. em |—<¢, —In 2|

n) Est. cresc. em [1, +o5]

Est. decresc. em ]—22, 0] e 10, 1]

X —x2 41

Observe: ~- -2 —— =32 — x + =

x
p)Est. cresc. em [—1, +[
Est. decresc. em |—%, —1]

r) Est. cresc. em [, +o[
Est. decresc. em ]—2=,0[ e 10, 1]

R R

m) Est. decresc. em ]—2c, 0] e em
10, 4= [

o) Est. cresc. em 1:—%, 2:|

Est. decresc. em ]*OG, *é—] e
[2, +2{

¢)Est. cresc. em ]—o, 0] e [1, 2]

Est. decresc.em [0, 1] e
{2, +=

§) Est. cresc. em |—, 0] e [2, +2[

Est. decresc. em [0, 1] e 1, 2]

fmgpengin PG & U
\

) Est. cresc. em ]0, €]
Est. decresc. em [e, +2[

(-2, 1]

a<<—27oua>35

ay+e= B0 e +x 4O

a) Eset. cresc. em |—o, O[ e 12, +20[
Est. decresc. em |0, 2]

¢) Est. decresc. em [0, 1] e 11, €]
Est. cresc. em [e, +
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1 1
Observe: g(x) = —x + ————
§ YT
u) Est. cresc. em | —o2, 0]
Est. decresc. em [0, +2°[

Cada um dos intervalos [—3, —21,
[0, 1Te [1, 2] contém uma raiz.

ey 0 pH =

b} Est. cresc. em e, +
Est. decresc. em 10, ¢ 1]

d) Est. cresc. em [e'l, +oo[
Est. decresc. em 10, e 1.

2
By fl{x)=1"%3¢ 2 e x#0

Pk
0 se x =0
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923

. a) Conc. para cima em |1, +o2[

Conc. para baixo em ]—, 1]

Ponto de inflexdo: |

¢) Conc. p/cima em ]1, +o0o[
Conc. p/baixo em ]—2¢, 1[
Ponto de inflexio: 1

¢} Conc. p/cima em ]ln 4, +%|

Conc. p/baixo em ]| —=¢, In 4]
Ponto de inflexio: In 4

g) Conc. p/baixo em ]—=, — N |
210,43 [
Conc. p/cimaem ]— NEW Ofe
V3, =
Pontos de inflexdo: = /3 €0
i) Conc. p/cima em ]ez, o0
Conc. p/baixo em ]0, 92[

Ponto de inflexio: ¢

I} Conc. p/baixo em]—=,0[ e em 10, 1]
Cone. p/cima em ]1, +c]

Ponto de inflexdo: 1

n)Conc. p/baixo em -, Of
Conc. pfcima em ]0, + [
Ponto de inflexfo: nio ha

a)

S
|
Lo 0
T~
bttt L3

T ) S

b} Conc. p/cima em :| é +oo {
Conc. p/baixo em |—20, é[

Ponto de inflexio: %

d) Conc. p/cimaem |-, —1[ e
10, +=f
Conc, p/baixo em |—1, O[
Ponto de inflexdo: —1
) Conc. para cima em ]—, — /2
e V2, +of
Conc. phaixoem |— V2,421
Ponto de inflexdo: ndo ha
h) Cene. para baixo em R. Nio

hé ponto de inflexdo

J) Conc. p/cimaem]—<c, 0[ e ]1, +o9[
Conc. p/baixo em JO, 1]

Pontos de inflexdo: 0 e |

m) Cong. p/cima em ]—o, — NEX|
eem |0, V3 [
Conc, p/baixo em ]— $3,0
eem |3, +oof
Pontos de inflexdo: ++/3 €0

o) Conc. p/cima em |0, +3[
Ponto de inflexdo: ndo ha

c}

2

|-
-l

9.4

9.5

e)

a) 10+ 66+ 3c=0¢
W0W+4b+c¢ #0
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)
o 1\
3 X
Observe: > =X —
x= 1+ x2
byb = 7 ec= 11
2 3

)2 b)% O+e d+x 0 HO 20 B o

]) +o0 [)—{—ac m) +oo

a)( by +o ¢) +w d) —%

00 po 0 )l 1
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5.
I ///
| -
-2 ”
Ly
L
/l/ 1
/, !
7.
9,
11.
13. P

6.
1
/IEE
8.
L
N NE
2 2
10.
-1
// 1
[
12.
1| L7
g
R\ Kt
Ve
ARt
PANEN'
p I \
A: i
14.

9.6

15.

17.

19.

16.
3
| -1 ITI
AN
18.
Tn\.h_
j/lzs
20.

Respostas, Sugestdes ou Solucies 603

Obs. Os pontos de inflexdo estdio localizados

nos intervatos [—2, —% } [0, %} e[2,3]

a) 1 é ponto max. global
—1 & ponto de min. global
¢) Nio ha ponto de méx. local nem de

min. local

¢é ponto de min. global

|

e) —

£) 0 e 2 ponto de min. globais
1 ponto de méx. local

i) —1 e 2 ponto de méx. globais
(e 3 ponto de min. globais

b) % ¢ ponto de méx. global

d} 1 ¢ ponto de max. local
2 ¢ ponto de min. local

J) 1¢ ponto de max. global

h) % ponto de max. global
7 ponto de min. global

J) edépontode méx. global onde e é
araiz daequagdo 1 — ¥ sec’x =0,




oy
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10.

12.

14.
17.
19.

22,

24,

) —1e 1 ponto de mix. locais
0 ¢ 2 ponto de min. locais

n) 0 é ponto de mix. local

% € ponto de min. local
Quadrado de lado éi 3.
32 5,
4R 7.
3
Tangente no ponto de 9.
iy
. /3
abscissa p= Y2
P 3
(1 9
Raio da base 3f— e altura 3/ — 11.
x 3ar \I m
B
i x =40 \/?m 13.
ol
A
(Nfi, V'E ) 13.
r=leh=1 18.
g=4 20.
NE)
x=2
3

2

¥ = —2px+1+p20ndep= TOUP: -

m)2 & ponto de max. global

3,
o) — \T € ponto de mdx, local

RE]
3

& ponto de min. local

Base ; e altura /2
N2

y—2=-32 (-1

(1, 1). O coef. angular da reta que
passapor(l, 13e(3,0) ¢ f% co
da reta tangente em (1, 1) é 2.
t=0

g =3.

23.g = 10e Ly = L(10)

V2
2

927

9.8

25,

26.

28.

29.

30.
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—

<
N|hﬂ
8| =
R

44

N2 2. t= N4
2 8
E o retingulo em que (%, OJ € um dos vértices.
4]
274

g - foas 1 r 1 p
E o retingulo de vértices (p, 0), | —, 0|, | p, e | —, onde
e v ( ) (p 1+p2) (p 1+p2]

p= iS—ZE.

a) —1 e 4 pontos de min. local b) — VIE ponto de max. local

0 ponto de max. local E ponto de min. local

V3

¢) 1 ponto de inflexo horizontal d) —1 e 0 ponto de méx. local

- % ponto de min. local

e} 1 ponto de min. local ) 0 ponto de min. local

% ponto de méx. local

F{—2) = 7 valor mix. 2. f(—2) = —27 valor min.

f@3)= ~-84—7 valor min. f(1) = 0 valor mdx.

f(—3) valor min.; f(—2)

valor max

f (—1) valormin.; f (0} = 6. f (%J valor max.

F(2) valor max. Nio possui valor minimo.

4. f (-?1;1) valor max.; f (0) valor min.
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CAPITULO 10
10.1 ,
2. y=é&~ 3x@=¢"
4,

wy

1

9 a)y=ezx b)y=_e c)y=2€5x d)y:.._%e\/@ux
10. y=¢"* |
1. @) y=42:2+1 byy = el ~ 050
10.2
2 2 3 2
L @itk Bx+k 9T btk D+ park
2 2 3 2
4 4 )
X x 1 x 1
e) — +k o+ x2+3x+k -——+k B =—-
"% D 9 2 222

2
i)%«/x_3+k j)%%‘x“ l)%+lnx+k m)Zx-i--:—'Q/’x_s

Z 1 2 1
R R S A
o) x 3 72 k p)3 x .

r)l_f—%fﬂ +3x+k

2
t)%+]nx+k

n) %x2+bx+k

q)21nx—2+k
x

x* 1
§) —+—+¢%
2 3x3

2
3. a)%e2x+k b)—e " +k c)%+3e"+k

i 1 1
e} ——cos5x+k — e —— g2 4k
} 5 x 1)2 5

h)3x+senx+k i)%(ex—e"‘)i-k D —-;ve_h%-k

D—%c053x+§sen5x+k m)nx+ée +k n) —2C0§%+k

3 i
g)x?—cosx-f-k ;

k

d)%sen3x+k

4
d)y:—lcos3x+—3—

10,

11.
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2
o)3sen§+k p)%%ﬂx‘* +%sen3x+k q)%+%e3x+k

N3x—e *+k s)%ehil-k

t)x—%sen4x+k u)2x—3cos%+k

2
a)y=§~;~_—x+2 c)y=senx

2
e)y=%+3x+% PDy=—e"+2

3

a)y=—-—1—+2 B)y=3x+Inx—1
x

2
5
c)y=x—+2«/ - = d)y=lnx—l+2
2 2 x

2
a)x=t7+3t+2 Bx2=10 ca(=1

t=% 9. x(z‘)=x0+vot+§t2

5 13 3
ax=r+3+2 b)x:?—t—l C)x=5t2 +r+1

dx=e¢ '+t e)x=—%cos2t+t+% f)x=—%sen3t+%t
g)x=arcig!?
a) b) y=cos2x

WA
VAR

s L)
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R ]

cy=er—1 dyy=arctgx ; .
i 6. Area=1
i
___{S_—__ 0~ 2
-1
CAPITULO 11 8. Area=21

11.5
1. 772 2, 2 3 2 4. 0 5. 2 6. 12 7. 49
8. 10 9. 8/3 10. 3/4 11. 0 2. -4 13 -1
14, 16/3 15. 2 16. 12 17. 15/4 18. 8% 19. 458
20. 13/10 21. 3273 22. 0 23. 0 24. 15/8 25. 253/6
26, —21/8 27. 7/8 28. 73 29. 203 30. 193 31 203
32. 1924 33, 1118 4, 9 35. 47/6 36. 0 37. 2+In3

3. 2+~ 39, N3 0. -2 n L2y no”
2 4 3 2 4
_ . 5
52792 4 Ly o4 w46 Laocoss) 10.  Area=>
2 2 5 2
47. T 48, 2 49 c—1 50 2 5L 2 52 0
6 In2
5 ™ T T 2
53, 2 54 T 55 T s, T 57,1 58
4 4 4 4 In3 12
g9, 3¢ 1 6. -7
1+In3 4 12.
116
1 2. Area= 14
3 é
e ¥ = A X ;
4 14,  Area= 7
3
3. Area= 4 4, Area= 32
3 3
-1\ Ji o
B R -
S
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15. Area=2(+2 — 1) 16. Area =

o

I
i
1

18, Area:-é(IZ B —m—12)

17.
19.
21.
10

23 2 B =

a) ) 2
24, 2 25. 1
26. §i

3

e b i e AN

11.7

11.8
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1 1.023 14 45 5
a) —— by — c) — 68 — =
) P ) T ) 5 d) e) n ¥i] 6
15 5 1 1 4
- B3> ) —[et -1 —[e—1 —
3)64 ) n 72[6 ] j)Z[e ] )] T
NE) 1 1 2 2,7
_ n) —In2 0) — — —In— 0
m)4 )3[1 )6 P)g q)3n4 )
s)l_l t)— 1 u i
192 10.302 429
3 . 2
2
0 5. 0
2 _ -1
a)E b)llnS c)¢
3 2 2
8~ 27 3.367 243 1 1
= =7 b ) == — e) —(1—e!
9 ) 2 )% Py 93070
343 -1 3.5 1 .8
— —In = h) —In5 1) — 2 -1
H— g > ) )3 N2
76 3—4In2 58 7 1
I)ﬁ n) —5 n)0 U)ﬁ p)ﬁ Q)m
il 11 11 11
r) — 5) — ) — u) —
) 24 24 ) 24 ) 24
ay6J »aJ cy—1J d) 0
2
a)J. —3xdx=-mv2—-—mv0,10g0 %+ 2=—z—
3 . .
b) 5 c)le—1 dHixi=1 e) Oscilatério

B) /5 e—J5 Ax=0
alvl= L;—O—-.Mo—xz B4 ) a0

DHixl= .5

d) /40 e —40
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10,

11.

12.

L

* 1 1
madx=—mv2——mv3 ou 2a(x—x0)=v2~v§.
Xy 2 2

2

p) 20

2g
@ v:-t=y2 -1 B)vy = 1

X

3
J. 3x cos 30° dx = 27J§J

0 4
a)3ff )0

j"*—xdFL‘L
2 4+ x2) 4+ x2 NCRRC

CAPITULO 12

121

2 6
a)3x+k b)%-kk c)%-yk d)%\/:?"#k

5
e) 2 U7 vk f)-L.@.k g)—i+k Byx+Inlxt+ £k
7 3x3 2x2

3
i)1n|x|~l+k J)%+3ln|xl+k Dx+nlxl+k
x

mye +4x + k n)%esx+k o)—%e‘z"-t—k

L eryk ghixl-eFrk o plear_liy
2 4 x

2

1 x4 1 o
$)3mixl—— +k H—+hixl—-=+k u) — g¥2x 4
x 4 x 2

c)efi d)% 8)1 f)7+31n2

1 3+2In2
a)y —(e2 —1) B)—=——=
2( ) 2 e 6 3
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3. a)-cosxt+k b)—%cos2x+k L‘)%senSx-@-k
3

d)—i—cos4t+k e)%sen'!t"i-k f)Lsen\Er+k

V3

) 1 lsen2x+k h) 2x 1cos2x-i-k i) x? + L sen 3x + k
—y—— - 2=
& 2 4 6 2 15

l)lx+isen7x+k
14

)] lnlxl—ic053x+k
3 3

m)lsen3x—lcos4x+k n)—lc052x+lsen3x+k
3 8 6 6
0) —2cosx+k p) lsen3x+Lcos7x+k
9 49

1 5 1
— ——cos3x+k
P53

3 2
4. el b) 242 —
a) 1 )2+ c) 3 d)

I

5, b)lx—lsen2x+k
2 4

1

6. a)lx+lsen4x+k b)—x+Lsen10x+k
27 8 2720

¢) ix*isené)chk
12

1 1
dy —x+—senx+k
2 2 2

e) éx + l sen 2x + L sendx+k §x+lsen2x+Lsen4x+k
8 32 8 4 32

g)x—%cos2x+k h)x+%cost+k

i) ﬂJc—Ecos?uc—isenéx+k D 3x—sen2x+lsen4x+k
2 3 12 2 8
7 @2 B = &) T +1 & 3T
16 8 8 2 16
B, 4.2
10, a)—Inlcosx|+k Dtgx+k ctgx—x +k

dylnisecx +tgx|+ & e)—%]n|c052x|+k
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11.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

12.2
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ﬂ%lnlsee3x+tg3xl+k

W 5%
) ——-e*+k
In 5

Dx+tgx+2Inlsecx+tgxl+k

g)L?,x—Hc R)5arcsenx + k
In3

2

x 1

) —+—tg3x+k
J 2 3 2

myx+igx+k

1
2} sen 6x cos x = —;— [sen 7x + sen 5x] b) L cos Tx — o cos Sx+k

a) —Lcos6x—lcos4x+k
12 8

¢} flcos4x+lc052x+k
8 4

a) sen 3x sen 2x = —% {cos 5x — cos x)

Lsen'f'x%»isen3x+k
14 6

a) ~isen4x+lsen2x+k
8 4

c) fLCOSSx—lcosx+k
10 2

e} isen10x+lsen4x+k
20 8

a)0

a)l0sem*n,wsem=n

2 (3x -2yt
12
d) R SR
3(3x — 2)

14

b) —icos7x+lcosx+k
14 2

d)—%cosﬁ;x-l—k

b) ——l—sen5x+lscnx+k
10 2

b) —Lsen7x+lsen3x+k
14 6

d) -l—sen6x+—1—sen4x+k
12 8

8
n =
)7

)0

+k b)%q,‘(3x—2)3+k C)%lnl3x-2|+k

1

2
8)—%c0312+k j)zex +k

g)%ex3+k h) —%c0s5x+k i)%senx‘urk j)%sen6x+k
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l)—i—cos“x+k m)%sen61+k mM2hnlx+31+k
5 1 42 1 2
O)Zln|4x+3|+k p)gln(l+4x)+k q)zln(5+6x Y+ k

_ 1 1 23 2 3
e R (LRSI SN S (R

—— 1 sk
Z(chl)2 Cos X

5
1 1 11 43 3 1 13
1h-1) pll£ 3 il
a) ( ) ) (ZJ 0)2]n3 6ln4

e_"2 +k

+k x) —

I\J|>—A

2 e 5
2-42 1 1 .3 ™ T
e V2 —1 Lopl 33 4 g omT
) N 3 g) 03 ) 3 i) g §l] )] g m) 2
1, senx  senSx sen®x  sen%x
a)gsenx-!-k b) 3 T-H( c) 1 — 5 + k

2
d) 3 veosPx + k €) *%11(1 +cos2x)d +k
2 73 1 o3
j)g (5 +sen?x)® +k g)—cosx+§cos x+k

k) senx~%sen3x+%seﬂ5x+k i) % tgtx + k D % tg2x + k

1 1
D —secdx+k M)—secéx—lsec4x+k
3 6 4

1 1
+k ) ———+k
oS x P 2cos? x

) —%(3+cos 032+ k 0)
1 1 1
q)gx—gasen4x+k r)secx +cosx +k s)51n|3+21gx|+k

ayZlnlx—31+k% B)SInlx—11+2Inlxl+k

' 2
c)%]nl2x+3l+k d)x?+3lnix—2I+k

eyx—Inlx+11+k Hx+3lnlx—-11+k

2
@2x+Inlx+11+k h)%

~2(c+ 1) +Inb+ 11 +k

1
6. a) —%lnlx+ll+51nlx—ll+k b) —%lnixl+%lnlx—2l+k
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12.3

10,

1
C)Elnlx—2l+%lnlx+2l+k
e) 8lnlx— {1+ 13Inlx—21+%k PHlnlx—21+k
g-2Ilnlx—-2142Inlx-31+k k) -—4lnlx+11+5nlx+21+k

1
d)ZInlx—2I~%lnlx+2l+k

I
a)—Fa.rctgi+k b)arctgi-i-k
~3 2

NG
10 V10 x 3
€) X — arct +k d) —_ arc tg —— +k
0 Mt S5 Y8

1
e)Eln(5+x2)+k j)iln(]+4x2)*%arctg2x+k

1 2 1 X 1 2 3
}—In{(d+x)— —arcte = +k A —hn{+dH— = +
82 ) 5 g2 )4n( ) 2a.rcthJc k

Darctg(x+ D+k  parctgx+D+k D -z_arctgij;zﬂc
5

NG
+2
S n)%arctgﬂﬂc 0)2arctg (x + 1) + k

V3

m)larct
2 g

2

1 +k b)%ln(]6+x4)+k c)éarctng+k

9 - 8(16 + 14)2

Olthxl+k p-—_L 44

d)—llnI6052xl+k
2 In x

pitgx —x+k kBrarccsenx + k i)%arcsen2x+k

j)f%\/'l—4x2'+k I)arcsén-;—+k

I m—— 3 2 3x
m ——= J1—4x? + Zarcsen2x+ k il el
> x > n)33rcs«.=.n2 +k

0)%arcsenx2+k pracsene’ +k g —2\1—e* +k

rarcsen(Inx) + k §)2arcsen(x + 1) + k farctg e + k

u)%ln(l +3¢Y +k wysendnn) +k x}%arctgx[i-i-k

a)(x— 1) +k B —xcosx+senx+k c)e (X -2+ 2)+k
2

i 1 1
d)x—(l ——]+k Inx—1D+k =53 -=
> nx > e)x(Inx ) j)sx In x 3 +k

124

Respostas, Sugestoes ou Solugoes 617

2
g xtgx+Inlcosx|+k h}%[(lnx)z-—lnx+%j|+k

Hx(nx)® —2x(nx— 1)+ k j)%eh(x_%}rk
1 x 1 -2
)] Ee (senx + cosx) + k mn) —Ee (cosx + 2senx) +k

n) % ) e +k 0) % (" sen ¥ + cos x%) + k

-X
P %1 (2sen2x ~ cos 2x) + k q) —x*cosx+ 2xsenx+ 2cosx +k

b) % secaxtgx-‘- %secxtgx+ glnlsecx+tgqcl + k

2

a) -1 sen” X cos X — 2 cosx b) L senm” xcosx — Esenxcosx+ i)c+k
3 3 4 8 8

—st

(cost+ ssent) + k

1+ 52
1 il
a)l b)2In2 -1 C)E[ez_l
1, 2 22
d)—;xe“—s—zxe TX_‘;—S*E Sx+s—3

a)%[arcsen2x+2x\)1—4x2'j+k b)arcsen%+k

) Inix + Vq+x2)+k d)%arctg%+k e)—\/l—x2+k

3 2x | 2x
Zlarcsen — 4+ == 3 —4ax? |+ k
f)4{ 3 3 * }

2 %[arcsenx—x\fl—xz]+k

k) %[arcsenxfx\u—xz (1-2x3)]+k
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6.

X

1+ 41+ %2
~1+(x—1)1f9—(x—1)2 T
2

D) Faca2x = 3sent

i) In +k

9 x
D = arc sen
2
m -+ 2% +2=3—(x— D%
fagax— 1= «Et

- - 2
x21+x LA—G-n+x o -dFT 4

2 x

nr) 2 arc sen

- 3. mab

2

13 12 11
a) E+DhP x+D x+1 k
13 6 il
b %(x_ n72 + : (x—D¥2 4+ = (x_ D2 +k
4 2

2 —1In(l+ +k _

€) 2(x —In (1 +x)) D e

1 1 1
- - +k =(2x+1)%?
TG+ 3 h 5 @xtn

4(x + 1?
g2yl—¢* +1In

—%(2x+1)1’2+k

IZVlme L wd (1+«E)5f2—%(1+ﬁ)3’2+k

1—e*

%1/2x—x2 (x+3)+k

1 (x+1) x 1 X
) — arc ¢ +k D =—-— +=J1—x2 +k
J ) g 5 (2 4Jarcsenx yy x

i) %arcscn(x—l)—

m) (arctgx) (1+x)—xarctgx+%ln(1+x)+k

x
m) (x+ Darctg x —Vx +k )~w+x—%m(1+eh)+k

ex

2x

)%]n(4+x2)+%arctg%+k b)»hl(9+412)w—alcth+k

12.5

10.

Respostas, Sugestes ou Solugdes

c)%ln(x2+2x+2)+9arctg(x+1)+k

7 2x +1
— arctg ———— +k
N

V3

e)in(x2+4x+5)—3arctg(x+2)+k

d)%in(x2+x+1)—

619

In 9+x - arct X
f)2 ( ) Jaee 2
—:‘}xrarcsenL+l 8. —4—3ln3
2 ¥3 03 6
a)x = 3sent byx =3sect c)x=31g¢t d)x =sent
e)2x=x/§sent —w/gsect )2x=J§tgt
h)\f@x=\/5sent D3 x= 2 sent j)«ﬁx=ﬁseet
Dx—-1=wu>0 myl+e =i u>0 n)x-i—zigtgt
or.')1+«f7=t3
LI Eda] 2. —2Inlx—21+3Imlx—31+k
4 x+2
1 2 2 1 x—1
—Inlx"—4t+k 4, Inlx*—-11+ =1In + &
2 2 x+1
5 2
61n|x—1|+10(x—1)+3(x—1) +k
Inlx—11-— 4 +k
x—1
19
x+—1n|x+1|+—lnlx—3|+k
4 4
nlx—2l——% 35 L4
x—2 2(x—2)?

—3llxl+4lnlx—-11+£k

x—Inlxl+3Inlx—11+%
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

12.6

5 5
ZInlxl— = Inlx—21-
ﬂ4 4

2
T i 44lnlx—11— 3
2 x—1

+k

—+4x—%lnlxﬂ-ll+%lnlx“3l+k

1 x
——arclg— + k
NN

1 2 1 X
—In(x*"+9)+ —arctg = +k
2 ¢ 3 g3

x+2Inlx=31-2Wnlx+31+%k

flinlx+1|+ i1n|)c-2|+k
3 3

2 4 ! +
x—-1 2@(x-12

a) —

By - Lnixl+ S nlx—21— 2= Inlx+3i+k
6 10 15

2
OX hixl+ 2inlx—11+ Linlxt 114k
2 2 2

DI mix+2i- Zhlx—11— 2 4%
9 9 -1

e)—21n|x-—1|+%lnlx+ll+%lnlx—2l+k

S A
2(x - 2)

4 5

Inlx—21- -
&) x—2 2(x-2)7

3

B X tdr— D il 2 nix— 21— 2 lnlx+ 21+ &
4 4 8 8

i) e ) Verifique o resultado encontrado por derivagao.

6 7 15

b)ilnlx—ll+ ——Inlx+21+
27

S —2
(-1 27 27(x +2)

12.7

12.8

Respostas, Sugestées ou Solugoes

- - 4y
2(x— 1) 3(x = 1)?

-— e L - L r214x
2% 2x 4 4
c)i+3ln|x|w3ln|x+ll+ +k
X x+1
& L2l L2224y
2 |x-1] 4 |x+2

1. 21n|x—1|+111(x2+6x+ 10y +arctg (x +3) + &

2. glnixE— lln(x2+2)c+5)+ ialrctg x+1 +k
5 5 10
11 x+3
3. 21n(x2+6x+12)*—arctgﬁ—+k
V3 V3
4, fllnlx+2I+£1nIx+4I+k
2 2
1 2 1 x+1
5. 2Inlx—11+ —~In{x*+2x+ 3) + — arct, + k
2 NI
1 2 1 x+1
6. Inlx—21+ —=In(x*"+2x+4)— — arct + k
2 B R TR
7. e 8. Verifique o resultado encontrado por derivagao
1. a -cos9x__cosSx+k b) sen2x_sen8x+k
18 10 4 16
o) sen3x+senx+k & —cos3xicosx+k
6 2 6 2
— + p— —
e) cos(ntmx cosin m)x-i-ksen#m; Coszm-l-ksen:m
2(n+m) 2(n—m) )
f —cos2x+cos6xkcos4x+k
8 24 16
2 sen6x+sen4x+sen2x+i+k
24 16 8 4

2. 0 (observe que o integrando é uma fungio {mpar)
3 Osen#mmwsen=m

621
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129
—cos’ . + - + . +31+
L a)£+sen10x+k b) Cos x+k 3. 2[In(1 +cosx) —cosx] +k 4 Inl2secx+31+%
2 20 3
5 3 x
sen’ x —cos” 2x 2ig—+1
€) +k ) 6 tk 5. lln sec(x+£)+tg(x+ £)+k 6. i;.a_rc tg——=—+k
S , 2 6 6 NG V3
—sen xcos’ x | COs° xsenx , COSXsenx , X
e A Ve T P CAPITULO 13
¥il 386—_ segfx + (Lembrete: sen 4x = 2 sen 2x cos 2x) 131
x  senbx sendx senlOx senlZx 1. a) _ZEE b) _2_1_77: ¢) Eﬁ d) 2”‘5 ) 4_”:
e - - - Tk : ' 3 8 2 3 3
4 24 16 30 16 J_
senx  sen9x  sen7x 177 2r 2-1 447 287
h + + +k —_— _— h) 4 — —
R TR T h—5 273 )”[3J s P
3 4 2 7T sen? x 7 T
3. a) Z%fsen x+k b) senx+§ sen” x — 7 sen’ x +k ) 3 m) 4
: 2
§ c) ;4+k d) Alnlcosxl—M+k 13.2
4 cos® x 2
-1 i e +1 76871 9x m(mw —2)
+ +k arctg(sen x) + & 1. T b - o —_—
. © 6sen® x  4sen* x fy arctg(sen x) a) [ 5 :| ) 7 c) > d) €) >
] 12.10
i 49 887
- 6 6 4 3 nN=" o 7 B —
x L o g Xk b) sec® x _secTx 0 sec 2x_sec2x+k 5 15
. 62 6 * 6 ? 2. a) iﬁ.w b) ﬂg,,- ¢) £(392 _1) d) 3 e) s
: @) 23 Linlcos3x k@) secx +k . 15 15 2 10 6
6 3
H 1 tg? x 133
f)—ln|cosx|+—2~—*4 — Tk g)tgx+t MR 3 x . 3
5 sect x sec™ X i T r3 2. ? 3 E 4, T
sec” 3x Stgdx tgdx
h +k = 5 =4 —x+k
) s ) =TTy T 134
3 4 -
j) =€ :tgx+ SSECSngx+%ln|sccx+tgxl+k L ) Zl?+a—c? b 4R
—cosec xcotgx 1 T _ T _
3 a —2-——51n|cosecx+cotg x|+k c) 3 [3*-/_ In (\E + 1)] d) o [I7W 5\f5_]
b) _—Cqm—zxcmgiﬁ-%lnicosecx-&cotg A+k 13.5
—cotg3 X 1. a) 2 (2«5 1) b) 10 ¢) 1+ 1462 — ¥2 o+ ln{ﬂ-—z——}
—= ~ tcotgx+x+ e = - — N
. c) 3 cotgx+x+k 3 3 1+ ﬂ1+ez
) 1 2+ 3 1
d) —|2¥3 — V2 +In e) —{e—e1
1 2 + sen x \fi tg£v1+w/5 4|: 1+ 2 2( )
1. —4—1n 2—«—+k 2. -—2—1n+—~—+k
—sen x -
i-1-v2 Pieieed -2 4m| N2
1+ 41+ €2
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2. %[NE +In2+435 )] (m)
13.6

1. a) /35
2. 2245+ 1@+ 5)|(m)

13.7
1. @

c)

e)

wid

&)

)

b)

d)

b) 42-2 ¢ 4 d) %(ﬁH) e 2(em 1)

Respostas, Sugestdes ou Solugdes

) m)
n) 0)
2.a)p=1tg20 b p= sen’ @
b
./ 1
zll ‘\\
/ . -1
cjp=1-—cos 8
L9 p1 9 @Z
’ 2 2 4

T
. —_ T
4, a) frea= 03 (2~cose)2d6+f,[ (1+ cos )2 d9:57”—3£.
3

T—2

b)2

1 1
s.érea:lj' p2do—1 [t ao-L
2 do 2 b

b4
! (%
6. 7J'0 [2sen 26 — g 26] 46 =

o= g2 58 TS
2 2 3 2

1

15

1+1n2

3

625
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13.8

13.9

1 %Jqﬂ 1+ %m(ﬂ + 7 + 1')
2 a(l— )
4
i

243 243
5 2 3 ]n\:l+ﬁ]
5J5 8
6. 12 2
33
4 2 4 2 2 1 6
Loa (?7) ’(32;’5) « (0’5) 9 (E’E)
33 —In(v2 +1 24 2
2. a) (05 i) » |0, V2 n(\r ) c) [0, i%]
P 16J§+161n(ﬁ+1) de—e1)
5. a) 4n° B) 27
.
7. @) (0, 3] p 2087
9 45
8. 2v2 #?

11. Os volumes em tomo dos eixos x e y sdo iguais: V, = V, = 27”(23 13 =

:14—:,I.Ae’u'eaé£(22 - IZ)ZB—E. Portanto, x, =y, =—2=8—. (Compare
3 4 4 9

esta solugdo com a do Exemplo 4.)

Vi
2 drea

12. Pela simetria da figura, x; =0;y, = .Como drea = m ¢

1 1
v, =1rj 32 a!x=2w_[ (4= 4x2)dn = 0T resulta, yo = —-.
—1 0 3 3w

2R sen@ 2R(1—cosB)
13. x,. = T = —~—--3e

14. Sejam y,,» Y5, € ¥, s ordenadas dos centros de massa de Ay, Az € A,

,onde 8 = arctg «.

€Y

V]x — V2x
e YT
2m(4read; ) 2m(areads)
_ neldread) + yocldready) Vg

dread; -+ dready 2m(dread)’

respectivamente. Entdo, y. = Segue

que Yo
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3 19
15, x,=—ey.=-—
©T 3 Ye 10
16.Faze11d0u=1+x,resultaO£u£4e(sz5u2.Area=64/3; Vu=f'—5£
5
V, = 1287 P = - 24
eV, 7. Portanto, u. = 3 e )’c—?-seguequexc=2eyc=—5—'

CAPITULO 14

14.2
L a&,B,chh

3. ax®=1loux®=—1
d) Nio hd eyx(H=1

14.3
1. x@®=0

3. Niaohd

5. Naohd

14.5
2
1. a)x=ke?2

3
c)y=£3——+x+k

BHxHr=0 clyxy=—1
Hx®H=0,t>0
2. x(D=0o0ux(® =1
4, Niohi

6. x(h=1loux{(h=~1

-1
b =0 -
)y () ou y(x) o

HTH=Ke ¥ +10

&) x=q1*+k Hy=kx
g x(®=—lou x(t)= L+ ket B)y=1In(x + k)
1— ke

D) =0ou ()= —
1— ke

Dx=tlnr—t+k

2
l)y=tg(h1kx),4%<1nkx<% m) S:[,,(%Jrk]

2
n)u:33L+k
v 2

py=arctg(x+ k)

o) x=kJl+12

12
g) x = arc sen ?ﬁ-k
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r)tgy=x+k,g<y<37w;detgy=tg(y- w)e —%<y—'rr<-72£
resultaztg (y — W =x+kouy=m+arctg(x + k)
_ 2 (ke —1)
S)V(I)— *.2011V(f)* W
2ot
Hw=clnlvl u)x(t)=—20ux(t)=12_kkﬁ

hyxy=2x€R

1 6 — 2%
€) y= d) y=—F"F
YT T S
_ 1
4 X+l
2

A queda do corpo € regida pela equacio m —d—; =mg — avou
i

10 % = 100 —av e sabe-se que v (0) =0 e v (1) = 8. Tem-se:
t
_ar

44
v(:)=£0— (le 10]0ndeaéaraizdaequagﬁo a:?(l —e 10)
o

y= xe! ¥ (veja: a reta tangente em (x, y) tem equagio ¥ — y= % (X —x)

paraX=0,Y = xy,dafxy —y=—x P on D oDV,

dx dx X
y=2¢

R bt
0 ¢ 3 - :
We) = E 'e—Wﬁi’ sendo « a raiz da equaciio
N

I+e 35

y = 2x? (veja: o coeficiente angular da reta tangente 2 curva no ponto (x, ¥)

14.6

10.

11.

12.

13.
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é % = —2i. a equacgio diferencial associada ao problema é, entdo,

y
dx x
y=qx? +5.

2+ /4 -2
x:—zlnﬂfﬂ’0<ysz

¥
Z =Inklyl; observe que y () = 0, x >0, ey (x) = 0, x < 0 530 também
y
soluctes
Sugestdo: Faga u = 2
X

a)x:ke'f+2 b)x=k32’+l L‘)x=ke_CDS‘

Dx=k+ ey=k F+tx-1 pHT=ke ¥+3

2) x=ke‘—%(sent+cost) h) y=rke 2x +-i—(cos2x+sen2x)

- 1—x
. :kx(lnx 1) . S
Dy = ke Dy Tl
o -
a) Q) = ke RC b) Q=ke RC +CE
R
-t
i(t—E{l—e L }
R

7y
r=s0(1) +20
8

a) C (1) = Cy &% b) 8,3287% am.

101n 2

C (7)) = 20.000 - 3 i ead
n3—In2

anos = 17 anos

x(t)=—3—(e“‘—1) onde ae=1n3
@ 3

1
y=x+ﬁﬁ
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CAPITULO 15

151

15.2

5.
6.

fix)

Aplique o tecrema de Rolle a h (x) =
g(x)

Verifique que o valor médximo de f ndo pode ser estritamente positivo e o va-
lor minimo estritamente negativo. (Veja: se o valor maximo f (x;} fosse estri-
tamente positivo teriamos x; em Ja, b[, logo, f' (x;) = 0; seguiria, entdo,

Frap=5Gp..)

Quaisquer que sejam x e y em [, com x ¥ ¥y, f'serd continua no intervalo fechado
de extremo x ¢ y € derivdvel no intervalo aberto de mesmos extremos, entio, pelo
TVM, existe X no intervalo aberto de extremo x e y tal que

F&x)~F» =F"(x){x — y). Dahipétese | f* (x) | <= m no intervalo de I, segue
Ifx) —fOI=Mlx—yl

a)led b) Nio

Suponha que x; € x,, x; # x, sejam pontos fixos e aplique o TVM

CAPITULO 16

16.1

16.2

1.

2.

a)1+%(x—1)
dil+x el

Bx 2+ (x-8)

H1l—x

a) 2,00025; 15/4,001 — 2,000251 < 1077

B) 2,000025; 132,002 —~ 2,000025! =< 10™°

) 0,02; 1sen 0,02 — 0,021 <1072

d)1,001; 15 — 1001 1= 1073

e)1;1cos001 — 11=<10"*

H —0,01;11n 0,99 — (—0,01) I =< 107*

a) x-1x2 B 1+ x4+ L2 c) 1+l(x—1)—-1-(x—1)2
2 2 3 9

2

1 1 X
9)2+Z(I—4)—a(x—4)l f)x g)l_T

a)0,255;11n 1,3 — 0,255 | < 10”2 (Utilizamos o polindmio de Taylor de or-
dem 2 de In xem voltade x; = 1.)

16.3
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b) 2,02484; 1/4,1 — 2,024841 < 107°
c) 1,97484; IJl_Q —1,974841 = 10°° (Utilizamos o polindmio de Taylor de
ordem 2 em volta de x, = 4 de Jx B
d) Utilize o polindmio de Taylor de ¥x, de ordem 2, em volta de x5 = 8.
H 0,1 1sen0,1 —011=<10 >,
a)0 b) + o0
¥ 5 4

x2 X
DTy Dt

RPN SPNRERTC I IV S SPNRTY RN IDSUTY
O E=D=Zx=DT+ oD =D+ oD

1 1 5 5 ;10 4, 22 s
— - —_—_ —_ +_ —1 —_—— Wl + — _1
a1+ 3(x b 9(x 1 81(x ) 243(x ) 729(16 )

& l+ax+t a(‘;—l) x2+a(a—1)!(a—2) o a(a—l)(a4-!-2)(a—3) e
+ a(a—l)(amZS)'(a—3)(a—4) 45

O polinémio de Taylor de ordem r + 1, de sen x em volta de x5 = 0, € (n
fmpar)

3 5 ol
x—~x—+x——...(—l) 2 x—.Assim
3 bl n!
x3 2 ";1 X f(n+2) (xX) w2
sen x — x—"éT‘F?_...(_l) F _—(n+2}! X

Come | f1+2) (X)) =1 (por qué?), segue a desigualdade

Pelo exercicio anterior

11 =l 1
1—jl-——+=—-...(-D 2 —|= . Basta determinar n,
sen [ TR gy
por tentativas, de modo que 1_ 105
(n+2)!

No Exercicio 2, substitua x por xz, assim
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10 n=1 op gt
- (- 2 s —
ol (n+ 21

x X
senx? —| x2 - —+—
3 5!

T 1 6 n=1 9y 1 g2n+4
de—J P VI dxsj S
-[ose” N A A o (n+2)

1 x2n+4 1

Como j , basta determinar n, por tentativas,

0 (n+ 2 T @nt S+ )
I <1073

de modo que¢ —————
(2n + 5)(n + 2)!

6. Verifique que
2 %6

Cos X — l—x—+x———+...+ (—)*
2 4! 6! 2n)!

4 2n x2n +1

(2n + It

=

Para x fixo, faca n tender a +x
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