Matematica Aplicada a Economia | — Lista 3 — Calculo a Varias Variaveis

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Use o método das fatias para esbocar os graficos das seguintes funcdes:
a)z = —x? —y? b)z =7y — x? c)z=ye™
dz=y—x e)z =x?—y? f)z=%

Esboce conjuntos de nivel de cada uma das seguintes fungdes de R® em R:

a) f(x1,%p,%3) = 1.2+ 2%+ x3% b)) foxg, x5, %3) = %% + x,°
c) f(xq, %2, x3) = x1° — x5 — X3 d) f(x1,%2,x3) = x1 + 2x, + 3x3

Esboce cada uma das seguintes curvas parametrizadas:

a)f(t) =(4—-2t,1+1) b) f(t) = (t?,t> +2)
c) f(t) = (cost,sent) d) f(t) = (¢, t2,t3)

Escreva as seguintes fungGes lineares em formato matricial:

a) f(xq1,%9,x3) = 2x; —3x, + 5x3
b) f(x1,x2) = (2x1 — 3x,x1—4x5,x1)
c) f(x1, X2, x3) = (x1 — x3,2x1 — 6x3,2%; + X3)

Escreva as seguintes formas quadraticas em formato matricial:

a) x%——2x.x, +x3
b) 5x% — 10x;x, — x2
c) x1%+4 2x,% + 3x3% + 4xyx, — 6X1x3 + 8x,%5

Calcule todas as derivadas parciais das seguintes fungdes:

a) f(x,y) =4x’y —3xy*+6x  b)f(x,y) = xy o) f(x,y) = xy*

x+y

d) fGey) = e o) flxy) =2

f) f(x,y) = 3x%y — 7x,[y

Calcule as derivadas parciais da fungdo de produgdo Cobb-Douglas ¢ = kx®'x4? e da
funcdo de produgdo Elasticidade de Substituicdo Constante (CES) q = k(cix7¢ +
czxz‘a)‘h/a, supondo que todos os parametros sdo positivos.

Considere a fungdo demanda de elasticidade constante Q = 6p1'2p23/2, onde Q é a
demanda do bem 1 e p; é o prego do bem i, para i = 1,2. Suponha que os pregos
atuaissaop; = 6ep, =9.

a) Qual é a demanda atual para Q?

b) Use diferenciais para estimar as variagdes na demanda quando p; aumenta 0,25 e
p, diminui 0,5.

c) Analogamente, estime a variagdo na demanda quando ambos os precos aumentam
0,2.

d) Estime a demanda total nas situagGes b e c e compare suas estimativas com as
variagoes reais.



9) Use diferenciais para aproximar cada uma das seguintes fun¢des nos pontos indicados:
a) f(x,y) =x*+ 2x%y? + xy* + 10y em x = 10,36 ey = 1,04

2 1
b) f(x,y) = 6x3yz emx =998ey = 101,5

1 1
c) f(x,y,2) = ‘/x5+y5+522 emx=4,2,y=795ez=1,02

10) Seja f(x,y) = 3xy* + 2x, onde x(t) = —3t? e y(t) = 4t> + t.
a) Use a Regra da Cadeia para encontrar uma expressao geral para a taxa de variagdo
da composigdo f(x(t), y(t)) em relagdo a t.
b) Use substituicdo e derivagdo direta para calcular a taxa de variagdo da composicao
f(x(t),y(t)) emrelagdo a t. Compare essa resposta com a resposta da parte a.

2
Sz;f;y,x:t2+1,y=\/t2+1eW=et+1

(Isto € um pouco sutil, pois ha um t na funcdo original. Se ajudar, acrescente a equagéo
t=t as expressbes para x, y e w em termo de t.)

d
11) CaIcuIed—iem t=0,se z =

12) Calcule a derivada direcional de f(x,y) = xy*+ x>y no ponto (4,—2) na diregdo
1 3
(o v

13) Em qual direcio devemos nos mover a partir do ponto (2;3) para aumentar 4x*y
mais rapidamente? Apresente sua resposta como um vetor de comprimento 1.

14) Sabendo que G(x,y) = (x> +1,¥?) e F(u,v) = (u +v,v?), calcule a derivada
jacobiana matricial de F (G (x,y)) no ponto (x,y) = (1,1).

15) Calcule a matriz hessiana para cada uma das seis funcdes do Exercicio 6. Verifique que
cada uma delas é uma matriz simétrica.

16) Calcule todas as derivadas parciais de terceira ordem da funcdo de producdo
Q = 4K3/4LY/* Use o Teorema de Young para acelerar esse processo.

17) Considere a fungdo de producdo Q = K3/%L3/% Mostre que a produtividade marginal
de cada fator é decrescente. Mostre, contudo, que para qualquer combinagdo
estritamente positiva de insumos, quando dobra a combinag¢do do insumo, o produto
mais do que dobra.

18) a) Prove que a expressdo x? — xy* + y° = 17 é uma funcéo implicita de y em termos
de x numa vizinhanga de (x,y) = (5,2).
b) Agora estime o valor de y que corresponde a x = 4,8.

19) Considere a fungdo F(xy,x,,y) = x2 — x5 + y°.
a)Se x; = 6 e x, = 3, encontre um y que satisfaca F(x1,x,,y) = 0.
b) Verifique se essa equacdo define y como uma fungdo implicita de x; e x, perto de
Xy =6ex, =3.
- dy dy
c) Se definir, calcule (a_xl) (6,3) e Fr (6,3).

d) Se x, cresce para 6,2 e x, decresce para 2,9, estime a variagdo correspondente dey.



20) Considere a equagdo 3x2yz + xyz* = 30 definindo x como uma funcio de y e z em
tornodopontox =1,y =3ez = 2.
a) Se y crescer para 3,2 e z permanecer em 2, use o Teorema da Fungao Implicita para
estimar o x correspondente.
b) Use a férmula de resolugdo de equagdes quadraticas para resolver 3x*yz + xyz* =
30 para x como uma funcado implicita de y e z. Use aproximacao por diferenciais desta
férmula explicita para estimar x quandoy é3,2ez = 2.
c) Qual das duas maneiras foi mais facil?

21) a) Esboce o conjunto de nivel de f(x,y) = x* + y* pelo ponto (x,y) e o vetor
gradiente de f em (x,y) para (x,y) = (1,1),(1,0), (—=2,1).

b) Repita o exercicio para f(x,y) = x* — y*.

22) Considere a fungdo f(x,y) = x%e”.
a) Qual é ainclinagdo do conjunto de nivelem x = 2,y = 0?
b) Em que direcdo devemos nos mover a partir do ponto (2,0) para obter o maior
crescimento de f? Expresse sua resposta como um vetor de comprimento 1.

23) Um firma usa x horas de mao-de-obra ndo qualificada e y horas de mao-de-obra
qualificada diariamente para produzir Q(x,y) = 60x2/3y'/3 unidades de produto por
dia. Atualmente esta firma emprega 64 horas de mao-de-obra ndo qualificada e 27
horas de mao-de-obra qualificada.

a) Qual é o nivel de producgédo atual?

b) Em que dire¢do (expressa por vetor unitario) a firma deveria mudar (x, y) se quiser
aumentar a producdo o mais rapidamente?

c) A firma estd planejando contratar uma hora e meia adicional de mao-de-obra
qualificada. Use o Calculo para estimar a correspondente alteracdo na mao-de-obra
nao qualificada que manteria a produgao no nivel atual.

24) Uma solugdo do sistema x*y —z=1,x+y*+2°=6é x=1,y=2,z=1. Use o
calculo para estimar os correspondentes x e y quando z = 1,1.

25) Considere o sistema de equagbes y* + 2u® + v*> —xy = 15, 2y* + u* + v* + xy =
38 na solugdo x =1,y =4,u=0,v=—1. Considere u e v exdgenas e x e y
enddgenas. Use o calculo para estimar os valores de x e y que correspondem a
u=09v=-1,1.

26) O sistema xz* + y2v* = 2,xz + yvz* = 2 define v e z como fungdes C' de x e y em

0z 0z 0dv v
5 - 9z 3z v v
torno de (1,1,1,1)? Se definir, calcule 9%’ 3y’ ox e P nesse ponto.

27) Verifique que x = 1,y = 4,u = 1,v = —1 é uma solucdo do sistema y* + 2u* + v* —
xy =15, 2y*+u®+ v* + xy = 38.Se y cresce para 4,02 e x permanece fixo, existe
um (u,v) perto de (1,—1) que resolve este sistema? Caso ndo exista, por que ndo?
Caso exista, estime os novos valores de u e v.

28) Uma firma usa dois insumos para sua producdo por meio da fun¢do de producdo Cobb-
Douglas z = x%y?, onde a = b = 0,5. O atual nivel de produgéo é x = 25,y = 100. A
firma ird introduzir uma nova tecnologia que mudara o expoente b de sua func¢do de
producdo para b = 0,504, sem alterar a. Use o calculo para estimar a combinacdo de
insumo que mantera inalterados tanto o nivel de produg¢do quanto a soma dos



insumos. [Sugestdo: trabalhe com o sistema xayb = ¢ (ou, melhor ainda, com
alnx+blny =Inc)ex +y = 125].

29) Quais das seguintes funcGes sdo homogéneas? Quais sdo os graus daquelas que sdo
homogéneas?
a) 3x°y + 2x*y* — 3x3y)3
b) 3xSy + 2x?y* — 3x3y*
1 1
c) xzy 2+3xy 1+7
3 1
d) xays+4 6x
3 1
e) xay++6x+4
f) Z5+3
x“+y

30) Prove que o produto de funcGes homogéneas é uma funcdo homogénea.

31) Prove que, se f e g sdo fungdes de R" homogéneas de graus diferentes, entdo f + g
ndo é homogénea.

32) A fungdo nula f(x) = 0 é homogénea? Se for, de qual grau? Como sua resposta esta
relacionada com o exercicio anterior?

33) Obtenha a homogeneizacdo de grau um de cada uma das seguintes funcgdes:
a) e¥ b)ln(x) ¢)5 dxf+x3 e)x?+x?

34) Quais das seguintes sdo transformag¢des monétonas de R, ?

a) z'+2z% b)zt-272 c)ZJZr—1 d)Vz e)Vvz*+4

35) Use a transformagdo mondtona z¥ para provar que toda fungdo homogénea é
equivalente a uma fun¢ao homogénea de grau um.

- . . (02 . .
36) Ter utilidade marginal decrescente, ou seja, (a—xlzl) < 0 para cada i, € uma propriedade
i

ordinal? Por qué?

37) Quais das seguintes funcdes sdo homotéticas? Justifique cada resposta.
a) eX’y Xy’
b) 2log(x) + 3log(y)
Q) x3° +3x2" +6xy2 +9
d) x%y+xy

x2y2

e) xy+1

38) Prove que toda fungdo linear é homogénea, concava e convexa.

39) Quais das seguintes fun¢des de R" é concava ou convexa?
a) f(x) =3e*+5x*—In(x)
b) f(x,y)=-3x>+2xy—y?+3x—4y+1
c) f(x,y,z) =3e*+5y*—1In(2)
d) f(x,y,z) = Ax*y®z¢, a,b,c >0



40) Suponha que um monopolista de um sé produto enfrenta uma fun¢do de demanda
inversa p = F(q) e uma fungdo custo g = C(q).

a)
b)

Escreva por extenso uma expressdo para o lucro como fungdo de q.
Quais hipdteses sobre F e C garantem a concavidade da funcao lucro?

41) Para cada uma das seguintes fun¢des de R!, determine se é quase-cdncava, quase-
convexa, ambos ou nenhuma da duas:

a)
f)

e* b)ln (x) c¢)x*+x d)x® —x
xt—x* f)x*+x* g)3x>+5x*+7x h)sen(x)

42) Para cada uma das seguintes funcdes, determine se é quase-cOncava, quase-convexa,
ambas, ou nenhuma das duas:

a)
b)
c)
d)
e)
f)

f(x,y) = ye™ em R?
fx,y) =ye™ em R%
f(x,y) = 2x + 3y)3em R?

1
flx,y,z) = (e* +5y* + |z|)z
1

fl,y) = —x*:
flx,y) ==—emR}

x2+1

f(x,y) = =2 em R?

x2+1
f(x,y) =yx~?emR%
ke* 4%, onde A é uma matriz positiva e k é uma constante positiva.




