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F¢. produgéo
O conjunto de producao

Plano de producao

Um plano de producdao é uma combinacao de determinadas
quantidades de insumos ou fatores de producao com
determinadas quantidades de produtos.
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F¢. produgéo
O conjunto de producao

Plano de producao

Um plano de producdao é uma combinacao de determinadas
quantidades de insumos ou fatores de producao com
determinadas quantidades de produtos.

Conjunto de producao

O conjunto de producao é o conjunto de planos de produgao
tecnologicamente factiveis.
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F¢. produgéo

Funcao de producao

No caso de uma empresa com apenas um produto e n
insumos podemos definir uma funcao f: IR’}r — R, que retorna

a quantidade maxima de produto que uma empresa pode
obter dados o emprego que ela faz dos n fatores de producao:

y="Ff(x1,x2,...,Xn)
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F¢. produgéo
Representacao grafica: um insumo

Y f(x)
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F¢. produgéo
Representacao grafica: um insumo

Y f(x)

Conjunto de producao
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F¢. produgéo
Duas hipéteses usuais

O conjunto de producao é convexo, ou, equivalentemente, a
funcao de producao é cOncava, ou seja, para quaisquer

0<a<l1 ex(l’,xg,x:{,x1 >0,

f(ax?+ (1 —a)x], axd + (1 - a)x3)
> af (x3,x9) + (1 - a)f(x3, x3)
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F¢. produgéo
Duas hipoteses usuais

O conjunto de producao é convexo, ou, equivalentemente, a
funcao de producao é cOncava, ou seja, para quaisquer
0<a<lex?x}xlx3=0

—_— ’

2,
f(ax?+ (1 —a)x], axd + (1 - a)x3)

> af (x3,x9) + (1 - a)f(x3, x3)

Livre Descarte ou Free Disposal

A funcao de producao é nao decrescente em relacao ao
emprego dos fatores de producao.
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Produtiv.

Produtividade média e produtividade marginal

Produtividade média do fator i (PM;)
3 f(x1,X2,...,Xn)
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Produtiv.

Produtividade média e produtividade marginal

Produtividade média do fator i (PM;)
f(x1,X2,...,Xn)

PMi(x1,X2,...,Xpn) =

Xij
Produtividade marginal do fator de producao i (PMg;)

of (X1, X2, ..., Xn)
PMgi(X1, X2, ...,Xn) = k

0Xj
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Produtiv.

Produtividade média e produtividade marginal

Produtividade média do fator i (PM;)
f(x1,X2,...,Xn)

PMi(x1,X2,...,Xpn) =
Xj

4

Produtividade marginal do fator de producao i (PMg;)

of (X1, X2, ..., Xn)
PMgi(X1, X2, ...,Xn) = k

0Xj

@ PMg; ~ aumento no produto caso uma unidade adicional
do fator i seja contratada.

@ produtividade média = produto médio = rendimento
médio.

@ produtividade marginal= produto marginal = rendimento
marginal.
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Curto Prazo
Longo e Curto Prazos

Longo Prazo

Definimos por longo prazo o horizonte de tempo para o qual a
empresa € capaz de ajustar o emprego de todos seus fatores
de producao.
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Curto Prazo
Longo e Curto Prazos

Definimos por longo prazo o horizonte de tempo para o qual a
empresa € capaz de ajustar o emprego de todos seus fatores
de producao.

No curto prazo, a empresa é incapaz de mudar o emprego de
alguns fatores de producao. Tais fatores sao chamados
fatores fixos de producao. Os outros fatores sao chamados
fatores de producdo variaveis. No caso de apenas dois fatores
de producao, supondo que o fator fixo é o fator x2 (x2 = x2),
funcao de producao pode ser expressa por

fc(Xl) = f(Xl, X_2)

v
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Curto Prazo
Funcao de producao de curto prazo: rep. grafica

y F(x1, X2)

X1
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Curto Prazo
Funcao de producao de curto prazo: rep. grafica

y F(x1, X2)

0 X1
Xq
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Curto Prazo
Funcao de producao de curto prazo: rep. grafica

y F(x1, X2)

(x0, %2)

0 X1
Xq
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Curto Prazo
Funcao de producao de curto prazo: rep. grafica

y F(x1, X2)

PMg(x9, X2)

(x0, %2)

0 X1
Xq
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Curto Prazo
Pontos notaveis

Funcao de producao Medidas de produtividade

y f(x1, X2)

PM

X1

X1
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Curto Prazo
Pontos notaveis

Funcao de producao Medidas de produtividade

y f(x1, X2)

PMg maximo PM

X1
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Curto Prazo
Pontos notaveis

Funcao de producao Medidas de produtividade

y f(x1, X2)

AMg maximo PM

X1
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Curto Prazo
Pontos notaveis

Funcao de producao Medidas de produtividade

y f(x1, X2)

AMg maximo PM

X1

Roberto Guena de Oliveira (USP) Producao 2 de julho de 2010 13/39



Curto Prazo
Pontos notaveis

Funcao de producao Medidas de produtividade

PM _
y maximo f(x1, X2)
PM = PMg
AMg maximo PM
X1
~ - X
X1 X1 e ) )
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Curto Prazo
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Curto Prazo
Pontos notaveis

Funcao de producao Medidas de produtividade

PM B
y maximo f(x1, X2) PMQ.
PM = PMg '

AMg maximo PM

PMg = 0O
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Curto Prazo
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Funcao de producao Medidas de produtividade

PM B
y maximo f(x1, X2) PMQ.
PM = PMg '

AMg maximo PM

PMg = 0O
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Curto Prazo

Relacao entre produtividades média e marginal

Produto médio maximo

PM(x1, X2) a—f(x)l(;XZ) 5
0X1 B 0X1 B
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Curto Prazo

Relacao entre produtividades média e marginal

Produto médio maximo

f(x1,

dPM(x1, X2) 3—()()1(1)(2) 5
0X1 B 0X1 B
of(x1,X2)
X1

X1 — f(x1, X2)

2
Xy
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Curto Prazo

Relacao entre produtividades média e marginal

Produto médio maximo

oPM(xy, x;)  oTee) .
0X1 0X1
x1 5222 — F(x1, x2)
X3
PMg(x1, x2) — PM(x1, x2) _a
X1
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Curto Prazo

Relacao entre produtividades média e marginal

Produto médio maximo

PM(x1, X2) a—f(x)l(’l’Q) o
0X1 0X1
Xl_af(;()l(,lxﬂ — f(x1, X2)

X3
PMg(x1, x2) — PM(x1, x2) _a
X1

PM na origem quando (0, x2) =0

v
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Curto Prazo

Relacao entre produtividades média e marginal

Produto médio maximo

oPM(xy, x;)  oTee) .
0X1 0X1
Xl_af(;()l(,lxﬂ — f(x1, X2)

X3
PMg(x1, x2) — PM(x1, x2) _a
X1

PM na origem quando (0, x2) =0
f(Xl,Xz) . f(Xl,Xz)— f(O,Xz)
m —— = lim

x1—0 X1 x1—0 x1—0

v
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Curto Prazo

Relacao entre produtividades média e marginal

Produto médio maximo

PM(x1, X2) a—f(x)l(’l’Q) o
0X1 0X1
Xl_af(;()l(,lxﬂ — f(x1, X2)

X3
PMg(x1, x2) — PM(x1, x2) _a
X1

PM na origem quando (0, x2) =0

f(x1, x f(x1, x2) — f(0, x
jim 00 X2) O, Xe) ~ 1 2):PM91(0,XZ)
x1—0 X1 x1—0 x1—0

v
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Curto Prazo
“Lei” dos rendimentos marginais decrescentes

Desde que empregado em quantidade suficientemente
elevada, cada fator de producao tera produtividade marginal
decrescente em relagao ao seu emprego.
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Curto Prazo
“Lei” dos rendimentos marginais decrescentes

Enunciado

Desde que empregado em quantidade suficientemente
elevada, cada fator de producao tera produtividade marginal
decrescente em relagao ao seu emprego.

| \

Exemplo
Dado x; = X2, existe x] tal que

azf(Xl, X2)

< 0 para qualquer x; > x/
X2 L
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Longo Prazo Isoquantas

Isoquanta

definicao

Uma curva de isoquanta
associada a uma quantidade
y% >0 de produto é o
conjunto das combinacdes
entre x; e x; tais que
f(x1,x2) =y°, ou seja, o
conjunto

{(x1,x2) 2 0: f(x1,x2) =y°}
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Longo Prazo Isoquantas

Isoquanta

Representagao grafica

Uma curva de isoquanta
associada a uma quantidade X2
y% >0 de produto é o
conjunto das combinacdes
entre x; e x; tais que
f(x1,x2) =y°, ou seja, o
conjunto

{(x1,x2) > 0: f(x1,x2) =y°}

X1
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Longo Prazo Isoquantas

Isoquanta

Representagao grafica

Uma curva de isoquanta

associada a uma quantidade X2
y% >0 de produto é o
conjunto das combinacdes
entre x; e x; tais que
f(x1,x2) =y°, ou seja, o
conjunto
f(x1,x2) =yt
{(x1,x2) = 0:f(x1,x2) =y°}
X
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Longo Prazo Isoquantas

Isoquanta

Representagao grafica

Uma curva de isoquanta
associada a uma quantidade ij
y% >0 de produto é o
conjunto das combinacdes
entre x; e x; tais que
f(x1,x2) =y°, ou seja, o
conjunto

{(x1,x2) 2 0: f(x1,x2) =y°}
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Longo Prazo TMST

Taxa Marginal de Substituicao Técnica

A taxa marginal de substituicdo técnica (TMST) entre os bens
1 e 2 é definida por

_ AX>
TMST (X1, x2) = AI|m e
X1— X1

f(x1+AX1,X2+AX2)=Ff(x1,X2)

Roberto Guena de Oliveira (USP) Producao 2 de julho de 2010 18/39



Longo Prazo TMST

Taxa Marginal de Substituicao Técnica

A taxa marginal de substituicdo técnica (TMST) entre os bens
1 e 2 é definida por
_ AX>
TMST(x1,x2) = lim —
Ax1—0 AX; f(x1+Ax1,x24+Ax2)=F(X1,X2)
dX2
 dx1 |ay—o
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Longo Prazo TMST

Taxa Marginal de Substituicao Técnica

A taxa marginal de substituicdo técnica (TMST) entre os bens
1 e 2 é definida por
) AX>o
TMST(x1,x2) = lim —
Ax1—0 AX]. f(x1+Ax1,X2+Ax2)=f(x1,X2)
dX2
 dx1lay—o

TMST e produtividades marginais

Nao é dificil mostrar que
of(x1, x2)/9x1 PMg,

TMST = —

of(x1, x2)/9x2 - _PMgzl
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Longo Prazo TMST

TMST - Interpretacao grafica

X2

X1
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Longo Prazo TMST

TMST - Interpretacao grafica

X2

x!  Axy

X1
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Longo Prazo TMST

TMST - Interpretacao grafica

X2

x!  Axy

Axy(< 0)

X1
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Longo Prazo TMST

TMST - Interpretacao grafica

X1
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Longo Prazo TMST

TMS - Interpretacao grafica

X2

X1
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Longo Prazo TMST

TMS - Interpretacao grafica
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Longo Prazo TMST

4 exemplos:

Q f(x1,x2) :x‘l’xg (funcao de producao Cobb-Douglas).
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Longo Prazo TMST

4 exemplos:

Q f(x1,x2) :x‘l’xg (funcao de producao Cobb-Douglas).

a X»
TMST = ———
B x1
Q f(x1,x2) =g (min{xy, ax2}) (complementos perfeitos na

producao)
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Longo Prazo TMST

4 exemplos:

Q f(x1,x2) :x‘l’xg (funcao de producao Cobb-Douglas).

a X»
TMST = ———
B x1
Q f(x1,x2) =g (min{xy, ax2}) (complementos perfeitos na
producao)
0 casox; > axy
TMST =
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4 exemplos:

Q f(x1,x2) :x‘l’xg (funcao de producao Cobb-Douglas).

a X»
TMST = ———
B x1
Q f(x1,x2) =g (min{xy, ax2}) (complementos perfeitos na
producao)
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a X»
TMST = ———
B x1
Q f(x1,x2) =g (min{xy, ax2}) (complementos perfeitos na
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Longo Prazo TMST

4 exemplos (continuacao):

© f(x1,x2) = g(ax1 + xz2) (substitutos perfeitos na produgéo)
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Longo Prazo TMST
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TMST = —a
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Longo Prazo TMST

4 exemplos (continuacao):

© f(x1,x2) = g(ax1 + xz2) (substitutos perfeitos na produgéo)
TMST = —

1
Q f(x,x2)=Alax{ +(1-a)x5]?,0<a<1eA>0, (fungdo
de producao CES)
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Longo Prazo TMST

4 exemplos (continuacao):

© f(x1,x2) = g(ax1 + xz2) (substitutos perfeitos na produgéo)
TMST = —

1
Q f(x,x2)=Alax{ +(1-a)x5]?,0<a<1eA>0, (fungdo

de producao CES)
a X2\ 1-p
TMST = — (—)
1-al\x;
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Longo Prazo TMST

Regiao econbmica de producao

X2

X1
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Longo Prazo TMST

Regiao econ6mica de producao

X2
Reg. econ.
prod.
PMg; >0 e
PMg; > 0
X1
Producao 2 de julho de 2010 24 /39
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Longo Prazo Escala

Rendimentos de escala - definicdes

© Uma fungdo de producéao f(x1, x2) apresenta rendimentos
constantes de escala caso, dadot >0

f(tx1, txp) = tf(x1, X2)
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constantes de escala caso, dadot >0

f(tx1, txp) = tf(x1, X2)

© Uma fungdo de producéo f(x1, x2) apresenta rendimentos
crescentes de escala caso, dadot >0

f(txy, tx2) — f(x1, X2)

tf(x1, x2) — f(x1, x2)

© Uma funcdo de producéo f(x1, x2) apresenta rendimentos
decrescentes de escala caso, dado t >0

f(txy, tx2) — f(x1, X2)

tf(x1, x2) — f(x1, x2)
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Longo Prazo Escala

Rendimentos constantes de escala: 1 fator de

producao

1 fator de producao

y

x0  tx0 X1

v
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Longo Prazo Escala

Rendimentos constantes de escala: 1 fator de

producao

1 fator de producao 2 fatores de producao

y X2

x0  tx0 X1 0 2y°

X1

v v

Roberto Guena de Oliveira (USP) Producao 2 de julho de 2010 26 /39



Longo Prazo Escala

Rendimentos crescentes de escala: ilustracao

grafica

1 fator de producao 2 fatores de producao

y X2

F(x)

X1

v v
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Longo Prazo Escala

Rendimentos decrescentes de escala: 1 fator

de producao

1 fator de producao 2 fatores de producao

y X2

f(x

X1

v v
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Longo Prazo Escala

Rendimentos decrescentes de escala: 1 fator

de producao

1 fator de producao 2 fatores de producao

y X2
tf( XO ) ....................... / f( X
f( tXO) .....................
f( XO) ................. / :
Vo—— X 0 2y°
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Longo Prazo Escala

Funcdes de producao homogéneas

Definicao
Uma fungao de produgao f(x1, x2) € homogénea de grau k
caso, para qualquer t > 0 e quaisquer xi, x tenhamos

f(tx1, txz) = tF(x1, x2).
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Funcoes de producao homogéneas

Definicao
Uma fungao de produgao f(x1, x2) € homogénea de grau k
caso, para qualquer t > 0 e quaisquer xi, x tenhamos

f(tx1, txz) = tF(x1, x2).

Homogeneidade e rendimentos de escala

Se uma funcao de producao é homogénea de grau k, entao
ela exibird retornos crescentes de escala caso k > 1, retornos
constantes de escala caso k =1 e retornos decrescentes de
escala caso k < 1.

Roberto Guena de Oliveira (USP) Producao 2 de julho de 2010 29/39



Longo Prazo Escala

Exemplo: Funcao de prod. Cobb-Douglas

f(x1, x2) = x3x
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Roberto Guena de Oliveira (USP) Producao 2 de julho de 2010 30/39



Longo Prazo Escala

Exemplo: Funcao de prod. Cobb-Douglas

_ yayb
f(x1, X2) = X{x3

f(tx1, tx2) = (tx1)7(tX2)P = t7TPx3xb

Roberto Guena de Oliveira (USP) Producao 2 de julho de 2010 30/39



Longo Prazo Escala

Exemplo: Funcao de prod. Cobb-Douglas

_ yayb
f(x1, X2) = X{x3

f(tx1, tx2) = (tX1)7(tX2)P = t77Px3xE = t7Pf(x1, x7)

Roberto Guena de Oliveira (USP) Producao 2 de julho de 2010 30/39



Longo Prazo Escala

Exemplo: Funcao de prod. Cobb-Douglas

_ yayb
f(x1, X2) = X{x3

f(tx1, tx2) = (tX1)7(tX2)P = t77Px3xE = t7Pf(x1, x7)

A funcao de producdo Cobb-Douglas é homogénea de grau
a+ b e exibira rendimentos crescentes, constantes ou
decrescentes de escala caso, respectivamente, a+b > 1,
at+b=1loua+b<l.
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Longo Prazo Escala

Funcao de producao CES

ol

f(x1, x2) =A[ax] +(1-a)x5]
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Funcao de producao CES

ol

f(x1, x2) =A[ax] +(1-a)x5]

f(txw, tx2) = Ala(tx1)P + (1 — a)(tx2)?]?
=AlatPx] +(1-a)tx5] g

—A{tP [ax + (1—-a)])?
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Funcao de producao CES

ol

f(x1, x2) =A[ax] +(1-a)x5]

F(tx1, tx2) = Ala(tx1)P + (1 — a)(tx2)°]?

1
=AlatPx +(1-a)tx5]*

DI

=A{tr [ax] + (1 -a)x5]}

=tA[ax{+(1- a)xg]%
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Longo Prazo Escala

Funcao de producao CES

ol

f(x1, x2) =A[ax] +(1-a)x5]

f(txw, tx2) = Ala(tx1)P + (1 — a)(tx2)?]?

1
=AlatPx +(1-a)tx5]*

DI

=A{tr [ax] + (1 -a)x5]}

1
=tA[ax]+(1-a)x5]°
= tf(x1, X2)

A funcao de producao CES é homogénea de grau 1.
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Longo Prazo Escala

O Teorema de Euler

Se uma funcao de producgao f(x1, x2) € homogénea de grau k
entao

of (X1, X of (X1, x
0 x2) M%) i xo),

X1
0X1 9Xx?2
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Longo Prazo Escala

O Teorema de Euler

Se uma funcao de producgao f(x1, x2) € homogénea de grau k
entao

X1

af(x1, x2) af(x1, x2)
+ X2
0X1 9Xx?2
ou, em termos de produtos marginais,

= /(f(Xl, X2),

lengl +X2PMgX2 = /(f(Xl, X2).
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Longo Prazo Escala

O Teorema de Euler

Se uma funcao de producgao f(x1, x2) € homogénea de grau k

entao

af(x1, x2) af(x1, x2)
+ X2

0X1 9Xx?2
ou, em termos de produtos marginais,

X1

= /(f(Xl, X2),

lengl +X2PMgX2 = /(f(Xl,Xz).
Ou, em termos de produtos médios e marginais,

PMgx, N PMgx,
PMy, PMy,
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Longo Prazo Escala

Uma medida local para rendimentos de escala

Note que a fungao de produgao f(x1, x2) apresenta
rendimentos crescentes, constantes ou descrescentes de
escala no ponto (X1, X2), caso para t > 0 a fragao
f(tx1, tX2) — f(X1, X2)  f(txX1, tX2) — f(X1, X2)
tF(X1, X2) — f(X1, X2)  (t = 1)F(¥1, X2)

seja, respectivamente maior, igual ou menor do que zero.
Para determinarmos como se comporta localmente f(x1, X2)
em termos de rendimentos crescentes de escala, devemos
calcular o limite dessa fracao quando t — 1
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Longo Prazo Escala

Uma medida local para rendimentos de escala

(continuacao)

Aplicando o teorema de |'Hopital,

i f(tXA;L,txAz)—f(XAl,XAz)
m
t—1 (t — 1)f()€1,)€2)
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Longo Prazo Escala

Uma medida local para rendimentos de escala

(continuacao)

Aplicando o teorema de |'Hopital,

F(tX1, tX2) — F(X1, X2)

lim P

t—1 (t - 1)f(X1,X2)

o @A, ) = F(X, Xa)]
t-1 2 [(t = 1)F (X1, X2)]
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Longo Prazo Escala

Uma medida local para rendimentos de escala

(continuacao)

Aplicando o teorema de |'Hopital,

F(tX1, tX2) — F(X1, X2)

t—1 (t - 1)f()€1,)€2)
i SIF(EX1, X)) = F(X1, %))
=1 St = 1)f(X, X2)]

A OF(EXLEXD) | o OF(EXLEXD)
im o X eg
to1 F(X1, X2)
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Longo Prazo Escala

Uma medida local para rendimentos de escala

(continuacao)

Aplicando o teorema de |'Hopital,

F(tX1, tX2) — F(X1, X2)

t—1 (t - 1)f()€1,)€2)
i SIF(EX1, X)) = F(X1, %))
=1 St = 1)f(X, X2)]

A OF(EXLEXD) | o OF(EXLEXD)
i e X g
to1 F(X1, X2)

PMgy, N PMgy,
PMey, PMey,
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Exercicios

ANPEC 2005 - Questao 05

Com respeito a teoria da producao, avalie as afirmativas:

@ Uma funcado de producdo caracterizada por rendimentos
marginais decrescentes dos fatores capital e trabalho nao
pode apresentar retornos crescentes de escala.
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Exercicios

ANPEC 2005 - Questao 05

Com respeito a teoria da producao, avalie as afirmativas:

@ Uma funcado de producdo caracterizada por rendimentos
marginais decrescentes dos fatores capital e trabalho nao

pode apresentar retornos crescentes de escala. F
© Uma fungao de producao de proporgdes fixas apresenta
retornos constantes de escala. \Y,

@ Da mesma forma que para as fungdes de utilidade, operar
transformacdes monotbdnicas crescentes nas funcoes de
producao nao altera os resultados da andlise.
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© A convexidade das isoquantas implica que a taxa
marginal de substituicao técnica entre os bens seja
decrescente.
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Exercicios

ANPEC 2005 - Questao 05 - continuacao.

© Considere que para um baixo nivel de utilizacdo de um
fator variavel, seu produto marginal seja positivo e
crescente. Se a partir de um certo ponto este fator
apresentar produto marginal positivo e decrescente,
entdo, a partir deste mesmo ponto, o produto médio do
fator também sera decrescente.
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fator também sera decrescente. F
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Exercicios

ANPEC 2001 - Questao 03

Em relacdo a teoria da producao pode-se afirmar que:

@ Se uma firma utiliza apenas dois fatores, que s&o
substitutos perfeitos, pode-se concluir que a funcao de

producao dessa firma apresenta retornos constantes de
escala.
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@ Se uma firma utiliza apenas dois fatores, que s&o
substitutos perfeitos, pode-se concluir que a funcao de

producao dessa firma apresenta retornos constantes de
escala. F

O A hipdtese de livre disponibilidade de fatores implica que,

para qualquer fator produtivo, a produtividade marginal é
nao negativa.
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Exercicios

ANPEC 2001 - Questao 03

@ Para uma firma, cuja funcdo de producao é
F(K,L) =KY2 + L2, os retornos de escala sdo diferentes,
dependendo da proporcao em que os fatores K e L sao
utilizados.
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F(K,L) =KY2 + L2, os retornos de escala sdo diferentes,
dependendo da proporcao em que os fatores K e L sao
utilizados. Vv

© Na funcéo de producdo F(K,L)=[K? +L%]°, em queaeb
sao constantes positivas, a taxa marginal de substituicao
técnica entre K e L é decrescente para qualquer valor de
b, se o parametro a for inferior a unidade.
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© Para a firma que trabalha com uma tecnologia do tipo
F(K,L)=K+min{K, L}, as isoquantas sao formadas por
segmentos que formam um angulo reto.
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