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NOTA DA EDITORA

Temos por norma, nas tradugdes que editamos, converter as unida-
des para o sistema legal no Brasil.

No presente caso, abrimos uma exceg¢do. O livro possui problemas
nos sistemas inglés, CGS e MKS, que foram mantidos, a conselho de
especialistas no assunto, visando a dar ao estudante maior flexibilidade,
pela oportunidade de praticar nos diferentes sistemas.

A EDITORA



PREFACIO DA SEGUNDA EDICAO

Devido ao considerdvel nimero de observagdes favordveis que recebi
durante os anos passados, tanto de alunos como de professores que
empregaram a primeira edi¢do deste livro, relativamente poucas altera-
¢oes foram feitas. Durante a minha prépria utilizagdo repetida do livro,
verifiquei que a organizagdo bdsica do contetido e o nivel geral de
apresentagdo (por exemplo, a mistura de demonstragSes matemdticas
rigorosas com explanagdes mais informais e exemplos) estdo bastante
adequados ao tipo de estudante que se inscreve no curso.

No entanto, diversas modificagdes e acréscimos foram feitos. Antes
de mais nada, foi realizado um esforgo para eliminar os diversos enganos
e erros de impressdo que existiam na primeira edi¢do. O autor € extre-
mamente grato aos muitos leitores que ndo somente descobriram
alguns deles, como foram bastante interessados em me aponta-los.

Em segundo lugar, foi feito um esforgo para langar maior esclareci-
mento na relag@o entre vérias distribui¢es de probabilidade, de modo
que o estudante pudesse alcangar maior compreensao de como diversos
modelos probabilisticos podem ser empregados para com um obter
aproximagdo de outro.

Finalmente, alguns problemas novos foram acrescentados a jd
extensa lista incluida na primeira edic@o.

O autor deseja agradecer, mais uma vez, 4 Addison-Wesley Pu-
blishing Company, pela sua cooperagdo em tudo quanto contribuiu
para esta nova edig@o.

P.L.M.

Pullman, Washington
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Se temer que suspeitem ser sua narrativa
inveridica, lembre-se da probabilidade.

JOHN GAY

Este livro é destinado a cursos de um semestre ou dois quadri-
mestres, de Introdugdo & Teoria da Probabilidade e algumas de suas
aplicagdes. O pré-requisito é um ano de Célculo Diferencial e Integral.
Nio se supde qualquer conhecimento prévio de Probabilidade ou de
Estatistica. Na Washington State University, o curso, para o qual este
livro foi preparado, vem sendo lecionado h4 alguns anos, principalmente
a alunos orientados para a Engenharia ou 4s Ciéncias Naturais. A
maioria desses alunos pode dedicar somente um semestre ao estudo
desta matéria, porém, ji que esses alunos estdo familiarizados com o
Cilculo, estdo em condigBes de comegar o estudo desta matéria por um
nivel além daquele estritamente elementar.

Muitos tépicos da Matemdtica podem ser apresentados em di-
ferentes estdgios de dificuldade, e isto € certamente verdade para
a Probabilidade. Neste livro, faz-se um esfor¢o para tirar proveito
da base matemdtica do leitor, sem ultrapassi-la. Linguagem matemdtica
rigorosa é empregada, mas toma-se o cuidado de ndo se ficar excessi-
vamente mergulhado em mindcias matemdticas desnecessdrias. Este
ndo é, seguramente, um “livio de receitas”. Muito embora alguns
conceitos sejam introduzidos e explicados de maneira nio formal,
as defini¢tes e os teoremas sfo enunciados cuidadosamente. Quando
uma demonstragdo pormenorizada de um teorema ndo é factivel ou
desejdvel, a0 menos um esbogo das idéias importantes é oferecido.
Um trago peculiar deste livio s3o os “Comentdrios”, que se seguem
4 maioria dos teoremas e defini¢des. Nesses Comentdrios, o particular
conceito ou resultado que esteja sendo apresentado € explicado de
maneira intuitiva.

Em virtude da restrigdo que nos impusemos, de escrever um livro
relativamente conciso sobre um domfnio muito extenso, algumas
escolhas tiveram de ser feitas, quanto 2 inclusdo ou exclusdo de deter-
minados t6picos. Ndo parece existir maneira 6bvia de resolver esta
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questdo. Certamente, nfo sustento que para alguns dos tépicos exclui-
dos, ndo se pudesse encontrar um lugar; nem pretendo que alguma
parte da matéria ndo se pudesse omitir. Nao obstante, para a maior
parte dela, deu-se destaque s nogSes fundamentais, apresentadas
bastante pormenorizadamente. Somente o Cap. 11, sobre confiabili-
dade, poderia ser considerado “artigo supérfluo”, mas ainda aqui, sinto
que as nogdes associadas as questdes de confiabilidade sdo de interesse
fundamental para muitas pessoas. Além disso, conceitos de confiabili-
dade constituem veiculo excelente para se ilustrarem muitas das idéias
anteriormente introduzidas ao livro.

Muito embora a cobertura seja limitada pelo tempo disponivel,
uma sele¢do razoavelmente ampla dos assuntos foi conseguida. De um
exame rdpido do Sumdrio, fica evidenciado que cerca de trés quartos
do livro sfo dedicados a assuntos probabilisticos, enquanto o dltimo
quarto é dedicado a uma explanagdo da Inferéncia Estatistica. Apesar
de nada haver de extraordindrio nesta particular divisdo de importéncia
entre Probabilidade e Estatistica, creio que um sélido conhecimento
dos fundamentos da Probabilidade é obrigatério para uma compreensdo
adequada dos métodos estatisticos. Idealmente, um curso de Probabi-
lidade deveria ser seguido de outro, de Teoria e Metodologia Estatisti-
cas. No entanto, como j4 mencionei anteriormente, a maioria dos
alunos que toma este curso nfo tem tempo para uma exposi¢do de
dois semestres nesse dominio e, por isso, senti-me compelido a explanar
a0 menos alguns dos mais importantes aspectos do tema geral da
Inferéncia Estatistica.

O sucesso potencial de determinada apresentagfo de um assunto
ndo deve ser avaliado apenas em termos das idéias especificas aprendi-
das e das técnicas especificas adquiridas. A apreciagdo final deve tam-
bém levar em conta qudo bem o estudante ficard preparado para con-
tinuar seu estudo do assunto, seja por si mesmo, seja através do trabalho
em um curso complementar. Se este critério for considerado impor-
tante, entdo se tornard evidente que os conceitos bdsicos e as técnicas
fundamentais devam ser salientados, enquanto métodos e tOpicos
altamente especializados devam ser relegados a um papel secunddrio.
Isto se torna também um importante fator na sele¢cdo de quais topicos
incluir.

A importdncia da teoria da Probabilidade é dificil de se exagerar.
O modelo matemético apropriado para o estudo de um grande niimero
de fendmenos observdveis é mais um modelo probabilistico do que um
deterministico. Além disso, todo o assunto da Inferéncia Estatistica é
baseado em considera¢Bes probabilisticas. Técnicas estatisticas estdo
entre as mais importantes ferramentas dos cientistas e engenheiros. A
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fim de empregar inteligentemente essas técnicas, um profundo conhe-
cimento dos conceitos probabilisticos é exigido.

Espera-se que, além dos vdrios métodos e conceitos especificos
com 0s quais o leitor venha a se familiarizar, ele também desenvolva
uma certa atitude: a de pensar probabilisticamente, substituindo ques-
toes como “Quanto tempo este componente funcionard?” por “Quao
provdvel é que este componente funcione mais do que 100 horas?”
Em muitas situagGes, a segunda questdo poderd ser ndo somente a mais
apropriada, mas de fato a Gnica que tenha sentido fazer-se.

Tradicionalmente, muitos dos importantes conceitos de probabi-
lidade so ilustrados com o auxflio de diferentes “jogos de azar”;joga-
das de moedas ou dados, extragdo de cartas de um baralho, girago de
uma roleta etc. Muito embora eu nfo tenha evitado inteiramente a
referéncia a tais jogos, jd que eles servem para ilustrar as nogdes funda-
mentais, um esforgo foi feito para colocar o estudante em contato com
ilustragdes mais adequadas das aplicagSes da probabilidade: a emissdo
de particulas a por uma fonte radioativa, amostragem de lotes, dura¢do
da vida de dispositivos eletronicos, e os problemas relacionados de
confiabilidade de componentes e de sistemas etc.

Estou relutante em mencionar o mais 6bvio trago de qualquer livro
de Matemidtica: os problemas. E, no entanto, parece-me proveitoso
salientar que a resolugdo de problemas deve ser considerada parte inte-
grante do curso. Somente ao se tornar pessoalmente interessado em
propor e resolver os exercicios, poderd realmente o estudante desen-
volver uma compreensdo e apreciagdo das idéias e uma familiaridade
com as técnicas adequadas. Por isso, mais de 330 problemas foram
incluidos no livro e, para mais de metade deles, respostas sdo dadas ao
fim do livro. Além dos problemas propostos ao leitor, hd numerosos
exemplos resolvidos, espalhados através do livro.

Este livro foi escrito de maneira bem encadeada: o entendimento
da maioria dos capitulos exige conhecimento profundo dos capitulos
anteriores. Contudo, é possivel examinar os Caps. 10 ¢ 11 um tanto
despreocupadamente, particularmente se alguém estiver interessado em
dedicar mais tempo as aplicagOes estatisticas que s@o explanadas nos
Caps. 13a 15.

Tal como deve ser certo para qualquer um que escreva um livro,
0s débitos que tenho s@o muito numerosos: para com meus colegas, por
muitas conversas estimulantes e Qteis; para com meus préprios profes-
sores, pelo conhecimento e interesse neste assunto; para com os criti-
cos das versdes anteriores do manuscrito, por muitas sugestdes e criticas
Uteis; para com a Addison-Wesley Publishing Company, por sua grande
ajuda e cooperagio desde as fases iniciais até o fim mesmo deste pro-
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jeto; para com a Sr? Carol Sloan, por ser uma datilografa eficiente e
atenta; para com D. Van Nostrand, Inc., The Free Press, Inc. e Mac-
millan Publishing Company, por sua permissfo para reproduzir as
Tédbuas 3, 6 e 1, respectivamente; para com McGraw-Hill Book Co.,

Inc., Oxford University Press Inc., Pergamon Press, Ltda. e Prentice- SUMARIO

Hall, Inc., por suas permissdes para citar determinados exemplos no

texto, e, finalmente para com minha esposa, nfo somente por me am-

parar no esforgo, como também por “deixar-me” e levar nossos dois

filhos com e.la a .v151tarem os avés, por dois cruciais meses de verdo, du- Capftulo 1. Introducdo a Probabilidade

rante os quais fui capaz de transformar nossa casa em uma desordenada,

porém tranqiiila oficina, da qual surgiu, miraculosamente, a dltima 1.1  Modelos Matemiticos 1

versdo final deste livro. : 1.2  Introdugdo aos Conjuntos 4
1.3  Exemplos de Experimentos Ndo-Deterministicos 8
1.4 O Espaco Amostral 11

; P.L. M. 1.5 Eventos 13
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Introducdo & Probabilidade

Capitulo 1

1.1. Modelos Matematicos

Neste capitulo examinaremos o tipo de fenémeno que estuda-
remos por todo este livro. Além disso, formularemos um modelo
matemético que nos ajudari a investigar, de maneira bastante pre-
cisa, esse fenémeno.

De infcio, é muito importante distinguir o préprio fenémeno
e 0 modelo matemé4tico para esse fenémeno. Naturalmente, ndo
exercemos influéneia sobre aquilo que observamos. No entanto,
a0 escolher um modelo, podemos langar mio de nosso julgamento
critico. Isto foi especialmente bem expresso pelo Prof. J. Neyman,
que escreveu:*

“Todas as vezes que empregarmos Matemédtica a fim de estudar alguns
fendmenos de observagio, deveremos essencialmente comegar por construir
um modelo matemstico (determinfstico ou probabilistico) para esses fend-
menos. Inevitavelmente, o modelo deve simplificar as coisas e certos por-
menores devem ser desprezados. O bom resultado do modelo depende de
que os pormenores desprezados sejam ou nfio realmente sem importdncia na
elucidagiio do fendémeno estudado. A resolugio do problema matemético pode
estar correta e, nio obstante, estar em grande discordéincia com os dados ob-
servados, simplesmente porque as hipéteses bésicas feitas nio sejam confirma-
das. Geralmente é bastante diffcil afirmar com certeza se um modelo mate-
mético especificado é ou ndo adequado, antes que alguns dados de observagio
sejam obtidos. A fim de verificar a validade de um modelo, deveremos dedu-
zir um certo mimero de conseqiiéncias de nosso modelo e, a seguir, comparar
esses resultados previstos com observagdes.”

Deveremos nos lembrar das idéias acima enquanto estivermos
estudando alguns fenémenos de observagio e modelos apropriados
—_—

* University of California Publications in Siatistics, Vol. I, University of
California Press, 1954.



2 /| PROBABILIDADE

para sua explicacio. Vamos examinar, inicialmente, o que se pode
adequadamente denominar modelo deterministico. Por essa expres-
sdio pretendemos nos referir a um modelo que estipule que as con-
digdes sob as quais um experimento seja executado delerminem o
resultado do experimento. Por exemplo, se introduzirmos uma
bateria em um circuito simples, o modelo matemdtico que, presumi-
velmente, descreveria o fluxo de corrente elétrica observdvel seria
I = EJR, isto é, a Lei de Ohm. O modelo prognostica o valor de I
tdo logo os valores de E e R sejam fornecidos. Dizendo de outra
maneira, se 0 experimento mencionado for repetido um certo niimero
de vezes, toda vez utilizando-se 0 mesmo circuito (isto é, conservan-
do-se fixados E e R), poderemos presumivelmente esperar observar
o mesmo valor para I. Quaisquer desvios que pudessem ocorrer
seriam tdo pequenos que, para a maioria das finalidades, a descrigdo
acima (isto é, o modelo) seria suficiente. O importante é que a ba-
teria, fio, e amperdmetro particulares utilizados para gerar e obser-
var a corrente elétrica, e a nossa capacidade de empregar o instru-
mento de medigdo, determinam o resultado em cada repeticio. (Exis-
tem determinados fatores que bem poderio ser diferentes de repeti-
¢iio para repeti¢ido, que, no entanto, néo influenciario de modo dig-
no de nota o resultado. Por exemplo, a temperatura e a umidade
no laboratério, ou a estatura da pessoa que 1& o amperdmetro, po-
de-se razoavelmente admitir, ndo terdo influéncia no resultado.)

Na natureza, existem muitos exemplos de “‘experimentos’”, para
0s quais modelos deterministicos sdo apropriados. Por exemplo,
as leis da gravitagdo explicam bastante precisamente o que acontece
a um corpo que cai sob determinadas condigdes. As leis de Kepler
nos dio o comportamento dos planetas. Em cada situagdo, o mo-
delo especifica que as condigdes, sob as quais determinado fenémeno
acontece, determinam o valor de algumas varidveis observiveis:
a grandeza da velocidade, a drea varrida durante determinado pe-
riodo de tempo etc. Esses nlimeros aparecem em muitas das fér-
mulas com as quais estamos familiarizados. Por exemplo, sa-
bemos que, sob determinadas condig¢des, a distincia percorrida
(verticalmente, acima do solo) por um objeto é dada por s = —16¢2 +
+ vot, onde vy é a velocidade inicial e ¢ o tempo gasto na queda. O
ponto, no qual desejamos fixar nossa atengéio, nfo é a forma parti-
cular da equagiio acima (que é quadritica), mas antes o fato de que
existe uma relagio definida entre { e s, a qual determina univo-
camente a quantidade no primeiro membro da equagdo, se aquelas
no segundo membro forem fornecidas.
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Para um grande nimero de situagdes, o modelo matemitico
deterministico apresentado acima é suficiente. Contudo, existem
também muitos fendmenos que requerem um modelo matemdtico
diferente para sua investigaciio. S#o os que denominaremos modelos
ndo-deterministicos ou probabilisticos. (Outra expressio muito comu-
mente empregada é modelo estocdstico.) Mais adiante neste capitulo,
estudaremos muito minuciosamente, como tais modelos probabilisticos
podem ser apresentados. Por ora, examinaremos alguns exemplos.

Suponhamos que se tenha um fragmento de material radioativo
que emita particulas alfa. Com o auxilio de um dispositivo de con-
tagem, poderemos registrar o nimero dessas particulas emitidas
durante um intervalo de tempo especificado. E evidente que nio
poderemos antecipar precisamente o nimero de partfculas emitidas,
ainda que se conhegam de modo exato a forma, a dimensdo, a compo-
si¢io quimica e a massa do objeto em estudo. Por isso, parece nio
existir modelo deterministico razodvel que fornega o nimero de par-
ticulas emitidas, por exemplo n, como uma func¢éo de vérias carac-
teristicas pertinentes ao material fonte. Deveremos considerar, em
seu lugar, um modelo probabilistico.

Como outro exemplo, considere-se a seguinte situagio meteo-
rolégica. Deseja-se determinar qual a precipitagio de chuva que
caird como resultado de uma tempestade particular, que ocorra em
determinada localidade. Dispde-se de instrumentos para registrar
a precipitagio. Observagdes meteorolégicas podem nos fornecer
considerdvel informagéo relativa & tempestade que se avizinhe: pressio
barométrica em vérios pontos, variagdes de pressio, velocidade do
vento, origem e dire¢io da tormenta, e vérias leituras referentes a
altitudes elevadas. Contudo, quéo valiosas essas informagdes possam
ser para o prognéstico da natureza geral da precipitagio (digamos,
fraca, média ou forte), simplesmente ndo tornam possivel dizer-se
quanta chuva ird cair. Novamente estaremos nos ocupando de um
fendmeno que ndo se presta a um tratamento determinfstico. Um
modelo probabilistico explica a situagio mais rigorosamente.

Em principio, poderemos ser capazes de dizer quanta chuva
caiu se uma teoria tiver sido desenvolvida (o que nio foi). Por isso,
empregaremos um modelo probabilistico. No exemplo que trata de
desintegragiio radioativa, deveremos empregar um modelo probabi-
listico invariavelmente em principio.

Arriscando-nos a adiantarmos demais na apresentacio de um
conceito que serd definido posteriormente, vamos apenas afirmar
que, em um modelo deterministico, admite-se que o resultado efetivo
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(numérico ou de outra espécie) seju determinado pelas condigdes
sob as quais o experimento ou o procedimento seja executado. Em
um modelo ndo-determinfstico, no entanto, as condiges da experi-
mentacio determinam somente o comportamento probabilistico
(mais especificamente, a lei probabilistica) do resultado observivel.

Em outras palavras, em um modelo deterministico empregamos
“considera¢des fisicas” para prever o resultado, enquanto em um
modelo probabilistico empregamos a mesma espécie de consideragdes
para especificar uma distribuigdo de probabilidade.

1.2. Introdug3io acs Conjuntos

A fim de expor os conceitos bésicos do modelo probabilistico
que desejamos desenvolver, serd conveniente conhecer algumas idéias
e conceitos da teoria matemdtica dos conjuntos. Este é um assunto
dos mais extensos e muito se tem escrito sobre ele. Contudo, neces-
sitaremos apenas de algumas nog¢des fundamentais.

Um conjunto é uma colegio de objetos. Usualmente, conjuntos
sfio representados por letras mailsculas 4, B etc. Existem trés
maneiras de descrever que objetos estio contidos no conjunto A:

(a) Poderemos fazer uma lista dos elementos de A. Por exem-
plo, A = {1,2,3,4} descreve o conjunto formado pelos inteiros
positivos 1, 2, 3, 4.

(b) Poderemos descrever o conjunto A por meio de palavras.
Por exemplo, poderemos dizer que A é formado de todos os nimeros
reais entre 0 e 1, inclusive.

() Para descrever o conjunto acima poderemos simplesmente
escrever A = {r|/0 <z < 1};isto é, 4 é o conjunto de todos os z,
onde z é um ndimero real entre 0 e 1, inclusive,

Os objetos que individualmente formam a cole¢io ou conjunto
A siao denominados membros ou elementos de A. Quando “‘a’” for
um elemento de A, escreveremos a € A, e quando ‘@’ nido for um
elemento de A, escreveremos a & A.

Existem dois conjuntos especiais que, freqgiientemente, nos in-
teressardo. Em muitos problemas nos dedicaremos a estudar um
conjunto definido de objetos, e nido outros. Por exemplo, poderemos
nos interessar por todos os niimeros reais, por todas as pegas que
saem de uma linha de producdo durante um perfodo de 24 horas ete.
Definiremos o conjunto fundamental como o conjunto de todos os
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objetos que estejam sendo estudados. Este conjunto é, geralmente
representado pela letra U.

O outro conjunto que deve ser destacado pode surgir da seguinte
maneira: Suponha-se que o conjunto A seja descrito como o con-
junto de todos os nimeros reais z, que satisfacam A equagdo
z*+ 1 = 0. Naturalmente, sabemos que néo existem tais ndimeros;
isto é, o conjunto A n#o contém qualquer elemento. Esta situagao
ocorre tdo freqiientemente que se justifica a introdug¢do de um nome
especial para esse conjunto. Por isso, definiremos o conjﬁnto vazio
ou nulo como o conjunto que ndo contenha qualquer elemento. Ge-
ralmente se representa esse conjunto por .

Pode acontecer que, quando dois conjuntos 4 e B sejam consi-
‘derados, ser elemento de A implique ser elemento de B. Nesse caso,
diremos que A é um subconjunto de B, e escreveremos A C B. In-
terpretacio semelhante serd dada para B C 4. Diremos que dois
conjuntos constituem o mesmo conjunto, A = B, se, e somente se,
A C Be BC A. Desse modo, dois conjuntos serdio iguais se, e so-
mente se, eles contiverem os mesmos elementos.

As duas seguintes propriedades do conjunto vazio e do conjunto
fundamental sio imediatas:

(a) Para todo conjunto A4, temos que @ C A.

(b) Desde que se tenha definido o conjunto fundamental, entéo,
para todo conjunto A, considerado na composi¢io de U, teremos
c U

Ezemplo 1.1. Suponha-se que U = todos os nimeros reais,
A={z|z+22—-3=0}, B={z|@—2) @+ 22— 3) = 0}
8C = [z|]xr=—3,1,2}). Entio, ACBe B=C.

A seguir, estudaremos a importante idéia de combinar conjun-
tos dados, a fim de formarmos um novo conjunto. H4 duas opera-
¢des fundamentais, e essas operagdes se assemelham, em certos as-
pectos, is operagdes de adi¢io e multiplicagio de nimeros. Sejam
dois conjuntos 4 e B.

Definiremos C' como a unido de A e B (algumas vezes denomi-
nada a soma de A e B), da seguinte maneira:

C = {z|z € A ouz € B (ou ambos)}.

Escreveremos a unido de 4 e B, assim: C = 4 U B. Desse modo,

* C serd formado de todos os elementos que estejam em A4, ou em B,

ou em ambos.
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Definiremos D como a infersegio de A e B (algumas vezes deno-
minada o produto de 4 e B), da seguinte maneira:

D= {z|]tE A e z € B}.

Escreveremos a interse¢io de A e B, assim: D = A (N B. Portanto,
D ser4 formado de todos os elementos que estio em A e em B,

Finalmente, introduziremos a no¢fio de complemento’ de um con-
junto A, na forma seguinte: O conjunto denotado por A4, consti-
tuido por todos os elementos que ndo estejam em A (mas que estejam
no conjunto fundamental U) é denominado complemento de A. Isto
¢ A= {z|zEA).

Um recurso gréfico, conhecido como Diagrama de Venn, poderd
ser vantajosamente empregado quando estivermos combinando con-
juntos, na maneira indicada acima. Em cada diagrama na Fig. 1.1,
a regido sombreada revresenta o conjunto sob exame.

¢

AuB AnB

Fig. 1.1

Ezemplo 1.2. Suponha-se que U = {1, 2, 3,4,5,6,7,8,9, 10},
A=1{1,2 3, 4}, B= {3, 4, 5, 6}. Entdo, encontraremos que
A=1{5678910}, AUB={1,2,34,56}eANB={34).
Observe-se que, ao descrever um conjunto (tal como A U B), cada
elemento é relacionado apenas uma vez.

As operagdes de unifio e interse¢fio, definidas acima para dois
conjuntos, podem ser estendidas, intuitivamente, para qualquer
nimero finito de conjuntos. Assim, definiremos A \U B U C como
AU (BUCOC ou (AU B)U C, o que é equivalente, como se podera

=verificar facilmente. De modo anélogo, definiremos A N B N C
como sendo A N (BN C) ou (A N B) N C, o que também se pode
verificar serem equivalentes. £ evidente que poderemos continuar
essas composigdes de conjuntos para qualquer nimero finito de con-
juntos dados. '
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Afirmamos que alguns conjuntos séio equivalentes, por exemplo,
ANBNC) e (ANB)NC. Conclui-se que existe um certo
nimero de tais conjuntos eguivalentes, alguns dos quais estdo rela-
cionados abaixo. Se nos lembrarmos de que dois conjuntos sio o
mesmo conjunto sempre que eles contenham os mesmos elementos,
serd facil mostrar que as afirmagdes feitas sio verdadeiras. O leitor
poder4 se convencer disso, com a ajuda dos Diagramas de Venn.

(@ AUB=BU 4, ® ANB=BNA, (1.1)
() AUBUOCO=(AUBUC d ANBNCO=ANBNC.

Denominaremos (a) e (b) leis comutativas, e (c) e (d) leis associativas.

H4 outras identidades de conjunios encerrando unifo, intersecio
e complementa¢fio. As mais importantes delas estdio enumeradas
a seguir. A validade de cada uma delas poderé ser verificada com
a ajuda de um Diagrama de Venn.

() AUBNC)=(AUBNMAUO,
() ANBUO=(ANBUMNCO),

@ ANp=29, (1.2)
() AUP =4, @ AUB)=4NB,
() ANB)=4UB, (k) 4 = A.

Observe-se que (g) e (h) mostram que § se comporta entre os con-
juntos (relativamente as operagdes U e () da maneira que o ni-
mero zero (com relagio as operagdes de adigio e multiplicagdo) o
faz entre os nimeros.

Uma outra maneira de formar conjuntos, quando forem dados dois
(ou mais) conjuntos, serd necessdria a seguir.

Definicao. Sejam dois conjuntos 4 e B. Denominaremos produto
cartesiano de A e B, denotando-o por4 X B, o conjunto {(a, b),a € A,
b € B}, isto é, o conjunto de todos os pares ordenados nos quais o pri-
meiro elemento é tirado de 4 e o segundo, de B,

Exemplo 1.3. Suponha-se que 4 = {1, 2, 3}; B = {1, 2, 3, 4}.
EﬂtiO’A XB={(1,1),(1,2),.-.,(1,4),(2, 1)"',(254)5(331)!""
(3,4).

Observagiao. Em geral, A X B# B X A.
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A nogdo acima pode ser estendida da seguinte maneira:Se 4,, ...,
A, forem conjuntos, entdo, 4, X A, X ... X 4, ={(a,,a2, .. .ay),
a; €A;], ou seja, o conjunto de todas as énuplas ordenadas.

Um caso especial importante surge quando consideramos o produto
cartesiano de um conjunto por ele proprio,istoé,4 X 4 oud X 4 XA,
Exemplos disso surgem quando tratamos do plano euclideano, R X R,
onde R € o conjunto de todos os nimeros reais, e do espago euclideano
tridimensional, representado por R X R X R.

O nimero de elementos de um conjunto terd grande importéncia
para nés. Se existir um nidmero finito de elementos no conjunto A,
digamos ay, as, .. ., an, diremos que A é finilo. Se existir um nimero
infinito de elementos em A, os quais possam ser postos em correspon-
déncia biunfvoca com os inteiros positivos, diremos que A é numerdvel
ou infinito numerdvel. (Pode-se mostrar, por exemplo, que o con-
junto de todos os nimeros racionais é numerdvel.) Finalmente,
deveremos considerar o caso de um conjunto infinito ndo-numerdvel;
este tipo de conjunto possui um nimero infinito de elementos que nio
podem ser enumerados. Pode-se mostrar, por exemplo, que para
quaisquer dois nimeros reais b > a, o conjunto A = |z| a < z < b}
contém um nimero ndo-numerdvel de elementos. J4 que poderemos
associar um ponto da reta dos nimeros reais a cada nimero real, o
que dissemos acima afirma que qualquer intervalo (ndo degenerado)
contém mais do que um nimero contdvel de pontos.

Os conceitos apresentados acima, muito embora representem
apenas um ripido exame da teoria dos conjuntos, sdo suficientes
para nossos objetivos: expor, com razodvel rigor e precisdo, as idéias
fundamentais da teoria da probabilidade.

1.3. Exemplos de Experimentos N3o-Deterministicos

Estamos agora em condigdes de examinar o que entendemos por
um experimento ‘‘aleatdério” ou ‘‘nao-deterministico’”. (Mais preci-
samente, daremos exemplos de fendmenos, para os quais modelos
néo-deterministicos sdo apropriados. Esta é uma distingio que o
leitor deverd guardar. Portanto, nos referiremos freqiientemente
a experimentos ndo-deterministicos ou aleatérios, quando de fato
estaremos falando de um modelo néo-deterministico para um experi-
mento.) N#o nos esforgaremos em dar uma defini¢do precisa deste
conceito. Em vez disso, citaremos um grande nimero de exemplos
que ilustrario o que temos em mente.
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E;: Jogue um dado e observe o nimero mostrado na face de
cima.

E;: Jogue uma moeda quatro vezes e observe o nimero de caras
obtido.

E;: Jogue uma moeda quatro vezes e observe a seqiiéncia obtida
de caras e coroas.

E,: Em uma linha de producio, fabrique pegas em série e conte
o nimero de pecas defeituosas produzidas em um perfodo
de 24 horas.

E;: Uma asa de avido é fixada por um grande nimero de rebi-
tes. Conte o nimero de rebites defeituosos.

Es: Uma limpada é fabricada. Em seguida é ensaiada quanto
4 duragio da vida, pela colocagdo em um soquete e ano-
tacdo do tempo decorrido (em horas) até queimar.

E;: Um lote de 10 pegas contém 3 defeituosas. As pegas séo
retiradas uma a uma (sem reposicio da peca retirada) até
que a ultima pega defeituosa seja encontrada. O niime-
ro total de pegas retiradas do lote é contado.

Es: Pegas sio fabricadas até que 10 pecgas perfeitas sejam pro-
duzidas. O nimero total de pecas fabricadas é contado.

Ey;: Um missil é langado. Em um momento especificado ¢,
suas trés velocidades componentes, vz, vy e v, sdo observadas.

E;: Um missil récem-lancado é observado nos instantes ¢,
ty,..., tn. Em cada um desses instantes, a altura do missil
acima do solo é registrada.

E,;: A resisténcia A tragio de uma barra metdlica é medida.

E,s: De uma urna, que sé contém bolas pretas, tira-se uma bola
e verifica-se sua cor.

Ei;: Um termégrafo registra a temperatura continuamente,
num perfodo de 24 horas. Em determinada localidade e em
uma data especificada, esse termégrafo é lido.

E,;: Na situagio descrita em E,3, z e y, as temperaturas minima
e méxima, no perfodo de 24 horas considerado, sio regis-
tradas.

O que os experimentos acima tém em comum? Os seguintes tra-
¢0s sdo pertinentes & nossa caracterizagio de um erperimento aleatdrio:

(@) Cada experimento poderi ser repetido indefinidamente
sob condigdes essencialmente inalteradas.
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(b) Muito embora ndo sejamos capazes de afirmar que resul-
tado particular ocorrerd, seremos capazes de descrever o conjunto
de todos os possiveis resultados do experimento.

(c¢) Quando o experimento for executado repetidamente, os
resultados individuais parecerdo ocomer de uma forma acidental.
Contudo, quando o experimento for repetido um grande nimero de
vezes, uma configuragdo definida ou regularidade surgiri. E esta
regularidade que torna possivel construir um modelo matemdtico
preciso, com o qual se analisard o experimento. Mais tarde, teremos
muito que dizer sobre a natureza e a importincia desta regularidade.
Por ora, o leitor necessita apenas pensar nas repetidas jogadas de
uma moeda equilibrada. Muito embora caras e coroas aparecam
sucessivamente, em uma maneira quase arbitrdria, é fato empirico
bem conhecido que, depois de um grande nimero de jogadas, a pro-
porcdo de caras e a de coroas serdo aproximadamente iguais.

Deve-se salientar que todos os experimentos descritos acima
satisfazem a essas caracteristicas gerais. (Evidentemente, a tltima
caracteristica mencionada somente pode ser verificada pela experi-
mentacdo; deixaremos para a intui¢do do leitor acreditar que se o
experimento fosse repetido um grande numero de vezes, a regulari-
dade referida seria evidente. Por exemplo, se um grande nimero
de ldmpadas, de um mesmo fabricante, fosse ensaiado, presumivel-
mente o nimero de ldampadas que se queimaria apos 100 horas poderia
ser previsto com precisdo considerdvel.) Note-se que o experimento
E ., apresenta o trago peculiar de que somente um resultado é possivel.
Em geral, tais experimentos ndo nos interessardo, porque, realmente,
o fato de ndo sabermos qual particular resultado vird a ocorrer, quando
um experimento for realizado, é que torna um experimento interessante
para nos.

Comentdrio: Ao descrever os diversos experimentos, nds especificamos ndo
somente o procedimento que tem que ser realizado, mas também aquilo que
estaremos interessados em observar (veja, por exemplo, a diferenca entre £, e E,
citados anteriormente). Este ¢ um ponto muito importante, ao qual novamente
nos referiremos mais tarde, quando explicarmos varidveis aleatdrias. Por ora,
vamos apenas comentar que, em conseqiiéncia de um procedimento experimental
isolado ou a ocorréncia de um fenémeno finico, muitos valores numéricos diferen-
tes poderiam ser calculados. Por exemplo, se uma pessoa for escolhida de um
grupo grande de pessoas (e a escolha real seria o procedimento experimental
previamente mencionado), poderiamos estar interessados na altura daquela pessoa,
no seu peso, na sua renda anual, no nimero de filhos dela etc. Naturalmente, na
maioria dos casos, nds saberemos, antes de iniciar nossa experimentacdo, quais
serdo as caracteristicas numéricas em que iremos estar interessados.
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1.4. O Espago Amostral

Definicdo. Para cada experimento & do tipo que estamos con-
siderando, definiremos o espago amosiral como o conjunto de todos os
resultados possiveis de &. Geralmente representaremos esse conjunto
por S. (Neste contexto, S representa o conjunto fundamental, expli-

cado anteriormente.)
Vamos considerar cada um dos experimentos acima e descrever

um espago amostral para cada um deles. O espago amostral S; se
referird ao experimento E;.

8. 41, 2, 8, 4, 5, 6]:

N 10, 1, 2 3, 4).

S;: {todas as seqiiéncias possiveis da forma a,, as, a3, a,}, onde
cada a; = H ou T, conforme aparega cara ou coroa na
i-ésima jogada.

S {0, 1,2,..., N}, onde N é o niimero méximo que pode ser
produzido em ‘24 horas.

Ss: {0, 1,2,..., M}, onde M é o niimero de rebites empre-
gado.
Ss:  {t|t = 0}.

S {3, 4,5, 6 7,8 9, 10}.

B 110, 11,12, ..}

Ss:  {vs, vy, v:|0s, vy, v: Nlimeros reais}.

Slo: {’11,. .oy hnlhq' 2. 0, 1= l, 2,. Ay ﬂ}.

Su: ITITZ 0!.

Si2: {bola preta}.

Sys: Este espago amostral é o mais complexo de todos os consi-
derados aqui. Podemos admitir, com realismo, que a tem-
peratura em determinada localidade nunca possa ocorrer
acima ou abaixo de certos valores M e m. Afora esta res-
tricio, poderemos aceitar a possibilidade de que qualquer
grifico apareca com determinadas restrigdes. Presumi-
velmente, o grafico ndo terd saltos (isto €, ele representard
uma funcdo continua). Além disso, o grifico terd certas
caracteristicas de regularizagdo, que podem ser resumidas
matematicamente dizendo-se que o grafico representa uma
fungdo derivivel. Deste modo, poderemos finalmente
afirmar que o espago amostral serd:

{f|f uma funcdo derivdvel, que satisfaga a m <
< f(©) < M, para todo t}.
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S (@, y)m<z<y< M}, Isto é Sy é formado por todos
os pontos dentro e sobre um tridngulo, no plano z, y bidi-
mensional.

(Neste livro ndo cuidaremos de espagos amostrais da complexidade
encontrada em S,;. No entanto, tais espacos amostrais podem sur-
gir, mas exigem para seu estudo mais Matemadtica avancada do que
estamos admitindo aqui.)

A fim de descrever um espaco amostral associado a um
experimento, devemos ter uma idéia bastante clara daquilo que
estamos mensurando ou observando. Por isso, devemos falar
de “‘um” espago amostral associado a um experimento, e nido de
“o” espago amostral. A esse respeito, note-se a diferenca entre
Sz e S;.

Saliente-se, também, que o resultado de um experimento nio é
necessariamente, um numero. Por exemplo, em FE3, cada resultado
é uma seqiiéncia de caras (H) e toroas (T). Em E; e E), cada re-
sultado é formado por um vetor, enquanto em E);, cada resultado
constitui uma funcio.

Serd também importante estudar o nimero de resultados em um
espago amostral. Surgem trés possibilidades: o espago amostral
pode ser finito, infinito numerdvel, ou infinito ndo-numerdvel. Re-
lativamente aos exemplos acima, observamos que S;, S., Si, S Ss,
S7 e S); sdo finitos, Ss é infinito numerdvel, e Ss, So, Syo, Si1, S13 €
S14 sdo infinitos ndo-numerdveis.

Neste ponto poderd ser valioso comentar a diferen¢a entre um
espago amostral ‘“‘idealizado” matematicamente e um espago reali-
zével experimentalmente. Com este objetivo, consideremos o expe-
rimento Es e seu espago amostral associado Ss. E evidente que,
quando estivermos realmente registrando o tempo total ¢, durante o
qual uma limpada funcione, seremos ‘“‘vitimas’ da precisdo de nosso
instrumento de medir. Suponha-se que temos um instrumento que
seja capaz de registrar o tempo com duas casas decimais, por exem-
plo, 16,43 horas. Com esta restrigio imposta, nosso espaco amos-
tral se tornard infinito numerdvel: {0,00, 0,01, 0,02,...}. Além
disso, € bastante préximo da realidade admitir que nenhuma limpada
possa durar mais do que H horas, onde H pode ser um nimero muito
grande. Conseqiientemente, parece que se formos completamente
realistas na descrigio deste espago amostral, estaremos realmente
tratando com um espago amostral finito: {0,00, 0,01, 0,02,..., H}.
O nimero total de resultados seria (H/0,01) 4+ 1, que poderd ser
um nimero muito grande, mesmo que H seja moderadamente grande,
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por exemplo se H = 100. Torna-se bem mais simples e, matemati-

- camente, conveniente, admitir que todos os valores de ¢ = 0 sejam re-

sultados possiveis e, portanto, tratar o espacgo amostral Sy tal como
foi originalmente definido.

Diante desses comentérios, alguns dos espagos amostrais des-
eritos sdo idealizados. Em todas as situagdes subseqiientes, o espago
amostral considerado serd aquele que for matematicamente mais
conveniente. Na maioria dos problemas, pouca divida surge quanto
4 escolha adequada do espago amostral.

1.5. Eventos

Outra nogdo fundamental é o conceito de evenfo. Um evento A
(relativo a um particular espago amostral S, associado a um expe-
rimento &) é simplesmente um conjunto de resultados possiveis. Na
terminologia dos conjuntos, um evento é um subconjunto de um es-
pago amostral S. Considerando nossa exposigéio anterior, isto sig-
nifica que o préprio S constitui um evento, bem como o é o conjunto
vazio §. Qualquer resultado individual pode também ser tomado
como um evento.

Alguns exemplos de eventos sio dados a seguir. Novamente,
nos referimos aos experimentos relacionados acima: A; se referird
a0 evento associado ao experimento E;:

A;: Um nimero par ocorre, isto é, 4, = {2, 4, 6.

A, {2}; isto ¢, duas caras ocorrem.

A,: |HHHH, HHHT, HHTH, HTHH, THHH); isto é, mais
caras do que coroas ocorreram.

Ay [0}); isto é, todas as pecas sdio perfeitas.

As: {3,_4, ..., M}; isto é mais do que dois rebites eram defei-
tuosos.

Aes: {t |t < 3);isto é a limpada queima em menos de 3 horas.

A [(z,y) | y =z + 20}; isto é, a temperatura mdxima é 20°
maior do que a minima.

Quando o espago amostral S for finito ou infinito numergvel,
todo subconjunto poderé ser considerado um evento. [Constitui um
exercicio ficil de provar, e o faremos resumidamente, que se S cdn-
tiver n elementos, existirio exatamente 2" subconjuntos (eventos).]
Contudo, se S for infinito nfo-numerével, surgird uma dificuldade
tedrica. Verifica-se que nem todo subeconjunto imagindvel poderd
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ger considerado um evento. Determinados subconjuntos ‘“néo admis-
siveis” deverdo ser exclufdos por motivos que ultrapassam o nivel
desta explanagdo. Felizmente, tais subconjuntos n#o-admissiveis
nio surgem nas aplicagdes e, por isso, néo cuidaremos deles aqui.
Na exposigdo subseqiiente, serd admitido tacitamente que sempre
que nos referirmos a um evento, ele serd da espécie que j4 admitimos
considerar.

Agora, poderemos empregar as virias técnicas de combinar con-
juntos (isto é, eventos) e obter novos conjuntos (isto &, eventos),
08 quais j4 apresentamos anteriormente.

(a) Se A e B forem eventos, A |U B serd o evento que ocorrerd
se, e somente se, 4 ou B (ou ambos) ocorrerem.

(b) Se A e B forem eventos, A (N B serd o evento que ocorrerd
se, e somente se, 4 e B ocorrerem.

(¢) Se A for um evento, A serf o evento que ocorrers se, e so-
mente se, ndo ocorrer A.

(d) Se A,, ..., A, for qualquer colecio finita de eventos, entdo,
Ui=1 4, serd o evento que ocorrerd se, e somente se, ao menos um
dos eventos A; ocorrer.

(e) Se A,, ..., An for qualquer cole¢io finita de eventos, entdo
Ni-1 A serd o evento que ocorrerd se, e somente se, fodos os eventos
A; ocorrerem.

(f) Se A,,..., As,... for qualquer cole¢o infinita (numerdvel)

de eventos, entdo, ;=1 A: serd o evento que ocorrer4 se, e somente
se, ao menos um dos eventos A; ocorrer.

(g) Se Aj, ..., An,... for qualquer cole¢éo infinita (numerdvel)
de eventos, entfio, MNi=1 A; serd o evento que ocorrerd se, e somente
se, todos os eventos A; ocorrerem.

(h) Suponha-se que S represente o espago amostral associado a
algum experimento &, e que nds executemos & duas vezes. Entdo,
S X § poderd ser empregado para representar todos os resultados dessas
duas repetigdes. Portanto, (s, s,) € § X § significa que s, resultou
quando & foi executado a primeira vez e 5,, quando & foi executado a
segunda vez.

(i) O exemplo contido em (4) pode, obviamente, ser generalizado.
Considerem-s¢ n repeti¢des de um experimento & cujo espago amostral
seja S:

SXSX ... XS={(s1,82,...,8,), €S, i=1,...,n}
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representa o conjunto de todos os possiveis resultados, quando & for
executado n vezes. De certo modo, S X § X ... X S é ele préprio um
espago amostral, a saber, 0 espaco amostral associado a n repeti¢es
de &.

Dejinigio. Dois eventos, A e B, sio denominados mutuamente
excludentes, se eles nio puderem ocorrer juntos. Exprimiremos isso
escrevendo A M B = @, isto é, a intersegdo de A e B é o conjunto
vazio.

Ezemplo 1.4. Um dispositivo eletrénico é ensaiado e o tempo
total de servico t é registrado. Admitiremos que o espago amostral
geja {£]t = 0}. Sejam A, B e C trés eventos definidos da seguinte
maneira:

A= {t|t <100}; B= {t[50<t<200}; C= {t]¢t> 150}

Conseqiientemente,

AU B = {t[t < 200}); ANB={t|50 <t < 100};
BU C = {t|t = 50}; BﬂC={t]150<ts200};_AﬂC=ﬂ;
AU C = {t|t<1000ut > 150}; A= {t|t=100}; C = {t|t< 150}.

Uma das caracterfsticas fundamentais do conceito de “‘experi-
mento”’, como foi apresentado na segdo anterior, é que nés nio sa-
bemos qual resultado particular ocorrerd quando o experimento for
realizado. Por outras palavras, se 4 for um evento associado a um
experimento, entdo, nio poderemos afirmar com certeza que A4 ird
ocorrer ou nio. Por isso, torna-se muito importante tentar associar
um nimero ao evento 4, o qual medird de alguma maneira quio
verossimil é que o evento A venha a ocorrer. Essa tarefa nos leva
4 teoria da probabilidade.

1.6. Frequéncia Relativa

A fim de motivar a maneira de tratar o assunto, considere-se
0 seguinte procedimento: Suponha-se que repetimos n vezes o expe-
rimento &, e sejam A e B dois eventos associados a & Admitamos
que sejam, respectivamente, n4 € np 0 nimero de vezes que o evento
4 e o evento B ocorram nas n repetigdes.

Definigio. fa = na/n é denominada fregiiéncia relativa do evento
4 nas n repetigdes de 8. A freqiiéncia relativa f4 apresenta as seguin-
tes propriedades, de facil verificagfio:

(1) 0 < js <1
(2) fa = 1 se, e somente se, A ocorrer em fodas as n repetigdes.
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(3) f4 = Ose, e somente se, A nunca ocorrer nas n repetigoes.

(4) Se A e B forem eventos mutuamente excludentes, e se f4 ,
for a freqiiéncia relativa associada ao evento 4 U B, entdo, f,  p =
=fa t/p.

(5) f4, com base em n repeti¢des do experimento e considerada

como uma fun¢do de n, “converge” em certo sentido probabilistico
para P (A), quandon = oo,

Comentdrio: A Propriedade (5) estd evidentemente expressada um tanto
vagamente, nesta secdo. Somente mais tarde (Sec. 12.2), estaremos aptos a tornar
esta idéia mais precisa. Por enquanto, podemos apenas afirmar que a Propriedade
(5) envolve a nogdo nitidamente intuitiva de que a freqiiéncia relativa, baseada em
um nimero crescente de observagdes, tende a se “‘estabilizar” préximo de algum
valor definido. Este ndo € o mesmo conceito usual de convergéncia encontrado
em alguma parte da Matemdtica, De fato, tal como afirmamos aqui, esta ndo é,
de modo algum, uma conclusdo matemdtica, mas apenas um fato empirico.

A maioria de nds estd intuitivamente a par deste fendmeno de
estabiliza¢do, muito embora nunca o tenhamos verificado. Fazélo exige
considerdvel por¢do de tempo e de paciéncia, porque inclui um grande
nimero de repeti¢des de um experimento. Contudo, algumas vezes,
poderemos ser ingénuos observadores deste fendmeno, como ilustra o
seguinte exemplo:

Exemplo 1.5. Admitamos que estejamos postados na cal¢ada e
fixemos nossa aten¢do em dois blocos de meio-fio adjacentes. Suponha-se
que comece a chover de tal maneira que sejamos realmente capazes de
distinguir pingos isolados de chuva e registrar se esses pingos caem num
meio-fio ou noutro. Ficamos a observar os pingos e a anotar seu ponto
de impacto. Denotando o i-ésimo pingo por X;, onde X; = 1 se o pingo
cair no primeiro meio-fio, e igual a 0 se cair no outro, poderemos
observar uma seqiiéncia como, por exemplo, 1,1,0,1,0,0,0, 1,0,0,1.
E evidente que ndo seremos capazes de prever onde um particular pingo
ird cair. (Nosso experimento consta de alguma espécie de situagdo me-
teorologica que causa a queda dos pingos de chuva.) Se calcularmos a
freqiiéncia relativa do evento 4 = {o pingo cai no meio-fio 1}, entdo,
a seqiiéncia de resultados acima dard origem ds seguintes freqiiéncias
relativas (baseadas na observagdo de 1, 2, 3, ... pingos): 1,1, 2/3, 3/4,
3/5, 3/6, 3/7, 4/8,4/9, 4/10, 5/11, .. . Esses niimeros evidenciam um
elevado grau de variagdo, especialmente no inicio. E intuitivamente
evidente que, se 0 experimento acima continuasse indefinidamente, essas
freqiiéncias relativas iriam se estabilizar préximas do valor 1/2. Conse-
qilentemente, terfamos toda razdo em acreditar que, depois de algum
tempo decorrido, os dois meios-fios estariam igualmente molhados.
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Esta propriedade de estabilidade da freqiiéncia relativa &, por
enquanto, uma nogdo inteiramente intuitiva, porém mais tarde es-
taremos aptos a tornd-la matematicamente precisa. A esséncia
desta propriedade é que, se um experimento for executado um grande
niimero de vezes, a freqiiéncia relativa da ocorréncia de algum evento
A tender4 a variar cada vez menos 3 medida que o nimero de repe-
tigdes for aumentada. Esta caracteristica é também conhecida como
regularidade estatistica.

Nés fomos um tanto vagos em nossa definigdo de experimento.
Quando um procedimento ou mecanismo constituird, em nossa acep-
¢30, um experimento capaz de ser estudado matematicamente por
meio de um modelo ndo-deterministico ? J4 afirmamos, anteriormente,
que um experimento deve ser capaz de ser realizado repetidamente,
sob condigoes essencialmente inalteradas. Agora, podemos acres-
centar outra condicio. Quando o experimento for repetidamente
realizado, ele deverd apresentar a regularidade estatistica mencio-
nada acima. Mais adiante, estudaremos um teorema (denominado
Lei dos Grandes Niimeros) que mostrard que a regularidade estatfs-
tica &, de fato, uma conseqiéncia da primeira condigdo: reprodutibi-
lidade.

1.7. Noc¢des Fundamentais de Probabilidade

Voltemos agora ao problema proposto acima: atribuir um nimero
a cada evento A, o qual avaliard quio verossimil serd a ocorréncia
de A quando o experimento for realizado. Uma possivel maneira
de tratar a questdo seria a seguinte: repetir o experimento um grande
nimero de vezes, calcular a freqiiéncia relativa fa e utilizar esse ni-
mero. Quando recordamos as propriedades de f4, torna-se evidente
que este ndmero fornece uma informagfio muito precisa de quio ve-
rossimil é a ocorréncia de A. Além disso, sabemos que 4 medida que o
experimento se repetir mais e mais vezes, a freqiiéncia relativa fa se
estabilizard préxima de algum nimero, suponhamos p. H4, con-
tudo, duas sérias objegdes a esta maneira de tratar a questdo: (a) Nio
estd esclarecido quédo grande deva ser n, antes que se conhega o nii-
mero: 1,000 ? 2.000? 10.000? (b) Uma vez que o experimento tenha
sido completamente'descrito e o evento A especificado, o nimero
que estamos procurando nio deveri depender do experimentador
ou da particular veia de sorte que ele possua. (Por exemplo, é pos-
sivel que uma moeda perfeitamente equilibrada, quando jogada
10 vezes, venha a apresentar 9 caras e 1 coroa. A freqiiéncia rela-
tiva do evento A = {ocorrer cara} seria, nesse caso, igual a 9/10.
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No entanto, é evidente que nas préximas 10 jogadas o padrio de
caras e coroas possa se inverter.) O que desejamos é um meio de
obter tal ndimero, sem recorrer i experimentagio. Naturalmente,
para_que o niimero que convencionarmos tenha significado, qualquer
experimentacio subseqiiente deverd produzir uma freqiiéncia rela-
tiva que seja “préxima”’ do valor convencionado, particularmente
se o nimero de repetigdes, no qual a freqiiéncia relativa calculada
se tenha baseado, for muito grande. Nés procederemos, formalmente,
da seguinte maneira:

Definigdo. Seja & um experimento. Seja S um espago amostral
associado a 8. A cada evento A associaremos um nimero real re-
presentado por P(4) e denominado probabilidade de A, que satisfaca
as seguintes propriedades:

(1) 0< P4 <L

@) P(S) = 1. (1.3)

(3) Se A e B forem eventos mutuamente excludentes, P(4U B)=
= P(A) + P(B).

(4) Se Ay, As,..., Ap,... forem, dois a dois, eventos mutua-
mente excludentes, entdo,

P(US14:) = P(4)) + PAD) + ...+ P(4n) +. ..

Observe-se que da Propriedade 3, decorre imediatamente que,

para qualquer n fintto,
n n
P (_LJ1 A.-) = _Z;P(A;).

A Propriedade 4 ndo se seguird; no entanto, quando considerarmos o
espago amostral idealizado, esta propriedade serd imposta e, por isso,
foi incluida aqui.

A escolha das propriedades da probabilidade acima relacionadas
é, obviamente, sugerida pelas correspondentes caracteristicas da
fregiiéncia relativa. A propriedade, antes mencionada como regu-
laridade estatistica, serd mais adiante vinculada a esta definigio de
probabilidade. Por enquanto, nés apenas afirmamos que se pode
mostrar que os nimeros P(4) e fa sfo “préximos” um do outro (em
determinado sentido), se f4 for baseado em um grande nimero de

repetigoes. E este fato que nos dé a justificativa da utilizagio de
P(A) para avaliarmos quéo verossimil é a ocorréncia de A.

Por enquanto nfo sabemos come calcular P(4). Nés apenas
arrolamos algumas propriedades gerais que P(A4) possui. O leitor
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terd que ser um pouco mais paciente (até o préximo capitulo), antes
que aprenda como avaliar P(4). Antes de voltarmos a esta questéo,
vamos enunciar e demonstrar vérias conseqiiéncias relacionadas a
P(A), que decorrem das condigdes acima e que nio dependem da ma-
peira pela qual nés realmente calculamos P(4).

Teorema 1.1. Se @ for o conjunto vazio, entdo P () = 0.

Demonstracdo: Para qualquer evento A, podemos escrever
A=AU® Uma vez que A e § sio mutuamente excludentes,
decorre da Propriedade 3, que P(4) = P(A U §) = P(4) + P(@).
Daqui, a concluséo do teorema é imediata.

Comenidrio: Mais tarde, teremos ocasifio de ver que a recfproca do teorema
acima ndo & verdadeira. Isto &, se P(A) = 0, ndo poderemos, em geral, concluir
que A =, porque existem situagdes nas quais atribufmos probabilidade zero a
um evento que pode ocorrer.

Teorema 1.2. Se A for o evento complementar de A4, entdo
P(4) = 1 — PQ). (1.4)

Demonstragio: Podemos escrever S = AU A e, empregando

‘a8 Propriedades 2 e 3, obteremos 1 = P(4) + P(A).

Comentdrio: Este ¢ um resultado particularmente 1itil, porque ele significa
que sempre que desejarmos avaliar P(A), poderemos calcular P(4) e, depois,
obtermos o resultado desejado por subtragio. Veremos mais tarde que, em mui-
tos problemas, & muito mais fécil calcular P(4) do que P(A).

Teorema 1.3. Se A e B forem dois eventos gquaisquer, entio

P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B). (1.5)

Demonstragdo: -A idéia desta demonstragio é decompor A U B
e B em dois eventos mutuamente excludentes e, em seguida, aplicar
a Propriedade 3. (Veja o Diagrama de Venn na Fig. 1.2.)
Desse modo escreveremos
AUB=A4U (BNA),
B=(ANB)U (BNA).

Conseqiientemente,
P(AU B) = P(4) + PB N 4), _
P(B) = P(A N B) + P(B N 4).
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Subtraindo a segunda igualdade da primeira, obtém-se
P(A U B) — P(B) = P(4) — P(A N B)

e daf chega-se ao resultado.

Comentdrio: Este teorema representa uma extensio imediata da Proprie-
dade 3, porque se A N B =, obteremos do enunciado acima a Propriedade 3.

Teorema 1.4. Se A, B e C forem trés eventos quaisquer, entéo

P(4 U B U C)=P(4) + P(B)+P(C)—P(A N By—P(4A N C) —
—PBNC) +PANBNC). (1.6)

Demonstragdo: A demonstragiio consiste em escrever AU BU C
na forma (4 U B) U C e aplicar o resultado do teorema anterior.
Deixa-se ao leitor completar a demonstragio.

Comentdrio: Uma extensio 6bvia do teorema é sugerida. Sejam A,,..., Ax,
quaisquer k eventos. Entdo,

k k
P(A,UA4,U.. . U4 =3 PA)— 3 PA:iN4)+
3 =1 i< =2
+ 2 PAiNA4N4A)+ ... + (1 PA N 4NN AR

i<j<r=3
1.7
Este resultado pode ser facilmente estabelecido por indugfio matemética.

Teorema 1.5. Se A C B, entio P(4) < P(B).

Demonstragio: Podemos decompor B em dois eventos mutua-
mente excludentes, na seguinte forma: B = 4 U (B N A). Conse-
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qiientemente, P(B) = P(4) + P(B N A) = P(A), porque P(B N 4) >
2 0, pela Propriedade 1.

Comentdrio: Este resultado &, certamente, de conhecimento intuitivo, pois
ele afirma que se B deve ocorrer sempre que A ocorra, conseqilentemente, B € mais
pmivel do que A,

1.8. Algumas ObservagGes

(@) Cabe aqui uma palavra de adverténcia. Da exposi¢io an-
terior poderia ser (incorretamente) inferido que quando escolhermos
um modelo probabilistico para a desericio de algum fenémeno de
observagdo, estaremos abandonando todas as relagdes determinfs-
ticas. Nada poderia estar mais distante da verdade. Nés ainda
utilizamos o fato de que, por exemplo, a Lei de Ohm I = E/R vale
em determinadas circunstincias. A diferen¢a seria uma diferenga
de interpretagio. Em vez de afirmar que a relacio acima determina
I para E e R dados, admitiremos que £ ou R (ou ambos) possam
variar de alguma maneira aleatéria imprevisivel e que, em conse-
qiiénecia, I variard também de alguma forma aleatéria. Para E
e R dados, I serd ainda determinado pela relagdo acima. O impor-
tante é que, quando se adotar um modelo probabilistico para a des-
ericio de um circuito, considera-se a possibilidade de que E e R pos-
sam variar de alguma maneira imprevisivel, a qual somente pode
ser descrita probabilisticamente. Portanto, desde que tenha sen-
tido considerar somente a probabilidade de que E e R tomem certos
valores, torna-se significativo falar somente da probabilidade de
que I venha a tomar certos valores.

(b) Algumas vezes, pode ser dificil realizar a escolha entre a adog¢do
de um modelo deterministico ou um modelo probabilistico. Poderd
depender da complicagdo de nossa técnica de mensuragdo e da exatidao
associada a ela. Por exemplo, se medidas exatas forem tdo dificeis de
obter que leituras repetidas da mesma quantidade conduzam a resulta-
dos variados, um modelo probabilistico serd sem divida mais adequado
para descrever a situagao.

(c) Indicaremos resumidamente que, sob certas circunstincias,
teremos condigdes de fazer hipoteses adicionais sobre o comportamento
probabilistico de nossos resultados experimentais, as quais nos conduzi-
T3 a um método de avaliagdo das probabilidades bdsicas. A escolha
dessas hipoteses adicionais pode ser baseada em consideragdes fisicas do
experimento (por exemplo, propriedades de simetria), evidéncia empi-
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rica ou, em alguns casos, apenas julgamento pessoal, baseado em
experiéncia anterior de uma situagdo similar. A frequéncia relativa f,
pode desempenhar um importante papel em nossa deliberagdo sobre a
atribui¢do numérica de P(A4). Contudo, é importante compreender que
qualquer suposi¢do que facamos sobre P(4) deve ser tal, que sejam
satisfeitos os axiomas bdsicos desde (1) até (4) da Definigdo (1.3).

(d) No curso do desenvolvimento das idéias bdsicas da teoria da
probabilidade, faremos algumas referéncias a determinadas analogias
mecénicas, A primeira delas pode ser apropriada aqui. Em Mecanica,
atribuimos a cada corpo B sua massa, digamos m(B). Em seguida, fa-
remos diversos célculos e obteremos védrias conclusBes sobre o compor-
tamento de B e suas relagBes com outros corpos, muitas das quais
envolvem sua massa m (B). O fato de que nés poderemos ter que
recorrer a alguma aproximagdo para obter realmente m(B) para um
corpo especificado nfo diminui a utilidade do conceito de massa,
Semelhantemente, estipularemos para cada evento 4 associado aoespago
amostral de um experimento um nimero P(A4), denominado probabili-
dade de A, e satisfazendo nossos axiomas bdsicos. Ao calcular realmente
P (A) para um evento especifico, nds teremos que fazer hipdteses
adicionais ou que obter uma aproximagdo baseadaemevidénciaempirica.

(¢) E muito importante compreender que nés tenhamos pos-
tulado a existéncia do nimero P(4), e que tenhamos postulado de-
terminadas propriedades que esse nimero possui. A validade das
vérias conseqiiéncias (teoremas), decorrentes desses postulados, de
modo algum depende da maneira pela qual iremos obter um yalor
numérico para P(4). E essencial que este ponto fique claro. "Por
exemplo, admitimos que P(4 U B) = P(A) + P(B). A fim de em-
pregar esta relacio para a avaliagdo concreta de P(4 U B), deveremos
conhecer os valores de P(4) e de P(B). Explicaremos, resumida-
mente, que sob certas circunstdncias, nés poderemos fazer suposi¢des
adicionais que conduzam a um método de avaliagio dessas probabi-
lidades. Se essas (ou outras) suposi¢des ndo forem fundamentadas,
poderemos ter de recorrer & experimentacgdo a fim de alcancar o valor
de P(A) a partir de dados reais. A freqiiéncia relativa f4 desempe-
nhar4 nisso um importante papel e serd, de fato, utilizada para apro-
ximar P(A4).

Contudo, é importante saber que f4 e P(4) nio sdo a mesma
coisa; que nés apenas utilizaremos f4 para aproximar P(4) e que,
sempre que' nos referirmos a P(A), estaremos nos referindo ao valor
postulado. Se nés “identificarmos” fa com P(A), deveremos com-
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preender que estaremos tio-somente substituindo um valor postulado
por uma aproximagiio obtida experimentalmerite. Quio boa ou m4d
essa aproximagdo possa ser, de modo algum influencia a estrutura
l6gica de nosso modelo. Muito embora o fenémeno que o modelo
tente representar tenha sido levado em conta na construgio do mode-
lo, nés nos teremos distanciado do préprio fendmeno (a0 menos tempo-
rariamente), quando entrarmos no reino do modelo.

Problemas

1.1. Suponha que o conjunto fundamental seja formado pelos inteiros po-
gitivos de 1 a 10. Sejam A = (2, 3, 4], B = (3,4, 5},eC = (5,6, 7). Enu-
mere os elementos dos seguintes conjuntos:

@ANB. B AUB. ©ANEB @WANBNC). (&) ANBUCO:

1.2. Suponha que o conjunto funamental U seja dado por U =
= {z]0< z< 2]. Sejam os conjuntos A e B definidos da forma seguinte:
A=(z]12<z<1] e B=[z]1/4< z <3/2]. Descreva os seguintes con-
juntos:

(a) AUB. (b) A UB. (c) AN B. (d A NB.

1.3. Quais das seguintes relagdes sfio verdadeiras?

(@) (AUBN@AUC=AUBNIO). (b){AUB_}__=(Aﬂ§)UB.
¢¢ ANB=AUB. dAUBNC=ANBNC.

(&) (ANBNEBNC) =4

1.4. Suponha que o conjunto fundamental seja formado por todos os pontos
(z,y) de coordenadas ambas inteiras, e que estejam dentro ou sobre a fronteira
do quadrado limitado pelas retas z = 0, y = 0, £ = 6 e y = 6. Enumere os ele-
mentos dos seguintes conjuntos:

(@) A
() C

(mylzt+2<6l. () B={zyly< .
{mLz<y?l. @BNC (BUANTC.

1.5. Empregue diagramas de Venn para estabelecer as seguintes relagGes:
(a) ACB e BC C implica que A CC. (b)) A C B implica que
A=ANB. (¢) AC B implica que B C 4. (d) A C B implica
que AUCCBUC ()ANB=@eCCA implicam que BNC =§.

1.6. Pegas que saem de uma linha de produgio sio marcadas defeituosa (D)
Ou nfio defeituosa (N). As pecas sio inspecionadas e sua condigBo registrada.
Isto ¢ feito até que duas pegas defeituosas consecutivas sejam fabricadas ou que
quatro pegas tenham sido inspecionadas, aquilo que ocorra em primeiro lugar.
Descreva um espago amostral para este experimento.
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1.7. (a) Uma caixa com N limpadas contém r limpadas (r < N) com fila-
mento partido. Essas limpadas sfo verificadas uma a uma, até que uma lim-
pada defeituosa seja encontrada. Descreva um espago amostral para este expe-
rimento.

(b) Suponha que as limpadas acima sejam verificadas uma a uma, até que
todas as defeituosas tenham sido encontradas. Descreva o espago amostral para
este experimento. '

1.8. Considere quatro objetos, a, b, ¢ e d. Suponha que a ordem em que
tais objetos sejam ‘listados represente o resultado de um experimento. Sejam
os eventos 4 e B definidos assim: 4 = {a est4 na primeira posicio}; B =
= [b estd na segunda posi¢do].

(a) Enumere todos os elementos do espago amostral.

(b) Enumere todos os elementos dos eventos 4 M B e 4 U B.

1.9. Um lote contém pecas pesando 5, 10, 15, ..., 50 gramas. Admitamos
que ao menos duas pecas de cada peso sejam encontradas no lote. Duas pegas
siio retiradas do lote. Sejam X o peso da primeira pega escolhida e ¥ o peso da
segunda. Portanto, o par de nimeros (X, V) representa um resultado simples
do experimento. Empregando o plano XY, marque o espago amostral e os seguin-
tes eventos:

@ (X=YI. (® {Y>X].

(¢) A segunda peca é duas vezes mais pesada que a primeira.

(d) A primeira peca pesa menos 10 gramas que a segundsa pecs.

(¢) O peso médio de duas pegas é menor do que 30 gramas,

1.10. Durante um perfodo de 24 horas, em algum momento X, uma chave
¢ posta na posigio “ligada”. Depois, em algum momento futuro Y (ainda du-
rante o mesmo perfodo de 24 horas), a chave é virada para a posigio ‘‘desligada’’.
Suponha que X e ¥ sejam medidas em horas, no eixo dos tempos, com o infcio do
periodo na origem da escala. O resultado do experimento é constitufdo pelo par
de mimeros (X, ¥).

(a) Descreva o espago amostral.
(b) Descreva e marque no plano XY os seguintes eventos:
(i) O circuito estd ligado por uma hora ou menos.

(i) O circuito est4 ligado no tempo z, onde z é algum instante no perfodo
dado de 24 horas.

(iii) O circuito ¢ ligado antes do tempo t; e desligado depois do tempo fy
(onde também ¢ < i sfo dois instantes durante o perfodo de 24
horas especificado).

(iv) O circuito permanece ligado duas vezes mais tempo do que desligado.

1.11. Sejam A4, B e ( trés eventos associados a um experimento. Exprima
em notagdes de conjuntos, as seguintes afirmacdes verbais:

(a) Ao menos um dos eventos ocorre.
(b) Exatamente um dos eventos ocorre.
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(r) Exatamente dois dos eventos ocorrem.

(d) Nao mais de dois dos eventos ocorrem simultaneamente.

1.12. Demonstre o Teor 1.4.

1.13. (a) Verifique que para dois eventos quaisquer, 4; e A, temos que
PAU Ay) < P(4)) + P(Ay).

(b) Verifique que para quaisquer n eventos Ay .., Ap, temos que
PALU...UA) S P(A) +...+ P(4,).

[Sugestao: Empregue a indugio matemdtica. O resultado enunciado em (b)
& denominado desigualdade de Boole.]

1.14. O Teor. 1.3 trata da probabilidade de que ao menos um de dois eventos
A ou B ocorra. O seguinte enunciado se refere & probabilidade de que ezatamente
um dos eventos A ou B ocorra. Verifique que

PI(A N B) U (B N 4)] = P(A) + P(B) — 2P(A N B).

1.15. Um certo tipo de motor elétrico falha se ocorrer uma das seguintes
gituagGes: emperramento dos mancais, queima dos enrolamentos, desgaste das
escovas. Suponha que o emperramento seja duas vezes mais provdvel do que a
queima, esta sendo quatro vezes mais provdvel do que o desgaste das escovas,
Qual seré a probabilidade de que a falha seja devida a cada uma dessas circuns-
téncias?

1.16. Suponha que A e B sejam eventos tais que P(A) =z, P(B) = v, e
P(A N B) = 2. Exprima cada uma das seguintes probabilidades em termos
de z, y e z

(@) PA U B). () P(ANB). () P(AU B). (@) P(A N B).

1.17. Suponha que 4, B e C sejam eventos tais que P(4) = P(B) = P(C) =
=1/4, PANB) =P(CNB) =0e P(A NC) =1/8 Calcule a probabilidade
de que a0 menos um dos eventos 4, B ou C ocorra.

1.18. Uma instalacio ¢ constitufda de duas caldeiras e umamaquina. Admita
que o evento A seja que a maquina esteja em boas condicGes de funcionamento,
enquanto os eventos By (k = 1, 2) sdo os eventos de que a k-ésima caldeira esteja
em boas condiges. O evento C € que a instalagdo possa funcionar. Se a instalacdo
puder funcionar sempre que a maquina e pelo menos uma das caldeiras funcionar,
expresse os eventos C e C, em termos de 4 e dos By.

1.19. Um mecanismo tem dois tipos de unidades: I e II. Suponha que se
disponha de duas unidades do tipo I e trés unidades do tipo II. Defina os eventos
Ag,k=1,2eB;,j=1,2,3 da seguinte maneira: A : a k-ésima unidade do tipo I
estd funcionando adequadamente; B;: a j-ésima unidade do tipo II estd funcionan-
do adequadamente. Finalmente, admita que C represente o evento: 0 mecanismo
funciona. Admita que o mecanismo funcione se a0 menos uma unidade do tipo |
€ a0 menos duas unidades do tipo II funcionarem;expresse o evento C em termos
dos Ay e dos B;.



Espacos Amostrais Finitos

Capitulo 2

2.1. Espaco Amostral Finito

Neste capitulo nos ocuparemos unicamente de experimentos
para os quais o espago amostral S seja formado de um niimero finito
de elementos. Isto & admitiremos que S possa ser escrito sob a
forma S = lai, as...,ar}. Se nos reportarmos aos exemplos de
espacos amostrais da Seg. 1.4, observaremos que S, Sz, Sz, Ss, Ss,
S7 e 8, sdo todos finitos.

A fim de caracterizar P(A) para este modelo, deveremos ini-
cialmente considerar o evento formado por um resultado simples,
algumas vezes denominado evento simples ou elementar, A = {ai}.
Procederemos da seguinte maneira:

A cada evento simples {a:} associaremos um nimero p;, deno-
minado probabilidade de {ai}, que satisfaga as seguintes condigdes:

(@ pi=0, i= | P
® ptpt ... F+p=1

[Porque {a:} é um evento, essas condi¢cdes devem ser coerentes com
aquelas postuladas para as probabilidades dos eventos em geral,
como foi feito nas Eq. (1.3). T f4cil verificar que isso se da.]

Em seguida, suponha-se que um evento A seja constituido por
r resultados, 1 < r < k, a saber

A= {afp Ajyye v vy af;-};

onde jy, ja,. . -, jr Tepresentam um qualquer dos r indices, de 1 até k.
Conseqiientemente, conclui-se da Eq. (1.3), Propriedade 4, que

P(A) = pj, + pi, +...+ Di (2.1)
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. Para resumir: a atribuicdo de probabilidades P; a cada evento
elementar {a;}, sujeito as condi¢des (a) e (b) citadas anteriormente
determina unicamente P(4) para cada evento 4 C S, onde P(A) é
dado pela Eq. (2.1).

Para avaliarmos os p; individuais, alguma hipétese referente
aos resultados individuais deve ser feita.

Ezemplo 2.1. Suponha-se que somente trés resultados sejam
possiveis em um experimento, a saber, a,, a; e a;. Além disso, su-
ponha-se que. a; seja duas vezes mais provivel de ocorrer que a;, o
qual por sua vez é duas vezes mais provivel de ocorrer que a;.

Portanto, p1 = 2ps e ps = 2p;. J& que pi+ p2+ ps = 1, te-
remos 4p; + 2p; + ps = 1, o que finalmente d4i

L. 2 4
=y PE™ g @ =i

Comenidrio: Na exposi¢io que se segue, empregaremos a expressio ‘‘igual-
mente verossimeis'’ para significar “igualmente provéwyeis'’.

2.2. Resultados lgualmente Verossimeis

A hipétese mais comumente feita para espacos amostrais fini-
tos é a de que todos os resultados sejam igualmente verossimeis.
Esta hip6tese néio pode ser, contudo, tomada como segura; ela deve
ser cuidadosamente justificada. Existem muitos experimentos para
os quais tal hip6tese é assegurada, mas existem também muitas si-
tuagdes experimentais nas quais seria absolutamente erréneo acei-
tafﬂ-se essa suposicio. Por exemplo, seria bastante irreal supor que
seja igualmente verossimil néo ocorrerem chamadas telefénicas em
?mcentm entre 1 e 2 horas da madrugada e entre 17 e 18 horas da

e.

Se todos os k resultados forem igualmente verossimeis, segue-se
q‘ue cada probabilidade serd p; = 1/k. Conseqiientemente, a con-
dicdo p, + ... + pr = 1 torna-se kp; = 1 para todo 7. Disto de-
corre que, para qualquer evento A formado de r resultados, teremos

P(A) = r/k.
Este método de avaliar P(A4) é freqiientemente enunciado da seguinte
maneira:

P(4) = niimero de casos favordveis a A pelos quais & pode ocorrer
niimero total de casos pelos quais & pode ocorrer

» E muito importante compreender que a expressio de P(4) acima
apenas uma conseqiiéncia da suposigdo de que todos os resultados
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sejam igualmente verossimeis, e ela é aplicdvel somente quando essa
suposi¢io for atendida. Ela certamente ndo serve como uma defi-
nigdo geral de probabilidade.

Ezemplo 2.2. Um dado é langado e todos os resultados se su-
poem igualmente verossimeis. O evento A ocorrerd se, e somente
se, um nimero maior do que 4 aparecer, isto é, A = {5, 6}. Con-
seqilentemente, P(4) = 1/6 4 1/6 = 2/6.

Ezxemplo 2.3. Uma moeda equilibrada é atirada duas vezes.
Seja A o evento: {aparece uma cara}. Na avaliagio de P(4), a
andlise do problema poderia ser a seguinte: O espago amostral é
S = {0, 1, 2} onde cada resultado representa o nimero de caras
que ocorre. Portanto, seria encontrada P(A) = 1/3! Esta anélise
é obviamente incorreta, porque no espago amostral considerado acima,
todos os resultados ndo sio igualmente verossimeis. A fim de aplicar
os métodos expostos, deveremos considerar em seu lugar o espago
amostral 8’ = {HH, HT, TH, TT}, onde H representa cara, e¢ T
coroa. Neste espaco amostral todos os resultados sdo igualmente
verossimeis e, por isso, obteremos como solugdo correta de nosso
problema: P(A) = 2/4 = 1/2. Poderiamos empregar corretamente o
espaco S da seguinte maneira: Os resultados 0 e 2 sio igualmente
verossimeis, enquanto o resultado 1 é duas vezes mais provivel que
qualquer um dos outros. Portanto, P(4) = 1/2, o que concorda
com a resposta anterior.

Este exemplo ilustra dois aspectos. Primeiro, deveremos estar
bastante seguros de que todos os resultados possam supor-se igual-
mente verossimeis, antes de empregar o procedimento acima. Se-
gundo, poderemos freqiientemente, por uma escolha apropriada do
espaco amostral, reduzir o problema a outro, em que todos os resul-
tados sejam igualmente verossimeis. Sempre que possivel, isto deve
ser feito porque geralmente torna o célculo mais simples. Este
aspecto serd de novo mencionado em exemplos subseqiientes.

Muitp fregiientemente, a maneira pela qual o experimento ¢
executado determina se os resultados possiveis séo igualmente ve-
rossfmeis ou nio. Por exemplo, suponha-se que retiremos um para-
fuso de uma caixa que contenha trés parafusos de tamanhos diferen-
tes. Se simplesmente escolhermos o parafuso estendendo a mio
dentro da caixa e apanhando aquele que tocarmos primeiro, é ébvio
que o parafuso maior terd maior probabilidade de ser escolhido que
os outros dois. No entanto, etiquetando cuidadosamente cada para-
fuso com um niimero, escrevendo o nimero em um cartdo, € esco-
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lhendo um cartdo, tentaremos garantir que cada parafuso tenha de
fato a mesma probabilidade de ser escolhido. Assim, poderemos
nos meter em enorme trabalho a fim de assegurarmos que a suposicio
matemética de resultados igualmente verossimeis seja de fato apro-
priada.

Nos exemplos j4 vistos e em muitos que se seguirdo, trataremos
da escolha ao acaso de um ou mais objetos de uma dada colecio de
objetos. Definamos esta nogdo mais precisamente. Suponhamos
que se tenha N objetos, a saber ay, a,..., ay.

(a) Escolher ao acaso um objeto, dentre N objetos, significa que
cada objeto tem a mesma probabilidade de ser escolhido, isto 6,

Prob (escolher a;) = 1/N, ¢=1,2,..., N.

(b) Escolher ao acaso dois objetos, dentre N objetos, significa
que cada par de objetos (deixada a ordem i parte) tem a mesma pro-
babilidade de ser escolhido que qualquer outro par. Por exemplo,
se devemos escolher ao acaso dois objetos dentre (a;, as, as, as), obter
@ e a; ¢ entdo tio provivel quanto obter a, e a; ete. Esta formula-
¢80 levanta imediatamente a questio de gquantos pares diferentes
existem. Admita-se que existam K desses pares. Entdo, a proba-
bilidade de cada par seria 1/K. Logo, veremos como calcular K.

(c) Escolher ao acaso n objelos (n < N) dentre N objetos signi-
fica que cada énupla, a saber a;, ai,..., @i, é tdo provivel de ser
escolhida quanto qualquer outra énupla.

Comentdrio: J4 sugerimos acima que se deve tomar extremo cuidado durante
2 procedimento experimental, para assegurarmos que a suposi¢do matemdtica de
escolher ao acaso™ seja atendida.

2.3. ¥Métodos de Enumeragio

Deveremos fazer uma digressio, a esta altura, para aprender-
mos como enumerar. Considere-se novamente a forma j4 vista de
P(4), a saber P(A) = r/k, onde k é igual a0 ntimero total de maneiras
pel'as quais & pode ocorrer, enquanto r é igual ao nimero de ma-
heiras pelas quais A pode ocorrer. Nos exemplos apresentados até
aqui, pequena dificuldade foi encontrada para calcular r e k. Mas
nds precisamos estudar situagdes apenas um pouco mais complica-
das, para percebermos a necessidade de alguns procedimentos siste-
méticos de contagem ou enumeracéo.
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Exzemplo 2.4. Uma partida de cem pegas é composta de 20
pecas defeituosas e 80 pecas perfeitas. Dez dessas pegas sdo esco-
lhidas ao acaso, sem reposi¢do de qualquer pega escolhida antes que
a seguinte seja escolhida. Qual é a probabilidade de que exatamente
metade das pegas escolhidas seja defeituosa?

Para analisarmos este problema, consideremos o seguinte espa-
¢o amostral S. Cada elemento de S é constituido de dez possiveis
pegas da partida, (i1, i,.. ., 210). Quantos resultados desses existem ?
E dentre esses resultados, quantos tém a caracteristica de que exa-
tamente a metade das pegas seja defeituosa? Nés, evidentemente,
precisamos ter condigdes de responder a tais questdes a fim de resol-
vermos o problema em estudo. Muitos problemas semelhantes dao
origem a questoes andlogas. Nas poucas se¢des seguintes, apresen-
taremos algumas técnicas sistemiticas de enumeragio.

A. Regra da Multiplicagdo. Suponha-se que um procedimento
designado por 1 possa ser executado de n,; maqeiras. Admita-se
que um segundo procedimento, designado por 2, possa ser executado
de n; maneiras. Suponha-se, também, que cada maneira de executar
1 possa ser seguida por qualquer daquelas para executar 2. Entdo,
o procedimento formado por 1 seguido de 2 poderé ser executado de
n, * ny maneiras. Para indicar a validade deste principio, é mais
facil considerar o seguinte tratamento sistemético.

N el [

e —— e

e T
"y

L, Ly,

Fig. 2.1

Considerem-se um ponto P e duas retas L, e Ly. Admita-se que
o procedimento 1 consista em ir de P até L1, enquanto 0 procedimento
9 consista em ir de L, até L.. A Fig. 2.1 indica como o resultado
final é obtido.

Comenidrio: Obviamente, esta regra pode ser estendida a qualquer mimero
de procedimentos. Se existirem k procedimentos e o i-6simo procedimento puder
ser executado de n; maneiras, 1 =1, 2, ..., k, entdo o procedimento formado
por 1, seguido por 2, ..., seguido pelo procedimento k, poders ser executado de
fyna . .. nj maneiras,
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Ezemplo 2.5. Uma pega manufaturada deve passar por trés
estacdes de controle. Em cada estagdo, a pe¢a é inspecionada para
determinada caracteristica e marcada adequadamente. Na primeira
estacdo, trés classificagdes sio possiveis, enquanto nas duas tltimas,
quatro classificacdes sfio possiveis. Conseqiientemente, existem
3 -4 -4 = 48 maneiras pelas quais uma pega pode ser marcada.

B. Regra da Adigdo. Suponha-se que um procedimento, de-
signado por 1, possa ser realizado de n, maneiras. Admita-se que
um segundo procedimento, designado por 2, possa ser realizado de n,
maneiras. Além disso, suponha-se que ndo seja possivel que ambos
os procedimentos 1 e 2 sejam realizados em conjunto. Entio, o
ntimero de maneiras pelas quais poderemos realizar ou 1 ou 2 serd
n1 + na.

Novamente, empregaremos um tratamento esquemaético para nos
convencermos da validade da regra da adigdo, como a Fig. 2.2 indica.

Ly I!

Fig. 2.2

Comentdrio: Esta regra também pode ser generalizada da seguinte maneira:
Se existirem k procedimentos e o i-6ésimo procedimento puder ser realizado de n;
maneiras, : = 1, 2, ..., k, entdo, o mimero de maneiras pelas quais poderemos
realizar ou o procedimento 1, ou o procedimento 2, ou..., ou o procedimento k,
é dado por ny + ny + ... + ng, supondo-se que dois quaisquer deles néo se pos-
sam realizar co"untamente.

Ezemplo 2.6. Suponha-se que estejamos planejando uma via-
gem e devamos escolher entre o transporte por énibus ou por trem.
Se existirem trés rodovias e duas ferrovias, entfio existirdio 3 + 2 =5
caminhos disponfveis para a viagem. '

C. Permutacbes e Arranjos. (a) Suponha-se que nés temos n
objetos diferentes. De quantas maneiras ,Pn poderemos dispor (per-
mutar) esses objetos? Por exemplo, se tivermos os objetos a, b e ¢,
Poderemos considerar as seguintes permutagdes: abc, ach, bac, bea,
cab e cha. Portanto, a resposta é 6. Considere-se, em geral, o se-
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guinte esquema: Permutar os n objetos equivale a colocé-los dentro
de uma caixa com n compartimentcs, em alguma ordenagéo:

‘1\2\}|

O primeiro compartimento pode ser ocupado por qualquer
uma das n maneiras, o segundo compartimento por qualquer uma
das (n — 1) maneiras,..., e o ultimo compartimento apenas por
uma maneira. Portanto, aplicando-se a regra da multiplicagio,
vista acima, verifica-se que a caixa poderd ser carregada de n(n—1)
(n—2) ... 1 maneiras. Este nimero aparece tio fregiientemente em
Matemética que se adotam um nome e um simbolo especiais para ele.

Defini¢do. Sendo n um inteiro positivo, definimos n! = (n)(n—1)
(n—2)...1 e o denominamos fatorial de n. Também definimos
0l=1.

Dessa maneira, o nimero de permutagdes de n objetos diferen-
tes é dado por

nPn= ﬂ!

(b)) Considerem-se novamente n objetos diferentes. Agora de-
sejamos ‘escolher r desses objetos, 0 < r < n e permutar os r esco-
lhidos. Denotaremos o nimero de maneiras de fazer isso (arranjos)
por ,A,. Recorremos novamente ao esquema acima, de encher uma
caixa de n compartimentos; desta vez simplesmente paramos depois
que o compartimento de ordem r tenha sido ocupado. Assim, o pri-
meiro compartimento pode ser preenchido de n maneiras, o segundo
de (n — 1) maneiras,... e o de ordem r de n — (r — 1) maneiras.
Portanto, o procedimento completo poderd ser executado, novamente
aplicando-se a regra da multiplicagéo, de

aMn—1)mn—2)...a—r+1)
maneiras. Empregando a notagiio de fatorial, introduzida acima,
poderemos escrever
ﬂ'

A, = ————"
nr = -

D. Combinacoes. Considerem-se, novamente, n objetos dife-
rentes. Agora, trataremos da contagem do nimero de maneiras de
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escolher r dentre esses n objetos sem considerarmos a ordem. Por
exemplo, temos os objetos a, b, ce d, er = 2; desejamoé contar ab,
ac, ad, bc, bd e cd; por outras palavras, ndo contaremos ab e ba, por-
que os mesmos objetos estdo incluidos e somente a ordem é diversa.

Para obtermos o resultado geral, recordaremos a férmula dedu-
zida acima: o nimero de maneiras de escolher r objetos dentre n, e
permutar os r escolhidos é nl/(n — r)! Seja C o nimero de maneiras
de escolher r dentre os n, nfio considerada a ordem. (Isto é, C é o
ntimero procurado.) Observe-se que, uma vez que r objetos tenham
sido escélhidos, existirdo r! maneiras de permutd-los. Conseqiien-
temente, aplicando-se novamente a regra da multiplicacdo, junta-
mente com esse resultado, obteremos

n!

! _ —_—_—_—
Cr! =

Portanto, o nimero de maneiras de escolher r dentre n objetos dife-
rentes, ndo se considerando a ordem, é dado por

n!
g n— !

Este nimero surge em muitas passagens da Matemdtica e, por
isso, um simbolo especial é empregado para ele. Escreveremos

n! _(n)
rlin — r)! AT

Para nossos objetivos atuais, (?:) somente fica definido para n in-
teiro positivo e r um inteiro tal que 0 < r < n. Contudo, pode-
remos definir (’:) de modo mais geral, para qualquer niimero real

n e para qualquer inteiro o negativo r, na forma seguinte:

() - e in= - fumedi,

T r!

Os nimeros (?:) sdo freqiientemente denominados coeficientes bino-

miais, porque eles aparecem como coeficientes no desenvolvimento da
expressio binomial (@ + b)". Se n for um inteiro positivo, (a + b)" =
=(@+bd(@+0>b)...(a+0b). Quando a multiplicagio tiver sido
executada, cada termo serd formado de k elementos a, e de (n — k)
elementos b, k=0, 1,2, ...,7. Quantos termos da forma a*b"*
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existirio? Simplesmente contaremos ¢ nimero de maneiras possi-
veis de escolher k dentre os n elementos a, deixando de lado a ordem.

Mas isto é justamente dado por (z ) . Daf obtermos o que é conhe-
cido como o teorema binemial:

@+ by = .,Z.:o (z) @b, 2.2)

Os niimeros (:) apresentam muitas propriedades interessantes, ape-

nas duas das quais mencionaremos aqui: (A menos que se diga
expressamente de modo diverso, admitiremos que n seja inteiro posi-
tivo e r um inteiro, 0 < r < n.)

@()-62) 0 ()-G2)+(7)

E fécil verificar algebricamente as duas identidades acima. Basta
desenvolverem-se, em cada uma, o primeiro e o segundo membros, e
verificar que sfio iguais.

Existe, contudo, outra maneira de verificar essas identidades,

que emprega & interpretagio que demos para (’:), a saber, 0 ni-
mero de maneiras de escolher r dentre n coisas.

(a) Quando escolhemos r dentre n coisas, estamos a0 mesmo
tempo deixando (n — r) coisas néo escolhidas, e, por isso, escolher r
dentre n é equivalente a escolher (n — r) dentre n. Ora, isso € exa-
tamente a primeira identidade a verificar.

(b) Vamos fixar um qualquer dos n objetos, por exemplo o pri-
meiro, a;. Ao escolher r objetos, a, estard inclufdo ou estard excluido,
mas nio ambas as coisas. Portanto, ao contar o nimero de maneiras
de escolher r objetos, poderemos aplicar a Regra da Adigao, expli-
cada anteriormente.

Se a, for excluido, entdo deveremos escolher os r objetos dese-

: . -1 :
jados dentre os restantes (n — 1) objetos, e existem (n 3 )manelras

de se fazer isso.
Se a, for incluido, entdo somente (r — 1) mais objetos devem
ser escolhidos dentre os restantes (n — 1) objetos e isto pode ser

; n . . =
feito de (r o 1) maneiras, Conseqgiientemente, o nimero procu-

rado é a soma desses dois, o que verifica a segunda identidade.
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Comentdrio: Neste contexto, os coeficientes binomiais ( : ) tém sentido

somente se n e k forem inteiros ndo-negativos, com 0 < k < n. Todavia, se escre-
VEImos

5 n! nin—-1)...(n—k+1)

):
k™ kin-kn k!

observaremos que a tltima expressdo tem sentido se n for qualquer nimero real e
k for qualquer inteiro ndo-negativo. Portanto,

3 EDEH.ED

5 51

e assim por diante.
Empregando esta versdo estendida dos coeficientes binomiais, poderemos
estabelecer a forma generalizada do teorema binomial:

a+x)"=x (T)xk
k=0 K

Esta série tem significado para qualquer n real e para todo x tal que | x| < 1.
Observe-se que, se n for um inteiro positivo, a série infinita se reduz a um nimero

finito de termos, porque, neste caso, ( 2 )=0,sek >n.

Ezemplo 2.7. (a) Dentre oito pessoas, quantas comissdes de
trés membros podem ser escolhidas? Desde que duas comissdes
sejam a mesma comissdo se forem constituidas pelas mesmas pessoas
(néo se levando em conta a ordem em que sejam escolhidas), teremos

8 . .
3 ) = 56 comissdes possiveis.

() Com oito bandeiras diferentes, quantos sinais feitos com
trés bandeiras se podem obter? Este problema parece-se muito com
0 anterior. No entanto, aqui a ordem acarreta diferenca e, por isso,
obteremos 8!/5! = 336 sinais.

(¢) Um grupo de oito pessoas é formado de cinco homens e
trés mulheres. Quantas comissdes de trés pessoas podem ser cons-
titufdas, incluindo exatamente dois homens? Aqui deveremos fazer
duas coisas: escolher dois homens (dentre cinco) e escolher uma
mulher (dentre trés). Daf obtermos como nimero procurado

5 3
2 )\ 1 ) = 30 comissdes.

(d) Agora poderemos verificar uma afirmagio feita anterior-
Mente, a saber, a de que o nimero de subconjuntos (ou partes) de
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um conjunto constitufido de n elementos é igual a 2" (contados o
conjunto vazio e o préprio conjunto). Simplesmente associemos a
cada elemento o valor um ou zero, conforme esse elemento deva
ser inclufdo ou excluido do subconjunto. Existem duas maneiras
de rotular cada elemento e existem ao todo n desses elementos.
Daf a regra da multiplicagdo nos dizer que existem2 -2 -2 +-- 2 = 2"
rotulagdes possiveis. Mas cada rotulagio particular representa uma
escolha de um subconjunto. Por exemplo, (1,1,0,0,0,...,0)
constituiria.o subconjunto formado exatamente por a, e a;. Ainda,
(1, 1,...., 1) representaria o préprio S, e (0, O, ..., 0) representaria
o conjunto vazio.

(¢) Poderfamos obter o resultado acima, pelo emprego da Regra
da Adigdo, na forma seguinte: Para obter subconjuntos, deveremos
escolher o conjunto vazio, aqueles subconjuntos constitufdos exata-
mente por um elemento, aqueles constituidos exatamente por dois
elementos, ..., e o préprio conjunto constituido por todos os n ele-
mentos. Isto seria feito de

(6)+(3)+() + -+ ()

maneiras. Ora, a soma desses coeficientes binomiais é exatamente
o desenvolvimento de (1 4 1)" = 2~

Voltemos agora a0 Ex. 2.4. De uma partida formada por 20
pegas defeituosas e 80 pecas perfeitas, escolhemos ao acaso 10 (sem

. ; 00
reposicio). O nimero de maneiras de fazer isso & (110). Daf,

a probabilidade de achar exatamente 5 pecas defeituosas e 5 perfeitas
entre as 10 escolhidas ser dada por

(3

Por meio de logaritmos de fatoriais (os quais se acham tabulados),
a expressdo acima pode ser avaliada como igual a 0,021.

Ezemplo 2.8. Vamos generalizar o problema acima. Admi-
tamos que temos N pecgas. Se escolhermos ao acaso n delas, sem repo-

si¢do, teremos(j:) diferentes amostras possiveis, todas elas com &

mesma probabilidade de serem escolhidas. Se as N pecgas forem
formadas por r; da classe A e r; da classe B (com r, + rs = N),
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entdo, a probabilidade de que as n pegas escolhidas sejam exatamente
8, da classe 4 e (n — s,) da classe B ser4 dada por

X2
8 n— &
N
n
(A expressio acima se denomina probabilidade hipergeométrica, e
serd ainda reencontrada.)

Comentdriv: E muito importante especificar, quando falarmos de pecas
extrafdas ao acaso, se a escolha & com ou sem reposigdo. Na maioria dos casos
concretos, pretenderemos a iltima. Por exemplo, quando inspecionamos certo
nimero de pegas manufaturadas a fim de descobrirmos quantas defeituosas po-
derfio existir, geralmente no tencionaremos examinar a mesma peca duas vezes,
J4 dissemos que o niimero de maneiras de escolher r coisas dentre n, nao considerada

a ordem, é dado por (:) O mimero de maneiras de escolher r coisas dentre n,

com reposicho, é dado por n". Neste caso, estaremos interessados na ordem em
que as pegas sejam escolhidas.

Ezemplo 2.9. Admitamos que se escolham ao acaso dois objetos,
dentre os quatro denominados a, b, ¢ e d.

(a) Se escolhermos sem reposi¢io, o espago amostral S poders
ser representado da forma abaixo:

8 = {(a, b); (a, 0); (b, c); (b, d); (¢, D; (a, d)}.

Existem (3) = 6 resultados possiveis. Cada um desses resultados

indica somente quats os dois objetos que foram escolhidos e ndo a or-
dem em que eles foram escolhidos.

(b) Se escolhermos com reposigio, o espago amostral S’ poderd
ser representado por:

9 - { (a, a); (a, b); (a, ¢); (a, d); (b, a); (b, b); (b, 0);(b,d);}_
— (6 9); (6 0); ( ¢); (¢, d); (d, a); (d, b); (d, ©); (d, d)

Existem 4 = 16 resultados possfveis. Aqui, cada um desses resul-
tados indica quais objetos foram escolhidos e a ordem em que eles
0 foram. Escolher ao acaso implica que, se escolhermos sem repo-
8i¢io, todos os resultados em S serdio igualmente verossimeis, enquanto
?e escolhermos com reposigdo, entdo todos os resultados em S’ serdo
Igualmente verossimeis. Portanto, se A for o evento {0 objeto ¢ é
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escolhido}, entio teremos: de 9, P(A) = 3/6 = 1/2 se escolhermos
sem reposi¢do; e de S’, P(A) = 7/16 se escolhermos com reposigio.

E. Permutagies com Alguns Elementos Repetidos. Em todas as
técnicas de enumeragiio j4 apresentadas, admitimos que todos os
objetos considerados fossem diferentes (isto é, distingufveis). No
entanto, néo é sempre essa a situagdo que ocorre.

Suponha-se, a seguir, que temos n objetos, tais que n, sejam
de uma primeira espécie, n; de uma segunda espécie,. . ., nr de uma
k-ésima espécie, com nj; + n2+ ... + nx = n. Nesse caso, o ni-
mero de permutagdes possiveis desses n objetos é dado por

n!
ﬂl!ﬂg!- . -ﬂk‘-

Deixa-se ao leitor a dedugdo dessa férmula. Note-se que, se todos
os objetos fossem diferentes, terfamos ni=1, 1=1,2, ..., k, e,
conseqiientemente, a férmula acima se reduziria a n!, que é o resul-
tado obtido anteriormente.

Comentdrio: Devemos salientar mais uma vez que a atribui¢do realfstica de
probabilidades a resultados individuais de um espago amostral (ou a uma colegio
de resultados, isto €, um evento) constitui alguma coisa que ndo pode ser deduzida
matematicamente, mas que deve ser originada de outras considerages. Por exem-
plo, poderemos recorrer a determinados tragos simétricos do experimento para
averiguar se todos os resultados sdo igualmente provaveis, Além disso, poderemos
construir um procedimento de amostragem (por exemplo, escolhendo um ou
vdrios individuos de uma populagiio especificada) de tal maneira que seja razodvel
admitir que todas as escolhas sejam igualmente proviveis. Em muitos outros casos,
quando nenhuma suposicdo bdsica natural seja apropriada, deveremos recorrer a
aproximagdo da freqiiéncia relativa, Nés repetiremos o experimento n vezes e, em
seguida, calcularemos a proporgido de vezes em que o resultado (ou evento) em es-
tudo tenha ocorrido. Ao empregar isto como uma aproximagdo, sabemos que €
bastante improvdvel que esta freqiiéncia relativa difira da ‘“‘verdadeira” probabili-
dade (cuja existéncia tenha sido especificada por nosso modelp tedrico), de um
valor aprecidvel, se n for suficientemente grande. Quando for impossivel estabe-
lecer suposi¢des razodveis sobre a probabilidade de um resultado e também
impossivel repetir o experimento um grande nimero de vezes (em virtude de
consideragdes de custo ou de tempo, por exemplo), serd realmente bastante sem
sentido prosseguir com um estudo probabilfstico do experimento, exceto em uma
base puramente tedrica, (Para um comentdrio adicional sobre este mesmo ponto,
veja a Segdo 13.5).

Problemas

2.1, O seguinte grupo de pessoas estd numa sala: 5 homens maiores de 21
anos; 4 homens com menos de 21 anos de idade; 6 mulheres maiores de 21 anos, e
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3 mulheres menores. Uma pessoa é escolhida a0 acaso. Definem-se os seguintes
eventos: A = [a pessoa ¢ maior de 21 anos}; B = [a pessoa é menor de 2]
snos}; C = [a pessoa é homem); D = [a pessoa ¢ mulher]. Calcule:

(@) P(BU D), (® PANT.

2.2, Em uma sala, 10 pessoas estfo usando emblemas numerados de 1 até 10,
Trés pessoas so escolhidas ao acaso e convidadas a safrem da sala simultunea-
mente. O nimero de seu emblema é anotado.

(a) Qual é a probabilidade de que o menor nimero de emblema seja 57
(b) Qual é a probabilidade de que o maior nimero de emblema seja 57

2.3. (a) Suponha que os trés digitos 1, 2 e 3 sejam escritos em ordem alea-
téria. Qual a probabilidade de que ao menos um digito ocupe seu lugar préprio?

(b) O mesmo que em (a), com os digitos 1, 2, 3 e 4.

(¢) O mesmo que em (a), com os digitos 1, 2, 3, ..., n.

Sugestdo: Empregue (1.7).

(d) Examine a resposta a (¢), quando n for grande.

24. Uma remessa de 1.500 arruelas contém 400 pecas defeituosas e 1.100
perfeitas. Duzentas arruelas sio escolhidas ao acaso (sem reposigio) e classi-

ficadas.

(@) Qual a probabilidade de que sejam encontradas exatamente 90 pecas
defeituosas ?

(6) Qual a probabilidade de que se encontrem ao menos 2 pecas defeituosas?

, 2.5. Dez fit_:has numeradas de 1 até 10 sio misturadas em uma urna. Duas
fichas, numeradas (X, Y), sdo extrafdas da urna, sucessivamente e sem reposicio.
Qual ¢ a probabilidade de que seja X + ¥ = 10?

_2.5. Um lote ¢ formado de 10 artigos bons, 4 com defeitos menores e 2 com
defeitos graves. Um artigo ¢ escolhido 8o acaso. Ache a probabilidade de que:

(a) Ele niao tenha defeitos.
(b) Ele nao tenha defeitos graves.
(c) Ele ou seja perfeito ou tenha defeitos graves,

2.7. Se do lote de artigos descrito no Probl. 2.6, dois artigos forem escolhi-
dos (sem reposiao), ache a probabilidade de que:

@) Amhos sejam perfeilos. (b) Ambos tenham defeitos graves, (c) Ao
menos um seja perfeito. (d) No méximo um seja perfeito. (¢) Exatamente um
Seja perfeito. (/) Nenhum deles tenha defeitos graves. (9) Nenhum deles seja
perfeito,

2.8. Um produto ¢ montado em trés estigios. No primeiro estdgio, exis-
tem S linhas de montagem; no segundo estdgio, existem 4 linhas de montagem e
N0 terceiro estdgio, existem 6 linhas de montagem. De quantas maneiras dife-
Tentes poderd o produto se deslocar durante o processo de montagem?

- 2.9. Um inspetor visita 6 maquinas diferentes durante um dia. A fim de
S T Que os operdrios saibam quando ele os ird inspecionar, o inspetor varia a
enacio de suas visitas. De quantas maneiras isto poderid ser feito?
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2.10. Um mecanismo complexo pode falhar em 15 estdgios. De quantas
maneiras poderd ocorrer que ele falhe em 3 estdgios?

2.11. Existem 12 categorias de defeitos menores de uma pega manufatu-
rada, e 10 tipos de defeitos graves. De quantas maneiras poderdo ocorrer 1 de-
feito menor e 1 grave? E 2 defeitos menores e 2 graves?

2.12. Um mecanismo pode ser posto em uma dentre quatro posigbes: a, b,
ced. Existem 8 desses mecanismos inclufdos em um sistema.

(@) De quantas maneiras esse sistema pode ser disposto?

(b) Admita que esses mecanismos sejam instalados em determinada ordem
(linear) preestabelecida, De quantas maneiras o sistema poderd ser disposto, se
dois mecanismos adjacentes nfio estiverem em igual posigio?

(¢) Quantas maneiras de dispor serdo possiveis, se somente as posi¢bes a e b
forem usadas, e o forem com igual freqiiéncia?

(d) Quantas maneiras serdo possfveis, se somente duas posigdes forem usa-
das, e dessas posigdes uma ocorrer trés vezes mais freqiientemente que a outra?

2.13. Suponha que de N objetos, n sejam escolhidos ao acaso, com reposigio.
Qual serd a probabilidade de que nenhum objeto seja escolhido mais do que uma
vez? (Admita n < N.)

2.14. Com as seis letras a, b, ¢, d, ¢, f quantas palavras-cédigo de 4 letras
poderfio ser formadas se:

(@) Nenhuma letra puder ser repetida?
() Qualquer letra puder ser repetida qualquer nimero de vezes?

2.15. Supondo que (959) =ae (g:)) = b, expresse (1&.50 ) em termos de
a e b. (Sugestds: Ndo calcule as expressbes acima, para resolver o problema.)

2.16. Uma caixa contém etiquetas numeradas 1, 2, ...,n. Duas etique-
tas so escolhidas ao acaso. Determine a probabilidade de que os mimeros das
etiquetas sejam inteiros consecutivos se:

(a) As etiquetas forem escolhidas sem reposigio.

(b) As etiquetas forem escolhidas com reposigio.

2.17. Quantos subconjuntos se podem formar, contendo ao menos um ele-
mento, de um conjunto de 100 elementos?

2,18. Um inteiro é escolhido ao acaso, dentre os nimeros 1, 2,..., 50. Qual
serf a probabilidade de que o mimero escolhido seja divisivel por 6 ou por 8?

2.19. Dentre 6 nimeros positivos e 8 negativos, escolhem-se ao acaso 4
nimeros (sem reposigdo) e multiplicam-se esses nimeros. Qual serd a probabili-
dade de que o produto séja um ndimero positivo ?

2.20. Determinado composto quimico é obtido pela mistura de 5 liquidos
diferentes. Propde-se despejar um liquido em um tanque e, em seguida, juntar
os outros liquidos sucessivgmente. Todas as seqiiéncias possiveis devem ser
ensaiadas, para verificar-se qual delas dard o melhor resultado. Quantos ensaios
deverao ser efetuados?
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2.21. Um lote contém n pegas, das quais se sabe serem r defeituosas. Se
a ordem da inspecio das pegas se fizer ao acaso, qual a probabilidade de que a pega
inspecionada em k-&simo lugar (k 2 r) seja a ltima pega defeituosa contida no
lote ?

2,22, Dentre os nimeros 0, 1, 2, ..., 9 sdo escolhidos ao acaso (sem repo-
sigdo) r nimeros (0 < r < 10). Qual € a probabilidade de que ndo ocorram dois
nlimeros iguais?

... - _—k——_—



Probabilidade Condicionada

¢ Independéncia

Capitulo 3

3.1. Probabilidade Condicionada

‘Vamos reexaminar a diferenga entre extrair uma pega de um
lote, ao acaso, com ou sem reposi¢io. No Ex. 2.4, o lote estudado
tinha a seguinte composi¢io: 80 nido-defeituosas e 20 defeituosas.
Suponha-se que escolhemos duas pecas desse lote: (a) com reposi-
¢do; (b) sem reposigio.

Definamos os dois eventos seguintes:

A = {a primeira peca é defeituosa}; B = {a segunda pega é
defeituosa} .

Se estivermos extraindo com reposigio, P(4) = P(B) = 20/100 =
= 1/5, porque cada vez que extrairmos do lote, existirio 20 pegas
defeituosas no total de 100. No entanto, se estivermos extraindo
sem reposi¢io, os resultados nio serdo tdo imediatos. E ainda ver-
dade, naturalmente, que P(A) = 1/5. Mas e sobre P(B)? E evi-
dente que, a fim de calcularmos P(B), deveremos conhecer a compo-
si¢io do lote no momento de se extrair a segunda peca. Isto é, deve-
remos saber se A ocorreu ou niio. Este exemplo mostra a necessidade
de se introduzir o seguinte importante conceito.

Sejam A e B dois eventos associados ao experimento & De-
notaremos por P(B|A) a probabilidade condicionada do evento B,
quando A tiver ocorrido.

No exemplo acima, P(B|A) = 19/99, porque se 4 tiver ocorrido,
entdo para a segunda extragfio restario somente 99 pecas, das quais
19 delas serio defeituosas.

Sempre que calcularmos P(B|A), estaremos essencialmente cal-
culando P(B) em relagiio ao espago- amostral reduzido A, em lugar de
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fazé-lo em relagio ao espago amostral original S. Consideremos o
Diagrama de Venn da Fig. 3.1.

Quando calcularmos P(B) estaremos
nos perguntando quéo provivel serd estar-
mos em B, sabendo que devemos estar
em S. E quando calcularmos P(B|A) esta-
remos perguntando quéo provivel serd es-
tarmos em B, sabendo que devemos estar
em A. (Isto é o espago amostral ficou

Fig. 3.1 reduzido de S para A.) Logo, daremos uma

defini¢dio rigorosa de P(B|4). Por enquan-

to, contudo, empregaremos nossa nogdo intuitiva de probabilidade
condicionada e daremos um exemplo.

b s

Ezemplo 3.1. Dois dados equilibrados sdo lanc¢ados, regis-
trando-se o resultado como (z,, x3), onde z; é o resultado do #-ésimo
dado, © =1, 2. Por isso, o espago amostral S pode ser represen-
tado pela seguinte lista de 36 resultados igualmente proviveis.

5 RS CINRE B Sy 1 l
gl B @2 il
61 6,2 ... (6

Consideremos os dois eventos seguintes:

A= {(.'Cl, x;)izl + Ty = 10}, B = {(.’.Cl, Ig) |.:I'1 = Zg}.

Assim, 4 = {(5,5),(4,6),(6,4)} e B= {(2,1),(3,1),(3,2), ..., (6,5)}.
3 15 1
P e - = N = —
ortanto, P(A) 36° P(B) 36 E P(B|A) 3 » uma vez que
0 espago amostral é, agora, formado por A (isto &, trés resultados),
€ somente um desses trés resultados é coerente com o evento B. De

modo semelhante, poderemos calcular P(4 |B) = 1/15.

Finalmente, vamos caleular P(4 N B). O evento A N B ocorre
5€, e somente se, a soma dos dois dados for 10 e se o primeiro dado
tiver apresentado um valor maior que o segundo dado. Existe ape-
Nas um desses resultados e, por isso, P(A N B) = 1/36. Se fizermos

Um exame cuidadoso dos vérios nimeros j4 calculados, concluiremos
que

P(A N B)
P(B)

PANB)

P(A|B) = —‘“;.W

P(B|A) =

o ‘ & __ ‘*
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Essas relagbes nfo surgiram apenas do particular exemplo que
consideramos. Ao contrério, elas siio bastante gerais, e nos ddo um
caminho para definir rigorosamente a probabilidade condicionada.

Para sugerir essa definigdo, voltemos ao conceito de freqiiéncia
relativa. Admitamos que um experimento & tenha sido, repetido n
vezes. Sejam na4, ne € nanp 0 niimero de vezes que, respectiva-
mente, os eventos A, B e A M B tenham ocorrido em n repetigdes.
Qual o significado de nansna? Representa a freqiiéncia relativa
de B naqueles resultados em que A tenha ocorrido. Isto é, nans/na
é a freqiiéncia relativa de B, condicionada a que A tenha ocorrido.
Poderemos escrever nanp/na, da seguinte forma:

NANB nang/n fanB
- = ’
na nafn T

onde fanp € fa sdo as freqiiéncias relativas dos eventos A N B e 4,
respectivamente. Como j4 dissemos (e explicaremos mais tarde)
se n, o niimero de repetigdes for grande, f4nz ser4 préxima de P(4 N B)
e fa serd préxima de P(A). Conseqiientemente, a relagio acima
sugere que nans/na serd préxima de P(B|A). Por isso, estabelece-
remos a seguinte definigéo:
Defini¢do:
P(A N B)

PBI4) = =55

, desde que P(4) > 0. (3.1

Comenldrios: (a) i importante compreender que isso nfo & um teorema
(n6s nio demonstramos coisa alguma), nem é um axioma. Apenas introduzimos
8 nocdo intuitiva de probabilidade condicionada e, depois, esiabelecemos uma
definigio formal daquilo que essa nogio significa. O fato de que nossa definigio
formal corresponde & nossa nogdo intuitiva é fundamentado pelo pardgrafo que
precede a definicio, i i

(b) E assunto simples verificar que P(B|A) para A fixado, satisfaz aos vérios
postulados de probabilidade das Eq. (1.3). (Ver Probl. 3.22.) Isto ¢ temos

(') 0=P(BlA)Z1,
() P@Sl4) =1,

(3") P(B1\U Ba2]|A) = P(B,|A) + P(B:|A) se BiN B; =§, (3.2)
(4) P(Bi1UB:\U ---|A) = P(B1|A) + P(Bx|A) + -+ 8e BiN\B; =9
para © # j.

(¢) SeA=S,P(B|S)=P(BNS)|PS)=P(B).

(d) A cada evento B C S poderemos associar dois nimeros, P(B), a proba-
bilidade (ndo-condicionada) de B, e P(B | A), a probabilidade condicionada de
B, desde que algum evento A (para o qual P(4) > 0) tenha ocomrido. Em geral,
essas duas medidas de probabilidade atribuirio probabilidades diferentes ao
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evento B, como indicaram os exemplos precedentes. Dentro em breve, estudare-
mos um caso especial importante, para o qual P(B) e P(B | A) serdo iguais.

(e) Observese que a probabilidade condicionada estd definida em termos
da medida de probabilidade ndo-condicionada P, isto €, se conhecermos P(B)
para todo B CS, poderemos calcular P(B | A) para todo B C 8.

Deste modo, temos duas maneiras de calcular a probabilidade
condicionada P(B|A):

(a) Diretamente, pela consideragio da probabilidade de B em
relagdo ao espago amostral reduzido 4.

(b)) Empregando a definigdo acima, onde P(A M B) e P(4) séo
calculados em relagfio ao espago amostral original S.

Comentdrio: Se A = 8, obteremos P(B|S) = P(B N S)/P(S) = P(B), porque

P(S)=1eBNS =B. Isto é como seria de se esperar, porque dizer que S
ocorreu é apenas dizer que o experimento foi realizado.

Tab. 3.1
E M
40 30 70
U 20 10 30
60 40 100

Exemplo 3.2. Suponha-se que um escritério possua 100 mé-
quinas de calcular. Algumas dessas méquinas sdo elétricas (F),
enquanto outras sdo manuais (M); e algumas sdo novas (N), enquanto
outras sio muito usadas (U). A Tab. 3.1 d4 o niimero de miquinas
de cada categoria. Uma pessoa entra no escritério, pega uma méi-
quina ao acaso, e descobre que é nova. Qual serd a probabilidade
de que seja elétrica? Em termos da notagdo introduzida, desejamos
caleular P(E|N).

Considerando-se somente o espago amostral reduzido N (isto
€, as 70 mAquinas novas), temos P(E|N) = 40/70 = 4/7. Empre-
gando a definigio de probabilidade condicionada, temos que

P(ENN) _ 40/100

DEIN) = PN} ~ 70/100

=4 )
=

A mais importante conseqiiéncia da definicio de probabilidade
ondicionada acima, é obtida ao se escrever:

PANBp = P(B|A)P(A) ou, -equivalentemente,
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P(AN B)=P(A | B)P(B) (33.)

Isto é, algumas vezes, mencionado como o teorema da multiplicagdo
de probabilidades.

Podemos aplicar esse teorema para calcular a probabilidade da
ocorréncia conjunta dos eventos A e B.

Ezxemplo 3.3. Consideremos novamente o lote formado de 20
pecas defeituosas e 80 nio-defeituosas, estudado no infcio da Seg. 3.1.
Se escolhermos ao acaso duas pegas, sem reposi¢éo, qual serd a pro-
babilidade de que ambas as pecas sejam defeituosas?

Como anteriormente, definamos os eventos A e B, na seguinte
forma.

A = {a primeira pega é defeituosa}; B = [a segunda peca é
defeituosa}.

Conseqiientemente, pediremos P(4 M B), que poderemos cal-
cular, de acordo com a férmula acima, como P(B|A) P(A). Mas,
P(B|A) = 19/99, enquanto P(A4) = 1/5. Portanto, P(4 N B) =
= 19/495.

Comentdrio: O teorema da multiplicacio de probabilidades (3.3.4) pode ser
generalizado para mais de dois eventos, da seguinte maneira:

PLA T iy o0 Ay

=P(A4,)P(4, | A)P(4, | A,,A;)...P(4, 1 A,,...A, _1). (33b)

S B $ A S s
O @ | @
(a) AnB=0 (b) A-8 (c) Bc A (d) Nenhum desses casos
Fig. 3.2

Examinemos agora, rapidamente, se poderemos fazer uma afir-
macdo geral sobre a grandeza relativa de P(4A|B) e P(4). Consi-
deraremos quatro casos, que estdo ilustrados pelos Diagramas de
Venn, na Fig. 3.2. Teremos:

(@) P(A|B) =0 < P(A), porque A nio poderd ocorrer se B
tiver ocorrido.
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(b) P(A|B) = P(A N B)/P(B) = [P(4)/P(B)] 2 P(A), i4 que
0< PB)< 1.
() P(4|B) = P(4 N B)/P(B) = P(B)/P(B) = 1 > P(4).

(d) Neste caso nada poderemos afirmar sobre a grandeza rela-
tiva de P(4|B) e P(4).

Observe-se que em dois dos casos acima, P(A) < P(A|B); em
um caso, P(4) 2 P(A|B); e no quarto caso, ndo podemos fazer qual-
quer comparagio.

Até aqui, empregamos o conceito de probabilidade condicionada
a fim de avaliar a probabilidade de ocorréncia conjunta de dois even-
tos. Poderemos aplicar esse conceito em outra maneira de calcular
a probabilidade de um evento simples A. Necessitaremos da se-
guinte definigdo:

Definigao. Dizemos que os eventos B,, By,. .., By representam
uma particdo do espago amostral S, quando

(@ BiN B; =@, para todo 157,

k
® UB:=S.

(¢) P(B:) > 0 para todo 1.

Explicando: Quando o experimento & é realizado um, e somenle
um, dos cventos B; ocorre. ;

(Por exemplo: na jogada de um dado,
B, ={1,2},B, = {3,4,5}) ¢ B, = {6}
representariam uma particio do espago
amostral, enquanto C, = {1, 2, 3, 4} e
C: = {4, 5, 6} nao o representariam.)

Consideremos A um evento qual-
quer referente 8 S, e By, B,,. .., By uma
particio de S. O Diagrama de Venn
na Fig. 3.3 ilustra isso para k = 8.
Portanto, poderemos escrever

Fig. 3.3

A=4ANBUANB,U...UANB.

;::umlm?“t"-'a]guns dos conjuntos A M B, poderdo ser vazios, mas
e B&0 invalida essa decomposicio de 4. O ponto importante é
o8 08 eventos 4 N B,,..., A N By siio dois a dois mutua-

Mmen . .
te excludentes. Por 1880, poderemos aplicar a propriedade da
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adicio de eventos mutuamente excludentes [Eq. (1.3)], e escrever
P(A) = P(A N B) + P(A N By) +...+ P(4 N By).

Contudo, cada termo P(A M B;) pode ser expresso na forma P(A | B;)-
-P(B;) ¢, dai, obteremos o que se denomina o teorema da probabili-
dade lolal:

P(A) = P(A|B,)P(B,) + P(A|Bs)P(By)+...+P(A|B)P(By). (3.4)

Este resultado representa uma relagio extremamente itil, porque
freqiientemente, quando P(A) é pedida, pode ser dificil calculd-la
diretamente. No entanto, com a informacio adicional de que B;
tenha ocorrido, seremos capazes de calcular P(A4|B;) e, em seguida,
empregar a férmula acima.

Ezxemplo 3.4. Consideremos (pela dltima vez) o lote de 20 pecas
defeituosas e 80 nio-defeituosas, do qual extraircmos duas pegas,
sem reposi¢do. Novamente definindo-se A e B como iguais a

A = la primeira pega extraida é defeituosa},
B = {a scgunda peca extraida é defeituosa},
poderemos, agora, calcular P(B), assim:
P(B) = P(B|A)P(4) + P(B|4)P(4).

Empregando alguns dos cdlculos realizados no Ex. 3.3, encontramos

que .
19 1 1
PBI=99 579 5~

Este resultado pode ser um tanto surpreendente, especialmente

se o leitor se recordar de que no infcio da Seg. 3.1 encontramos que

P(B) = 1/5, quando extraimos as pegas com reposigéo.

Ezemplo 3.5. Uma determinada pega é manufaturada por trés
fébricas, digamos 1, 2 e 3. Sabe-se que 1 produz o dobro de pegas
que 2, e 2 e 3 produziram o mesmo nimero de pegas (durante um
perfodo de produgio especificado). Sabe-se também que 2 por cento
das pecas produzidas por 1 e por 2 sio defeituosas, enquanto 4 por
cento daquelas produzidas por 3 sdo defeituosas. Todas as pegas
produzidas sio colocadas em um depésito, e depois uma peca é ex-
trafda ao acaso. Qual é a probabilidade de que essa pega seja de-
feituosa?

Vamos introduzir os seguintes eventos: A = {a peca & defei-
tuosa}, B, = la peca provém de 1}, B: = {a pe¢a provém de 2},
B: = {a pe¢a provém de 3}.

: -
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Pede-sc P(A), e empregando-se o resultado acima, poderemos
escrever:
P(A) = P(A|B)P(B,)) + P(A | B:) P(B:) + P(A|B;)P(B;).

Ora, P(B,)=1/2, enquanto P(B,)=P(B;)=1/4. Também, P(4|B,) =
= P(A|By) = 0,02, enquanto P(A|B,) = 0,04. Levando-se esses va-
Jores & expressio acima, encontraremos P(4) = 0,025.

Comentdrio: A seguinte analogia com o teorema da probabilidade total €
observada em Quimica: Suponha-se que temos k frascos contendo diferentes
solugdes de um mesmo sal totalizando, digamos, um litro. Seja P(Bt-) o volume
do i-ésimo frasco e seja P(A|B;) a concentracdo da solugdo no i-ésimo frasco.
Se reunirmos todas as solugdes em um s6 frasco e se P(A) denotar a concentragdo
da solugdo resultante, teremos:

P(A) = P(A|B\)P(B)) + * - + P(A|By)P(By).
3.2. Teorema de Bayes

Poderemos empregar o Ex. 3.5 para sugerir outro importante
resultado. Suponha-se que uma pe¢a seja retirada do depésito e se
verifique ser ela defeituosa. Qual € a probabilidade de que tenha sido
produzida na fdbrica 1?

Empregando a notagio ja introduzida, pede-se P(B,|A4). Pode-
remos calcular esta probabilidade como uma conseqiiéncia da seguinte
exposicdo: Seja B,, Bi,..., By uma particio do espago amostral S
e seja A um evento associado a S. Aplicando-se a defini¢io de pro-
babilidade condicionada, poderemos escrever

P(A|B:)P(B))

P(B:|A) =
i) > i1 P(A| B)P(B))

Tl Boioy B Q8

Este resultado é conhecido como Teorema de Bayes. E também
denominado férmula da probabilidade das “causas” (ou dos “antece-
dentes”). Desde que os B; constituam uma partigdo do espaco amos-
tral um, e somente um, dos eventos B: ocorreri. (Isto é, um dos
éventos B; deverd ocorrer e somente um poderd ocorrer.) Portanto,
A expressio acima nos dd a probabilidade de um particular B; (isto
€, uma ‘“‘causa”), dado que o evento A fenha ocorrido. A fim de
aplicar esse teorema, deveremos conhecer os valores das P(B:). Muito
freCl1'ie111;er|r1o:ent-e, esses valores sio desconhecidos, e isso limita a apli-
¢abilidade do tcorema. Tem havido considerivel controvérsia
Sobre 0 Teorema de Bayes; ele é perfeitamente correto matemati-
tamente; somente a escolha imprépria dos P(B;) pode tornar o resul-
tado discutivel,
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Voltando ao problema proposto acima, e agora aplicando a Eq.
(3.5), obtemos:

(0,02)(1/2)

P(B114) = [0 02)(172) + (0.02)(1/4) + (0,04)(14) T

Comentdrio: De novo, podemos encontrar para o Teorema de Bayes, uma
analogia da Quimica. Em k frascos, temos solugdes do mesmo sal, porém de
concentragdes diferentes. Admita-se que 0 volume total das solugdes seja um
litro. Denotando por P(B;) o volume da solugdo do i-ésimo frasco, e a concentra-
¢do do sal nesse i-ésimo frasco por P(A | B}), verificaremos que a Eq. (3.5) fornece
a propor¢do da quantidade total do sal que ¢é encontrada no i-ésimo frasco.

O seguinte exemplo do Teorema de Bayes nos dard uma oportuni-
dade para introduzir a idéia do diagrama de drvore, um esquema bas-
tante atil para analisar determinados problemas.

Suponha-se que um grande nimero de caixas de bombons sejam
compostas de dois tipos, 4 e B. O tipo A contém 70 por cento de
bombons doces e 30 por cento de bombons amargos, enquanto no ti-
po B essas percentagens de sabor sao inversas. Além disso, suponha-se
que 60 por cento de todas as caixas de bombons sejam do tipo 4, en-
quanto as restantes sejam do tipo B.

Vocé agora se defronta com 0 seguinte problema de decisao: uma
caixa do tipo desconhecido lhe € oferecida. Vocé terd permissdo para
tirar uma amostra de bombom (uma situa¢ao reconhecidamente irrea-
listica, mas que nos permitird introduzir idéias importantes, sem ficar
muito complicado), e com esta informagao vocé deve decidir se adivi-
nha que a caixa que lhe foi oferecida é do tipo 4 ou se do tipo B. O
seguinte “diagrama de arvore” (assim denominado por causa dos vdrios
passos Ou ramos que aparecem) nos ajudard a analisar o problema. (S4
e S, correspondem, respectivamente, a escolher um bombom de sabor
doce ou um bombom de sabor amargo.)

Sd
A

Sﬂ

S
= d

s
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Facamos alguns célculos:

P(A)=0,6;P(B) =0,4;P(S414) =0,7;
P(S,1A) =0,3; P(S41B) = 0,3; P(S,1B) = 0,7.
Desejamos realmente saber:

P(AIS;), P(AIS,), P(BIS;) e P(BIS,).

Suponha-se que realmente retiremos um bombom de sabor doce.
Qual decisio serfamos mais tentados a tomar? Vamos comparar

P(A|Sz) e P(B|Sy).
Empregando a formula de Bayes, teremos

P(Sq14)P(A4)

P(A1Sy) = =
(4154) P(S;14)P(A)+P(S;1B)P(B)

— (0,7)(0,6) 7
0,7(0,6)+(0,3)(04) 9 °

Ciélculo semelhante dard
P(BIS;) = 2/9.

e De;sa maneira, baseados na evidéncia que tivemos (isto é, a tirada
de um ombom de sabor doce) é 21 vezes mais provivel que nés este-
Jamos diante de i ipo 4
B uma caixa do tipo 4, em vez de uma do tipo B. Con-
ﬁpo : t;n'!ente, poderiamos presumivelmente decidir que uma caixa do
5 ! t;: gpresentad.a. (Naturalmente, nés poderiamos estar errados.
! ﬁlgepareqa esta andlise é que estaremos escolhendo aquela alternativa
que a mais provdvel, com bas idéncia limi i
) e na evidéncia limitada que ti-

. Em te ia. d al
n rmos do d ama da drvo 0 que era mente necessario
Ee 1agr. re, 0 que era re ente necessari

foi fai e
O;a t('flto) era uma andlise para o passado. Assim, dado o que foi
Obse o 84, neste caso qual a probabilidade de que o tipo A4 sej
i’ q po A seja

~ Uma s is i
e bi Situagdo mais interessante surge, se nos for permitido tirar

mbons antes de decidir se se trata do tipo 4 ou do tipo B.

% €as0, 0 diagrama de drvore aparece assim:
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Sa- Sd

Sq. Sg0u Sy Sq
ar -

Sq Sq
S4 Sa ouS§,, Sd

S, 8

a-a

No problema 3.26, vocé serd chamado a decidir de qual dos dois ti-
pos, A ou B, vocé tirou a amostra, na dependéncia de qual seja obser-
vado dentre trés resultados experimentais possiveis.

3.3. Eventos Independentes

Ja consideramos eventos 4 e B gue nio podem ocorrer conjun-
tamente, isto é, A M B = @. Tais eventos sio denominados mutua-
mente excludentes, ou eventos incompativeis. Observamos anterior-
mente que se A e B forem mutuamente excludentes, entdo P(4 |B) = 0,
porque a ocorréncia dada de B impede a ocorréncia de 4. No outro
extremo, temos a ‘situagio ji estudada, na qual B D A e, conse-
qiientemente, P(B|A) = 1.

Em cada uma das situagdes mencionadas, saber que B ji ocorreu
nos dé alguma informagéo bastante definida referente & probabili-
dade de ocorréncia de A. Existem, porém, muitas situagdes nas
quais saber que algum evento B ocorreu néo tem qualquer interesse
quanto & ocorréncia ou néo ocorréncia de 4.

Ezemplo 3.6. Suponhamos que um dado equilibrado seja jogado
duas vezes. Definamos os eventos A e B, da seguinte forma.:

A = {o primeiro dado mostra um nuimero par},
B = {o segundo dado mostra um 5 ou um 6}.

E intuitivamente compreensivel que os eventos A e B sio intei-
ramente ndo relacionados. Saber que B ocorreu ndo fornece qual-
quer informagio sobre a ocorréncia de A. De fato, o seguinte cal-
culo mostra isso. Tomando como nosso espago amostral os 36 resul-
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tados igualmente provéveis, considerados no Ex. 3.1, encontraremos
que P(4) = 18/36 = 1/2, P(B) = 12/36 = 1/3, enquanto P(4 N B) =
— 6/36= 1/6. Conseqilentemente, P(4|B) = P(A N B)| P(B) =
= (1/6)/(1/3) = 1/2.

Deste modo encontramos, como seria de se esperar, que a proba-
pilidade absoluta (ou ndo condicionada) é igual & probabilidade cor-
dicionada P(A |B). Semelhantemente,

_pen4 _(3) 1

Daf, poderiamos ser tentados a dizer que A e B serdio indepen-
dentes se, e somente se, P(4|B) = P(4) e P(B|A) = P(B). Muito
embora isso pudesse ser essencialmente apropriado, existe outra forma
de colocar a questdo que contorna a dificuldade encontrada aqui, a
saber, que tanto P(A) como P(B) devem ser ndo-nulos para que as
igualdades acima tenham significado.

Consideremos P(A M B), supondo que as probabilidades condi-
cionadas sejam iguais ds correspondentes probabilidades absolutas.
Teremos:

P(A N B) = P(4|B)P(B) = P(4)P(B),

P(A N B) = P(B|A)P(4) = P(B)P(A).
Desse modo, desde que nem P(4) nem P(B) sejam iguais a zero, veri-
ficamos que as probabilidades absolutas serio iguais as probabili-
dades condicionadas se, e somente se, P(A N B) = P(A) P(B). Em
-m_seqiiéncia, formulamos a seguinte definigdio, a qual serd também

vélida quer P(4) ou P(B) seja nulo:

Definigio: A e B serdo evenlos independentes se, e somente se,
P(A N B) = P(A)P(B). (3.6)

_ Comentdrio: Esta definicio é, essencialmente, equivalente Aquela sugeride

-8Cima, 8 saber, que A e B sio independentes quando P(B|A) = P(B) e P(A|B) =

;:(4). Esta l?lt.ima forma é ligeiramente mais intuitiva, porque diz precisa-
‘_‘e © que d:e tinha tentado dizer antes: que A e B serio independentes se o co-
ento da ocorréncia de A de nenhum modo influenci babili
- gy enhu o influenciar a probabilidade da
Pelo exame do seguinte exemplo, vé-se que & definigio formal acima adotada
Presenta também uma certa atragio intuitiva,

tfzﬂnplo 3.7. Consideremos novamente o Ex. 3.2. Inicial-
mente examinaremos apenas a tabela abaixo, em que sio fornecidos
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somente os valores marginais. Isto €, existem 60 méiquinas elétri-
cas e 40 manuais, e delas 70 sdo novas enquanto 30 séo usadas.

E M
N | 70
U 30
60 0 100

Existem muitas maneiras de preencher as casas da tabela, con-
cordantes com os totais marginais dados. A seguir apresentaremos
algumas dessas possibilidades.

E M E M E M
N6 10| 70 N |30 40| 70 N \42 28 | 70
vlo @l % U\ ol 30 w©lis 12] 30

60 40 100 60 40 100 60 40 100

(a) (b (c)

Consideremos a Tab. (a). Aqui fodas as méquinas elétricas
sio novas e lodas as miquinas usadas sdo manuais. Desse modo,
existe uma conexdio 6bvia (ndo necessariamente causal) entre a ca-
racteristica de ser elétrica e a de ser nova. Semelhantemente, na
Tab. (b), todas as miquinas manuais s novas e fodas as méquinas
usadas sio elétricas. Também, uma conexdo definida existe entre
essas caracteristicas. No entanto, quando chegamos a2 Tab. (c), a
situagdo fica bem diferente: aqui, nenhuma relagio evidente existe.
Por exemplo, 60 por cento de todas as médquinas sdo elétricas, e
exatamente 60 por cento das méquinas usadas sio elétricas. Se-
melhantemente, 70 por cento de todas as mAquinas sdo novas,
enquanto exatamente 70 por cento das méquinas manuais séq novas
ete. Portanto, nenhuma indicagio estéd evidente de que a carac-
teristica de “ser nova’” e de ‘‘ser elétrica” tenham qualquer conc-
xio uma com a outra. Naturalmente, esta tabela foi construida
justamente de modo a apresentar essa propriedade. Como foram
obtidos os valores das casas da tabela? Apenas com 0 emprego da
Eq. (3.6); isto é, porque P(E) = 60/100 e P(N) = 70/100, deveremos
ter, para independéncia, P(E N N) = P(E) P(N) = 42/100. Dai, a
casa na tabela que indique o nimero de maquinas elétricas novas
deveré conter o nimero 42. As outras casas seriam obtidas de ma-
neira anéloga.

Na maioria das aplicagdes, teremos que adolar a hipdtese de in-
dependéncia de dois eventos A e B, e depois empregar essa suposi¢io
para calcular P(4 M B) como igual a P(A) P(B). Geralmente,
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condigdes fisicas sob as quais o experimento seja realizado tornario
possivel decidir se tal suposigio serd justificada ou ao menos apro-
ximadamente justificada.

Ezxemplo 3.8. Consideremos um lote grande de pegas, digamos
10.000. Admitamos que 10 por cento dessas pegas sejam defeituosas
e 90 por cento perfeitas. Duas pecas sdo extrafidas. Qual é a pro-
babilidade de que ambas sejam perfeitas ?

Definamos os eventos 4 e B, assim:

A = {a primeira pega ¢ perfeita},
B = {a segunda peca é perfeita).

Se admitirmos que a primeira pega seja reposta, antes que a segunda
seja escolhida, entdo os eventos A e B podem ser considerados inde-
pendentes e, portanto, P(4 M B) = (0,9) (0,9) = 0,81. Na pré-
tica, contudo, a segunda pega é escolhida sem a reposigio da primeira
peca; neste caso,

8999

P(4 N B) = P(B|4)P(4) = <o

0,9

que é :aproximadamente igual a 0,81. Assim, muito embora 4 e B
p;ﬁo.se,]am independentes no segundo caso, a hipétese de independén-
e__m (que simplifica consideravelmente os célculos) acarreta apenas
u:n erro desprezivel. (Recorde-se o objetivo de um modelo matem4-
tico, tal como foi apresentado na Seg. 1.1.) Se existissem somente
poucas pegas no lote, digamos 30, a hipétese de independéncia teria
!p?.rretado um erro grande. Por isso, torna-se importante verificar
%dgzamti ]as condigdes sob as quais o experimento é realizado,
a: es e i i i i
e e‘t:'::l tzs'vallda.de de uma suposi¢io de independéncia

b fafemplo 3.9. Admitamos que um mecanismo seja constituido
_ 018 componentes montados em série, como indicado na Fig. 3.4
‘ada componente tem uma probabilidade p de nio funciona l

- r. Qual
8eré a probabilidade de que o mecanismo funcione ?

Fig. 3.4
¥ B evi
- evidente que o mecanismo funcionars se, e somente se, ambos
= “Omponentes estiverem funcionando. Por isso,

- Prob Y i
g (0 mecanismo funcione) = Prob (C, funcione e C; funcione).
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A informagdo fornecida nido nos permite continuar sem que se saiba
(ou se suponha) que os dois mecanismos trabalhem independentemente
um do outro. Isto pode, ou néo, ser uma suposigéio realista, depen-
dendo de como as duas partes sejam engatadas. Se admitirmos que
as duas partes trabalhem independentemente, obteremos para a
probabilidade pedida o valor (1 — p)2.

Serd importante para nés, estendermos a noc¢do de independén-
cia para mais de dois eventos. Consideremos, inicialmente, trés
eventos associados a um experimento, digamos A, B e C. Se A
e B, Ae(C, Be ( forem independentes dots a dois (no sentido acima),
entdo ndo se concluird, em geral, que ndo exista dependéncia entre
os trés eventos. O exemplo seguinte (um tanto artificial) ilustra
esse ponto.

Ezxemplo 3.10. Suponha-se que joguemos dois dados. Definam-
se os eventos A, B e C da seguinte forma:

A = {o primeiro dado mostra um nimero par},

B = {o segundo dado mostra um ndmero fmpar},

C = {ambos os dados mostram nimeros fmpares ou ambos
mostram nimeros pares}.

Temos P(A) = P(B) = P(C) = 1/2. Além disso, P(4A N B) =
=P(ANC)=PBNC)=1/4. Portanto, os trés eventos sio
todos independentes dois a dois. Contudo, P(ANBNC(C)=
= 0 = P(A) P(B) P(C).

Este exemplo sugere a seguinte definigio.

Definigdo. Diremos que os trés eventos A, B e C sio mulua-
mente independentes se, e somente se, todas as condigbes seguintes fo-
rem vélidas:

P(A N B) = P(A)P(B),
P(B N C) = P(B)P(C),

P(A N C) = P(4)P(C), (3.7
P(A N B N C) = P(A)P(B)P(C).

Finalmente, generalizaremos esta nogiio para n eventos, na seguinte
definigéo:
Definigdo. Os n eventos A, As,..., An seriio mutuamente inde-
pendentes se, e somente se, tivermos para k = 2,3, ..., n:
P(A;y N Ay N -+ N Ai) = P(4i))P(4s) -+ - P(4s). (3.8)

(Existem ao todo 2" — n — 1 condicdes af arroladas; veja o
Probl. 3.18.)
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Comenidrio: Na maioria das aplicagdes, nio precisaremos verificar todas
essas condigdes, porque nés geralmente admitimos a independéncia (baseada na-
quilo que conhc?oermos do experimento), Depois, empregaremos essa suposigéo
para calcular, digamos P(A;, N A4, N --- N Ai) como P(4,)P(A;) - - - P(A;).

...E.rmplo 3.11. A probabilidade de fechamento de cada relé do
circuito apresentado na Fig. 3.5 é dada por p. Se todos os relés fun-

cionarem independentemente, qual serd a probabilidade de que haja
corrente entre os terminais L e R ?

——

3 4
Fig. 3.5

Represente-se por 4 0 evento {o relé i est4 fechado e 1,234
Represente-se por £ o evento {a corrente passa de L para R}. Em
conseqiiéneia, E = (4, N 4,) U (4; N A4). (Observe-se que
AN Az e A; N A, ndo sio mutuamente excludentes.) Portanto,

P(E) = P(A, N 43) + P(4; N A)— PA, N4 NA;NAY

=p2+P2_ pt = 2p% — pt. .

Ezemplo 3.12. Suponhamos novamente que, para o circuito da
Fig. 3.6, a probabilidade de que cada relé esteja fechado é p, e que
t?c.los os relés funcionem independentemente. Qual serd a proba-
bilidade de que exista corrente entre os terminais L e R?

Empregando a mesma notagdo do Ex. 3.11, teremos que
BE) = P(4, N 4) + P(4) + P(A, N A — P4, N A2 N 45)

“P(A1ﬂA¢ﬂAaﬁA¢)—P(A;ﬂA;ﬂA.}
+P(A.ﬂAgﬂA.ﬁA¢ﬂA.)

R et - -t = p o g e e

mVa.mos encerrar este capitulo com a indicagio de uma bastante
UM, mas errénea, resolugio de um problema.

: <‘j/-.,1f< g
a’\/\\q/-

; Fig. 3.6
.I’
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Ezemplo 3.13. Admita-se que dentre seis parafusos, dois sejam
menores do que um comprimento especificado. Se dois dos parafu-
sos forem escolhidos ao acaso, qual serd a probabilidade de que os
dois parafusos mais curtos sejam extrafdos? Seja A, o evento {o i-ési-
mo parafuso escolhido é curto}, 7 =1, 2.

Portanto, desejamos calcular P(A, M A4.). A solugdo correta é
obtida, naturalmente, escrevendo

P(A, N Ay) = P(A:|A)P(A) = o - = = =

A solugiio cornum, mas incorrela, é obtida escrevendo-se

1 2 1
P(4: N 4) = PUPMA) = & - 5 = 35
Naturalmente, o importante é que, muito embora a resposta esteja
numericamente correta, a identificagéo de 1/5 com P(A,) é incorreta;
1/5 representa P(A.|A;). Para calcular P(4,) corretamente, escre-

veremos

P(4:) = P(As| ADP(4)) + P A)PA) =5 24 2. 2 = .

Utit-'

3.4. Consideragbes Esquematicas; Probabilidade
Condicionada e Independéncia

A abordagem esquemdtica seguinte poderd ser 1til para compreen-
der a probabilidade condicionada. Suponhamos que 4 e B sejam dois
eventos associados a um espago amostral para o qual as virias probabi-
lidades estdo indicadas no Diagrama de Venn, dado na Fig. 3.7."

e
=]

0,2

Fig. 3.7

Tem-se P(A N B)=0,1; P(4)=0,1+03=04eP(B)=0,1+04=
=05,
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BHE seguida, representaremos as virias probabilidades pelas dregs
s retangulos, como na Fig. 3.8. Em cada caso, as regides sombreadas

dicam o evento B: no retangulo da esquerda, e
A . » estamos represent
B e, no dadireita,4' N B, g e

0.6 _
& |
0,4
B’ 03
0.4 B
Bl ny
A A’

‘Agora, admitamos que se deseje calcular P (B | A4). Por isso, neces-
somente considerar 4, isto é, A’ pode ser ignorado no c'dlculo
108 que a propor¢do de B em 4 é 1/4. (Poderemos também ve-I
isso pela aplicaggo da Eq. (3.1): P(B 14) = P(4 NB)|P(A)=
0,4 = 1/4.) Portanto, P(B' A) = 3/4, e nosso diagrama repre-
10 essa probabilidade condicionada seria dado pelaFig. 3.9, ’

—e
B’ 0,75
Bl gds it u
A A’
Fig. 3.9

B ;-se, tt.imbé‘m, que se 4 for dado como tendo ocorrido, toda
ade (_lsto €, 1) deverd ser associada ao evento 4 enquanto
Probabilidade (isto ¢, 0) estard associada a A', Além dissq
d;:ll_l;, No retangulo da esquerda, representando A, somente os
Viduais mudaram na Fig. 3.8 para a Fig. 3.9 (cujasomaé 1,

de 04). Contudo. a 3} rman
. ). » a8 propor¢des dentro d a E
esmas (isto €, 3:1), R ’
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Vamos também ilustrar a nogdo de independéncia, empregando a
abordagem esquemdtica introduzida anteriormente. Suponhamos que
A e B sejam como indicado na Fig, 3.10. Nesse caso, as proporgoes
nos dois retingulos, representando A e A', sdo as mesmas: 3:1 nos dois
casos, Por isso, teremos P(B) = 0,1 + 0,15 =025e P(BN A)=
=0,1/0,4 = 0,25.

0,6
Rt
0,4
e 0,45 B
B’ 0,3
q
B 0.1 51 ]B
A A’

Fig. 3.10

Finalmente, observe-se que, simplesmente olhando a Fig. 3.8,
poderemos também calcular as outras probabilidades condicionadas:
P(A | B) = 1/5 (desde que 1/5 dadrea total retangular representando
B esteja ocupadapor 4); P(A' | B)=4/5.

Problemas

3.1. A urna 1 contém z bolas brancas e y bolas vermelhas. A urna 2 con-
tém z bolas brancas e v bolas vermelhas. Uma bola é escolhida ao acaso da urna 1
e posta na urna 2. A seguir, uma bola é escolhida ao acaso da urna 2. Qual serd
a probabilidade de que esta bola seja branca?

3.2, Duas vélvulas defeituosas se misturam com duas vélvulas perfeitas. As
vélvulas sio ensaindsas, umsa a uma, até que ambas as defeituosas sejam encontradas.

(@) Qual serd a probabilidade de que a iltima vdlvula defeituosa seja encon-
trada no segundo ensaio ?

(b) Qual serd a probabilidade de que & iltima vélvula defeituosa seja encon-
trada no terceiro. ensaio ?

(¢) Qual serd a probabilidade de que a ultima vélvula defeituosa seja encon-
trada no quarto ensaio?

(d) Some os nimeros obtidos em (a), (b) e (c) acima., O resultado é surpre-
endente ?
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3.3. Uma caixa contém 4 vélvulas defeituosas e 6 perfeitas. Duas vélvulas
sio extrafdas juntas. Uma delas ¢ ensaiada e se verifica ser perfeita. Qual a
pmbabilidade de que a outra vdlvula também seja perfeita?

3.4. No problema anterior, as vélvulas sio verificadas extraindo-se uma
vélyula ao acaso, ensaiando-a e repetindo-se o procedimento até que todas as 4
yélvulas defeituosas sejam encontradas. Qual serd a probabilidade de que a
quATtS valvula defeituosa seja encontrada:

(@) No quinto ensaio,?
(») No décimo ensaio?

3.5. Suponha que A e B sejam eventos independentes associados a um ex-

imento. Se a probabilidade de A ou B ocorrerem for igual a 0,6, enquanto a
probabilidade da ocorréncia de A for igual a 0,4, determine a probabilidade da
ocorréncia de B.

3.6. Vinte pegas, 12 das quais sdo defeituosas e 8 perfeitas, sio inspecio-
padas uma apds a outra. Se essas pecas forem extraidas ao acaso, qual serd a
probabilidade de que:

(@) As duas primeiras pegas sejam defeituosas?

(b) As duas primeiras pecas sejam perfeitas?

(¢) Das duas primeiras pegas inspecionadas, uma seja perfeita e a outra
defeituosa ?

3.7. Suponha que temos duas urnas 1 e 2, cada uma com duas gavetas.
A urna 1 contém uma moeda de ouro em uma gaveta e uma moeda de prata na
outra gaveta; enquanto a urna 2 contém uma moeda de ouro em cada gaveta.
Uma urna é escolhida ao scaso; a seguir uma de suas gavetas é aberta ao acaso.
Verificase que a moeda encontrada nessa gaveta é de ouro. Qual & probabili-
dade de que a moeda provenha da urna 2?

3.8. Um saco contém trés moedas, uma das quais foi cunhada com duas
caras, enquanto as duas outras moedas sio normais e néo viciadas, Uma moeda
€ tirada a0 acaso do saco e jogada quatro vezes, em seqiiéncia. Se sair cara foda
Vez, qual serd a probabilidade de que essa seja a moeda de duas caras?

3.9. Em umsa fbrica de parafusos, as méquinas A, B e C produzem 25, 35
€ 40 por cento do total produzido, respectivamente. Da produgho de cada méqui-
P"- 5, 4e2 por cento, respectivamente, sdo parafusos defeituosos, Escolhe-se ao
BCaS0 um parafuso e se verifica ser defeituoso. Qual serd a probabilidade de que
O parafuso venha da méquina A ? Da B? Da C?

3.10. Sejam A e B dois eventos associados & um experimento. Suponha
Que P(A4) = 0,4, enquanto P(4 U B) = 0,7. Seja P(B) = p.
(@) Para que valor de p, A e B serdo mutuamente excludentes?
(b) Para que valor de p, A e B serio independentes?
: 3_'"- Trés componentes €, Cz e (3, de um mecanismo sio postos em série
(em linhg reta). Suponha que esses componentes sejam dispostos em ordem alea-

:f:: Seja R o evento [Cs estd & direita de Cy}, e seja S o evento |[C3 estd A di-
de Cy). Os eventos R e S sio independentes? Por qué?

R :'12- Um dado ¢ langado e, independentemente, uma carta € extrafda de

aralho completo (52 cartas). Qual serd a probabilidade de que:
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(@) O dado mostre um némero par e a carta seja de um naipe vermelho?

(%) O dado mostre um mimero par ou a carta seja de um naipe vermelho?

3.43. Um ndmero bindrio é constitufdo apenas dos digitos zero & um. (Por

1100 ete.) Esses mimeros tém importante papel na utilizachio

exemplo, 1011,
o seja formado de

de computadores eletrdnicos. Suponha que um nimero bindri
n digitos. Suponha que a probabilidade de um digito incorreto aparecer seja p

e que 08 €rros em diferentes digitos sejam independentes uns dos outros. Qual

seré a probabilidade de formar-se um numero incorreto?

3.14. Um dado é atirado n vezes. Qual é & probabilidade de que “§' apa-
rega 80 MeNOs UMAa vez em 7 jogadas?

3.15. Cada uma de duas pessoas joga trés moedas equilibradas. Qual é
a probabilidade de que elas obtenham o mesmo nimero de caras?

3.16. Jogam-se dois dados. Desde que as faces mostrem nimeros dife-
rentes, qual é & probabilidade de que uma face seja 47

3.17. Sabe-se que na fabricacio de um certo artigo, defeitos de um tipo
ocorrem com probabilidade 0,1 e defeitos de outro tipo com probabilidade 0,05.
Qual seré a probabilidade de que:

(a) Um artigo néo tenha ambos os tipos de defeitos?

() Um artigo seja defeituoso?

(6) Um artigo tenha apenas um tipo de defeito, sabido que defeituoso?

3.18. Verifique que o mimero de condigdes impostas pela Eq. (3.8) ¢ dado
por 2" — n — 1.

3.19. Demonstre que, se 4 e B forem eventos independentes, também o serdo
AeB AeB AeB.

3.20. Na Fig. 3.11(a) e (b), suponha que a probabilidade de que cada relé

esteja fechado seja p, e que cada relé seja aberto ou fechado independentemente
um do outro. Em cada caso, determine & probabilidade de que & corrente passe

de L para R.
1 ;
ot ,_[*éﬁ*w
- 34 r_"__o
(a) (b)

Fig. 3.11

3.21. Duas méquinas 4 e B, sendo operadas independentemente, podem ter
alguns desarranjos cada dia. A Tab, 3.2 d4 a distribuigio de probabilidades dos
desarranjos para cada méquina. Calcule a8 seguintes probabilidades:

(@) A e B tenham o mesmo nimero de desarranjos.

() O ntmero total de desarranjos seja menor que 4; menor que 5.
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(¢) A tenha mais desarranjos que B,
(d) B tenha duas vezes mais desarranjos que A.
j (¢) B tenha 4 desarranjos, quando se saiba que B jé tenha tido 2 desar-
TAD)0S.
(f) O mimero minimo de desarranjos das duas méquinas seja 3; seja menor

do que 3.
(¢) O mimero méximo de desarranjos das méquinas seja 3; seja maior que 3.

Tab. 3.2
Nimero de
desarranjos 0 1 2 3 4 5 6
A 0,1 0,2 0,3 0,2 0,09 0,07 0,04
B 0,3 0,1 0,1 0,1 0,1 0,15 0,15

3.22, Verifique pelas Eqgs. (3.2) que, sendo A fi
L (8. K P i i
postulados da probabilidade. (i s e (i
323, Se cada elemento de um determi
W nante de segunda ordem fi
ou um, qual serd a probabilidade de que o valor do determinante seja po‘:;li.ti:r?‘;
(Admita que os elementos do determinante sejam escolhidos independentemente
a cada valor se atribuindo a probabilidade 1/2.) ' '
3.24. Verifique que o teorema da ipli
. : multiplicagio P(A N B) = P(A|B)P(B
estabelecido para dois eventos, pode ser estendido para trés eventos, t('la lae)gugnti;

.

maneira:
g P(A NBNC) = PA|B N CP(B|C)PC).
. . Uma montagem eletrénica é formada de dois subsis
e . . . ois subsistemas A e B. De
poeedl 2 n e ensaio anteriores, as seguintes probabilidades se admitem co-
P(A falhe) = 0,20, P(A e B falhem) = 0,15,
ineule as seguintes probabilidades:
(a) P(A falhe | B tenha falhado). (b) P(4 falhe sozinho).

P(B falhe sozinho) = 0,15.

3.26. i

. dmz:f Conclua a‘ andlise do exemplo dado na Segdo 3.2, pela decisdo de qual

éﬁdéncia dlpos Qe caixa de bombons, 4 ou B, foi apresentada, baseando-e na
, os dois bombons que foram tirados na amostra.

3

3.27. i
eventosfqmgr? que um experimento ¢ realizado, a ocorréncia de um parti-
cular igual a 0,2, O experimento ¢ repetido independentemente, até

que 4 ocorra, C
% . Calcule a probabili - ssdri
R s v probabilidade de que seja necessdrio levar a cabo o experi-

3.28. g
Para seu fl.msclilé.joma e Jim squipaments possia N vdlvulas, todas necessdrias
-se a substiturvla.{nemo' A fim de localizar uma vdlvula com mau funcionamento
B bbitico, 1§aeoqcileeca<?a v:i]vula), sucessivamente, por uma vilvula nova.Calcule,
tante / seja necessdrio trocar N vilvulas, se a probabili :
) de uma vdlvula estar desarranjada por p. Eybebidale (o

3.29, X
Demonstre:Se P (4 | B) > P (A),entdo,P (B | A) > P (B).
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3.30. Uma vilvula a vicuo pode provir de trés fabricantes, com probabili-
dades p, = 0,25, p, = 0,50 e p, = 0,25. As probabilidades de que, durante
determinado periodo de tempo, a vilvula funcione bem sdo, respectivamente,
0,1;:0,2 e 04 para cada um dos fabricantes, Calcule a probabilidade de que uma
vdlvula escolhida ao acaso funcione bem durante o perfodo de tempo especificado.

3.31. Um sistema elétrico é composto de dois comutadores do tipo A, um
do tipo B, e quatro do tipo C, ligados como indica a Fig. 3.12. Calcule a probabi-
lidade de que uma pane no circuito ndo possa ser eliminada com a chave K, se
os comutadores 4, B e C estiverem abertos (isto €, desligados) com probabilidades
0,3;04 e 0,2, respectivamente, e se eles operarem independentemente.

— OO

()
o

Fig. 3.12

3.32. A probabilidade de que um sistema fique sobrecarregado € 0 4 duran-
te cada etapa de um experimento. Calcule a probabilidade de que o sistema
deixe de funcionar em trés tentativas independentes do experimento, se as proba-
bilidades de falhas em 1, 2 ou 3 tentativas forem iguais, respectivamente, a 0,2;
0,5e¢0,8.

3.33. Quatro sinais de rddio sfo emitidos sucessivamente. Se a recepgio de
cada um for independente da recepgdo de outro, e se essas probabilidades forem
0,1; 0,2; 0,3 e 04, respectivamente, calcule a probabilidade de -que k sinais
venham a ser recebidos parak =0,1,2,3,4.

3.34. A seguinte (de algum modo simpldria) previsdo de tempo € empregada
por um amador. O tempo, diariamente, € classificado como “seco” ou ““imido™, €
supde-se que a probabilidade de que qualquer dia dado seja igual ao dia anterior
seja uma constante p (0 < p < 1). Com base em registros passados, admite-se que
19 de janeiro tenha probabilidade g de ser dia “‘seco”. Fazendo g, = probabilida-
de (de que o n-ésimo dia do ano seja “seco”), pede-se obter uma expressio para
B, em termos de g e de p. Calcule também lim,, _, ., B, ¢ interprete o seu resulta-

do [Sugestdo: Exprima g, em termos de 8, _ 1.]

3.35. Trés jornais 4, B e C sdo publicados em uma cidade e uma recente
pesquisa entre os leitores indica o seguinte: 20 por cento 1éem A; 26 por cento
léem B; 14 por cento léem C; 8 por cento léem A e B;5 por cento léem 4 e C;
2 por cento léem A, B e C;e 40 por cento 1éem B e C. Para um adulto escolhido
ao acaso, calcule a probabilidade de que: (2) ele ndo leia qualquer dos jornais;
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(b)cle leia exatamente um dos jornais; (c) ele leia ao menos 4 e B, se se souber
que ele 1é ao. menos um dos jornais publicados.

3.36. Uma moeda equilibrada ¢ jogada 2n vezes. (a) Obtenha a probabi-
lidade de que ocorrerd um igual nimero de caras e coroas; (h) Mostre que a

pmbabilidade calculada em (2) € uma funcido decrescente de n.

3.37. Cada uma das n urnas: Umna 1, Urna 2, ..., Umna n, contém a bolas
prancas € § bolas pretas. Uma bola ¢ retirada da Urna 1 e posta na Uma 2;em se-
ida, uma bola é retirada da Urna 2 e posta na Urna 3, e assim por diante. Final-
mente, uma bola € retirada da Urna n. Se a primeira bola transferida for branca,
qual serd a probabilidade de que a ultima bola escolhida seja branca? Que acon-
tece, se n— = [Sugestdo:Faca p, = Prob (a n-¢sima bola transferida seja branca)
e exprima p, em termosde py, _ 1.]

3.38. A Urna 1 contém a bolas brancas e g bolas pretas, enquanto a Umna 2
contém B bolas brancas e a pretas. Uma bola € extraida (de uma das urnas) e €
em seguida reposta naquela urna. Se a bola extraida for branca, escolha a préxima
bola da Urna 1; se a bola extraida for preta, escolha a préxima bola da Urna 2.
Continue a operar dessa maneira, Dado que a primeira bola escolhida venha da
Urna 1, calcule Prob (n-ésima bola escolhida seja branca) e também o limite
dessa probabilidade, quando n — =,

3.39. Uma mdquina impressora pode imprimir n letras, digamos a,, a,, ...,
a,. Ela € acionada por impulsos elétricos, cada letra sendo produzida por um
impulso diferente. Suponha que exista uma probabilidade constante p de imprimir
a letra correta e também suponha independéncia. Um dos n impulsos, escolhido
ao acaso, foi alimentado na mdquina duas vezes e, em ambas, a letra «, foi im-
pressa. Calcule a probabilidade de que o impulso escolhido tenha sido para impri-
mir a, .




Varigveis Aleatorias Unidimensionais

TS

Capitulo 4

4.1. Nogdo Geral de Variavel Aleatéria

Ao descrever o espago amostral de um experimento, néo especi-
ficamos que um resultado individual necessariamente seja um ni-
mero. De fato, apresentamos alguns exemplos Mos quais os resul-
tados do experimento ndo eram uma quantidade numérica. Por
exemplo, ao descrever uma pega manufaturada, podemos empregar
apenas as categorias “defeituosa’ e ‘‘néo defeituosa’”. Também,
ao observar a temperatura durante o perfodo de 24 horas, podemos
simplesmente registrar a curva tracada pelo termégrafo. Contudo,
em muitas situagoes experimentais, estaremos intercssados na men-
suragio de alguma coisa e no seu registro como um numero. Mesmo
nos casos mencionados acima, poderemos atribuir um nimero a cada
resultado (ndo numérico) do experimento. Por exemplo, poderemos
atribuir o valor um as pecas perfeitas e o valor zero as defeituosas.
Poderemos registrar a temperatura méxima do dia, ou a temperatura
minima, ou a média das temperaturas méxima e minima.

Os exemplos acima s&o bastante tipicos. de uma classé muito
geral de problemas: em muitas situagoes experimentais, desejamos
atribuir um nimero real z a todo elemento s do espago amostral S.
Isto 6 x = X(s) é o valor de uma funcio X do espago amostral no
espago dos nimeros reais. Com isto em mente, formulamos a seguinte

definigéo.

Definigdo. Sejam & um experimento e S um espago amostral
associado ao experimento. Uma fungdo X, que associe a cada ele-
mento § € S um nimero real, X(s), & denominada varidvel aleatéria.

Comentdrios: (a) A terminologia acima é um tanto infeliz, mas & tdo uni-
versalmente aceita, que niao nos afastaremos dela. Tornamos tio claro quanto
possivel que X é uma fungtlo, e contudo, a denominamos uma varidvel (aleatéria)!
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(b) E evidente que nem toda fungdo imagi
. m agindvel pode ser conside
vel aleatéria, Um requisito (embora ndo seja o mais geral) € que ::: tl::;
0 real.x., o evento [X (s) - x] e, para todo intervalo /, o evento [X(s)E T]
probabilidades bem definidas, consistentes com os axiomas bdsicos. Na

ria das aplicagSes, essa dificuld 35 na
o ade ndo surge e nos ndo voltaremos a nos

)fim slgumm. situagdes, o r‘eault,ado s do espago amostral j& constitui a
sterfstica numérica que desejamos registrar. Simplesmente tomarem

= &, a fungio identidade. T
d) Na mnwr parte de nossa subseqilente exposigio sobre varidveis alea-
. mﬁdmmemoa indicar a n‘atureza funcional de X. Geralmente, esta-
S Pn 0s nos valores possiveis de X, mais do que de onde eles se origi-

or.exemplo, suponha-se que atiremos duas moedas e consideremos o
associado a este experimento. Isto §é, a4

S = |HH, HT, TH, TT].

mos a varidvel aleatéria da seguinte maneira: X é o
2 mimero de H
s nas duas moedas. Daf, X(HH) = 2, X(HT) = X(TH) =1e X(?;‘Ti 0)I

S = espago amostral de & Rx = valores possiveis de X

se X)

Fig. 4.1

fuﬁ{::::; i::port.anta compreender uma exigbncia fundamental de uma
: : A cada s € § corresponderd exatamente um valor X (s). Isto
ntado esquematicamente na Fig. 4.1, Diferentes valores de s podem

mesmo valor de i 20 aci
e 11'. X. Por exemplo, na ilustragdo acima, verificamos que

espago Rx, conjunto de todos os valores possiveis de X, é
S mdenominado contradominio. De certo modo, pod(;re-
n SRX como um outro espago amostral. O espago amos-
. al) : corresponde ao resultado (possivelmente nao-numé-
ment; enquanto Rx é o espago amostral associado &
g0 ria X, representando a caracteristica mumérica que
ui Interessar. Se for X(s) = s, teremos S = Rx.
e mﬁ:tejm prevenidos do perigo didético inerente
- ¢O0es para u:ma mesma coisa, vamos salientar
€remos pensar em ums varidvel aleatéria X, de duas maneiras:

Realizamos o i
experimento & que di4 um resultad :
" calculamos o niimero X(s). e
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() Realizamos &, obtemos o resultado s, e (imediatamente)
caleulamos X(s). Neste caso, o niimero X(s) é pensado como o pré-
prio resultado do experimento e Rx se torna o espago amostral do
experimento.

A diferenga entre as interpretagdes (a) e (b) € percebida com
dificuldade; é relativamente secundéria, mas merecedora de atengdo.
Em (a), o experimento essencialmente termina com a observacio de s.
A avaliagio de X(s) é considerada alguma coisa que ¢é feita poste-
riormente, e que néo € influenciada pela aleatoriedade de & Em
(b), o experimento ndo é considerado concluido até que o nimero
X(s) tenha sido realmente calculado, desse modo se originando o es-
pago amostral Rx. Muito embora a primeira interpretacio, (a), seja
aquela geralmente pretendida, a segunda interpretagdo, (b), pode-
r4 ser muito util e o leitor deverd lembrar-se dela.

Aquilo que estamos dizendo, e isso ficard cada vez mais claro nas
seqoes posteriores, € que no estudo das varidveis aleatdrias estaremos
mais interessados nos valores que X toma do que em sua forma funcio-
nal. Conseqgiientemente, em muitos casos, ignoramos completamente
o espago amostral subjacente no qual X pode ser definido.

Ezemplo 4.1. Suponha-se que uma lampada tenha sido posta
em um soquete. O experimento serd considerado terminado quando a
limpada se queimar. Qual serd um possfvel resultado, s? Uma das
maneiras de descrever s seria apenas registrar o dia e a hora em que
a ldmpada se queimou, por exemplo: 19 de maio, 16 h e 32 min. Em
conseqiiéncia, o espago amostral poderia ser representado por
8 = {(d, t)|d = dia, t= momento do dia}. Presumivelmente, a
varidvel aleatéria que interessa é X, a duragdo até queimar. Obser-
ve-se que, uma vez que s = (d, ) tenha sido observado, o cdlculo
de X(s) n#o inclui qualquer aleatoriedade. Quando s é especificado,
X(s) fica completamente determinado.

As duas interpretagdes explicadas acima podem ser aplicadas
a este exemplo, como se segue. Em (a), consideramos o experimento
terminado com a observagio s = (d, ), o dia e a hora. O céleulo
de X(s) é realizado depois, abrangendo uma operagio aritmética
simples. Em (b), consideramos que o experimento somente estard
terminado depois que X(s) tenha sido calculado e um niimero, por
exemplo, X(s) = 107 horas seja entdo considerado o resultado do
experimento.

Pode-se salientar que anélise semelhante se aplicaria a qual-
quer outra varidvel que interessasse, por exemplo, Y(s), a tempe-
ratura da sala no momento em que a limpada se tenha queimado.
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Ezemplo 4.2. Trés moedas sido atiradas sobre a mesa. Tio
Jogo as moedas repousem, a fase “‘aleatéria” do experimento termi-
pou. Um resultado simples s poderia consistir na descri¢io deta-
Jhada de como e onde as moedas pousaram. Presumivelmente,
estaremos somente interessados em certas caracteristicas numéricas
associadas a este experimento. Por exemplo, poderfamos avaliar:

X(s) = nimero de caras que apareceram,
¥(s) = distincia méixima entre duas moedas quaisquer,

Z(s) = distincia mfnima das moedas a um bordo qualquer da
mesa.

Se for a varidvel X que interesse, poderemos, como se explicou no
exemplo anterior, incluir a avaliagio de X(s) na descrigio de nosso
experime!;lto e, depois, simplesmente afirmar que o espago amostral
associado ao experimento é {0, 1, 2, 3}, correspondendo aos valores
de X. Conquanto muito fregiientemente venhamos a adotar esta
interpretagio, é importante compreender que a contagem do ntimero

de caras é feita depois que os as i i
pectos aleatérios do experimento te-
nham terminado. %

Comentdrio: Referindo-nos a varidveis aleatérias, empregamos quase sem
excegdo letras maitisculas, como X, Y, Z etc. Contudo, quando falamos do valor
que essas varidveis aleatdrias tomam, usaremos, em geral, letras minisculas, como
X, ¥, z etc. Esta € uma distingdo muito importante a ser feita e o estudante pode
bem parar para considerd-la. Por exemplo, quando nds falamos em escolher uma
Pessoa ao acaso, de alguma populagdo designada, e medimos sua altura (em centi-
rneFros, por exemplo), poderemos nos referir aos resultados possiveis como uma
Yanﬁvel aleatéria X. Poderemos entdo formular virias questdes sobre X, como
lﬂdaga:r se P (X = 60). No entanto, uma vez que tenhamos escolhido uma; pessoa
e n‘ledldolsua altura, obteremos um valor especifico de X, digamos x. Por isso, ndo
teria sentido indagar se P (x = 60), uma vez que x € ou nio € > 60. Esta (1isti;1(;§0
::ftreA uma varidvel aleatéria e seu valor é importante e nds voltaremos a fazer

eréncia a ela.

Quando estivermos interessados nos eventos associados & um
eﬁp&!}O amostral S, verificaremos a necessidade de examinar os eventos
l;,l&tlv‘amente 4 varidvel aleatéria X, isto &, subespagos do contra-
4 ;“I;llal; f.‘x. 'Bastantﬁ freqiientemente, certos eventos associados
e relacionados” (em um sentido a ser explicado) a eventos

tiados com Ryx, na seguinte forma:

Se_;l;qfnigdo. .Sejam um experimento & e seu espago amostral S.
~48 & uma varidvel aleatéria definida em S e seja Rx seu contrado-
inio. Seja B um evento definido em relagio a Rx, isto é B C Rx.
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Ent#o, A serd definido assim:
A = {s € 8| X(s) € B}. CRY}

Explicando: A seri constituido por todos os resultados em S,
para o8 quais X(s) € B (veja Fig. 4.2). Neste caso, diremos que
A e B siio eventos equivalenies.

s i
B
: X(.!D

Fig. 4.2

Comentdrios: (a) Dizendo a mesma coisa, com menos rigor: A e B serio equi-
valentes sempre que ocorram juntos. Isto ¢, quando A ocorre, B ocorre, € inver-
samente. Porque se A tiver ocorrido, entdo um resultado s terd ocorrido, para o
qusal X(s) € B e, portanto, B ocorreu. Reciprocamente, se B ocorreu, um valor
X(s) teré sido observado, para o qual s € A e, portanto, A ocorreu.

(b) E importante compreender que, ‘e rossa definigio ‘de ‘eventos equiva-
lentes, A e B sio associados a espagos amostrais diferentes.

Eremplo 4.3. Considere-se a jogada de duas moedas. Daf,
S = {HH, HT, TH, TT}. Seja X ‘o nimero de caras obtide. Por-
tanto, Rx = {0, 1,2}. Seja B = {1}. Ji que X(HT) = X(TH) =1
se, e somente se, X(s) = 1, temos que A = {HT, TH) é-equivalente a B.

Agora, daremos a seguinte importante definig#io.

Defini¢do. Seja B um evento no contradomimio Rx. Nesse
caso, definimos P(B) da seguinte maneira

P(B) = P(4), onde A = {s&S|X(s) EB}- - 4.2

Explicando: Definimos P(B) igual a probabilidade do evento
A C 8,0 qual é equivalente a B, no sentido da Eq. (4.1).

Comentdrios: (a) Estamos admitindo que probabilidades possam ser asso-
ciadas a eventos em S, Portanto, a definigho acima torna possivel atribuir pro-
babilidades a eventos associados a Zx em termos de probabilidades definidas sobre S.

() B realmente possivel demonstrar que P(B) deve ser definida tal como ©
fizemos. Contudo, isto envolveria algumas dificuldades tedéricas que desejamos
evitar e, por isso, procedemos como acima.

(¢) Desde que na formulagio da Eq. (4.2) os eventos A e B se referem &
espagos amostrais diferentes, deverfamos realmente empregar notagio diferente
quando nos referissemos a probabilidades definidas sobre S e Aquelas ‘definidas
sobre Ry, digamos alguma coisa tal como P(A) e Px(B). No entanto, nio fare-
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08 isso, mas continuaremos simplesmente a escrever P(A) e P(B). ‘O contexto
~em que tais expressdes aparegam tornard clara a interpretagio.
3 (d) As probabilidades associadas a eventos no espago amostral (original) S
s0, de ‘certo modo, determinadas por “forgas fora de nosso controle”, ou como
s yezes se diz “‘pela Natureza”. A composigio de uma fonte radioaiiva"que emita
articulas, a disposi¢io de um grande mimero de pessoss ‘que fagam chamadas
afdnicas durante certa hora, e a agitagio térmica que 8 origem a-um fluxo
condigdes atmosféricas que déem origem a uma tempestade, ilustram esse as-
Quando introduzimos uma varidvel aleatéria X e sencontradominio Ry
mos induzindo probabilidades nos eventos associados a Rx, as quais serio es-
ta determinadas se as probabilidades associadas a ‘eventos em S forem
eCLIT as.

Ezxemplo 4.4. Se as moedas consideradas mo Ex. 4.3 forem
uilibradas”, teremos P(HT) = P(TH) = 1/4. Portanto, P(HT
1/4 + 1/4 = 1/2. (Os célculos acima sdo uma t:onseqﬁ”éncia’.
: c;le nossa suposigio fundamental referente A propriedade de
. . brio ou simetria das moedas.) Visto que o evento {X = 1} é
uivalente ao evento {HT, TH}, empregando a Eq. (4.1), teremos
P(X = 1) = P(HT, TH) = 1/2. [Na realidade nio ‘existe escolha
o‘va.lor de P(X = 1) coerente com a Eq..(4.2), uma vez que
TH) tenha sido determinada. E mneste sentido que probabi-
associadas a eventos de Rx sio induzidas.]

tdrio: Agora que j& estabelecemos a existéncia de um
“ : s fungio de pr
indazida sobre o contradomfnio de X — Egs. (4.1 e 4.2) SO achaﬁa;
suprimir & natureza funcional de X. Por isso, escreveremos (
: : como
A0S 110 ‘exemplo aqma) P(X =1) = 1/2. O que se quer dizer é que, um certo
p u e.spaqo amostr?.l S, a saber (HT, TH} = (s|X(s) = 1} ‘ocorre com pro-
de 1/2. . Daf atribuirmos essa mesma probabilidade: ao evento {X = 1]
i m{m}g. Continuaremos a escrever expressoes semelhantes a P(X = 1),
: ' muito imporlante para o leitor compreend
-l p er 0 que essas expressdes

~ Uma vez que as probabilidades associadas aos varios resultados
entos) no contradominio Rx tenham sido determinadas (mais
ent.e,_ induzidas), ignoraremos freqiientemente o espaco
i original S, que deu origem a essas probabilidades. Assim
ermplo anterior, simplesmente estaremos interessados en;
d{eO, 1, 2} e as probabilidades associadas (1/4, 1/2, 1/4). O
q\{e_ essas probabilidades sejam determinadas por uma fungao
Q.ﬂlbﬁ.bllldade definida sobre o espaco amostral original S, ndo
Interessa, quando estamos apenas interessados em estudar os
da varidvel aleatéria X.

Ao o ind ;
tm'Presenta?r, em mintefas, muitos dos importantes conteitos
a varidveis aleatérias, julgamos conveniente distinguir
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dois casos importantes: as varidveis aleatérias discretas e as varid-
veis aleatérias contfnuas.

4.2. Variaveis Aleatérias Discretas

Definigdo. Seja X uma varidvel aleatéria. Se o ntmero de va-
lores possiveis de X (isto é, Rx, o contradomfnio) for finito ou infi-
nito numerével, denominaremos X de varidvel aleatéria discreta. Isto
é, os valores possiveis de X, podem ser postos em lista como z,,
Zs,..., Tn. No caso finito, a lista acaba, e no caso infinito numera-
vel, a lista continua indefinidamente.

Ezemplo 4.5. Uma fonte radioativa estd emitindo partfculas a.
A emissfio dessas particulas é observada em um dispositivo contador,
durante um perfodo de tempo especificado. A varidvel aleatéria
seguinte é a que interessa:

X = ntmero de partfculas observadas.

Quais siio os valores possiveis de X ? Admitiremos que esses valores
sdo todos os inteiros ndo negativos, isto é, Rx = {0, 1, 2..., n,...].
Uma objecio com que jé nos defrontamos uma vez pode, novamente,
ser levantada neste ponto. Pode-se argumentar que durante um es-
pecificado intervalo (finito) de tempo, é impossivel observar mais
do que, digamos N partfculas, onde N pode ser um inteiro positivo
muito grande. Conseqiientemente, os valores possiveis para X real-
mente seriam: 0, 1, 2,..., N. Contudo, torna-se matematicamente
mais simples considerar a descrigio idealizada feita acima. De fa-
to, sempre que admitirmos que os valores possiveis de uma varid-
vel aleatéria X sejam infinito numerdvel, estaremos realmente consi-
derando uma representagio idealizada de X.

A vista de nossas explicagdes anteriores da descrigio probabi-
listica de eventos com um nimero finito ou infinito numerdvel de
elementos, a descrigio probabilistica de uma varidvel aleatéria dis-
creta niio apresentard qualquer dificuldade. Procederemos da se-
guinte maneira:

Defini¢do. Seja X uma varidvel aleatéria disereta. Portando, R:.
o contradominio de X, serd formado no mdximo por um ndimero in-
finito numerdvel de valores z,, zi,... A cada possivel resultado z:
associaremos um ntmero p(x) = P(X = z;), denominado probabi-
lidade de zi. Os ntmeros p(z), i = 1,2,... devem satisfazer as
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s condigdes:
(a) p(z:) 2 0 para todo i,
®) X p@) =1 (4.3)

fungdo p, definida acima, é denominada fun;do de probabilidade
i¢do de probabilidade no ponto) da varidvel aleatsria X A
 de pares [z, p(z)),i=1,2,..., é.algumas vezes denominada
buigdo de probabilidade de X.

entdrios; (a) A escolha particular dos nimeros p(zi) é presumivelmente
da & partir da fungio de probabilidade associada aos eventos no espago

Ry

X

Fig. 4.3

S, no qual X seja definida. Isto € p(x) = Pls|X(s) = z;]. [Veja as
1 e 4.2).] Contudo, j4 que estamos interessados apenas nos w\;o.res de X
» @ a3 probabilidades associadas a estes valores, estaremos nnvament.e’
lo a natureza funcional de X. (Veja a Fig. 4.3.) Muito embora, na maio-
€as08, 03 nimeros sejam de fato determinados a partir da distribuigio
-:.. idades em ?lpm espago amostral subjacente S, qualquer conjunto de
:p(z;!. que satisfacam ds Eqs. (4.3), pode servir como descrigio probabi-
opriada de uma varidvel aleatéria discreta,
Se X tomar apenas um nimero finito de valores, digamos .. e

= () para ) aci e A
soma finiu.' N, e, portanto, a série infinita na Eq. (4.3) se transforma

b e e T s i

odemos salientar, novamente, uma analogia com a Mecénica, a0 con-
: lt:::ﬂa total de uma unidade distribufda sobre a reta real, com a massa

8 D0S pontos zj, z5, ... Os mimeros p(z;) representa -
-massa localizada no ponto z;, e N

4 f"q“&dbemt:rﬁ: ds;:métnca (Fig. 4.4) de uma distribuicio de probabi-

Ry

Ay

Fig. 4.4 Fig. 4.5
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Seja B um evento associado a varidvel aleatéria X;isto é, BC Rx
(Fig. 4.5). Suponha-se, especificamente, que B = {z,, zi,,...}. Dai,

P(B) = P[s|X(s) € B] (porque esses eventos sdo equivalentes)
= P[s|X(s) = 2ipj = 1,2,...] = ,ii p(zs). @ 4)

Ezplicando: A probabilidade de um evento B é igual A soma das
probabilidades dos resultados individuais associados com B.

Comentdrios: (a) Suponhamos que a varidvel aleatdria discreta X possa
tomar somente um nimero finito de valores,x, , ..., Xy. Se os resultados forem

igualmente provdveis, entdo teremos obviamente p(x,) =...=p(xp) = 1/N.
(b) Se X tomar um niimero infinito numerdvel de valores, entdo é impossivel
ter todos os valores igualmente provdveis; porque ndo poderemos satisfazer a
condigdo ‘)2“; p(x;) =1, se tivermos p (x;) = ¢ para todo i,
I=
(¢) Em todo intervalo finito, existird no mdximo um nimero finito de
valores possiveis de X, Se algum desses intervalos ndo contiver qualquer desses

valores possiveis, nds atribuiremos a ele probabilidade zero. Assim, se Ry =
=[x,,X;,...,x,]esenenhum x; € [g, bl,entioPla < X < b]=0.

Exemplo 4.6. Suponhamos que uma vélvula eletrénica seja
posta em um soquete e ensaiada. Admitamos que a probabilidade
de que o teste seja positivo seja 3/4; daf, a probabilidade de que se-
ja negativo é igual a 1/4. Admitamos também que estejamos ensai-
ando uma partida grande ‘dessas vélvulas. Os ensaios continuam
até que a primeira vilvula positiva aparega. Definamos a varid-
vel aleatéria, assim: X é o nimero de testes necessdrios para con-
cluir o experimento. O espago amostral associado a este experi-
mento é:

B=i{+,—+--+,-=-=+,...}.

Para determinarmos a distribuigio de probabilidade de X, racioci-
naremos da seguinte forma: os valores possiveis de X sdo 1,2,...m,....
(estamos, obviamente, tratando com um espago amostral idealizado).
E serd X = n se, e somente se, as primeiras (n — 1) vdlvulas forem
negativas e a m-ésima vélvula for positiva. Se aceitarmos que &
condigdo de uyma vilvula nao influencie a condigio de outra, pode-
remos escrever

p(n) = P(X = n) =(%)H(%), n=12...

VARIAVEIS ALEATORIAS UNIDIMENSIONAIS / 75

ra verificarmos que esses valores de p(n) satisfazem & Eq. (4.3)

s .. % AR
.g.p(")* 4(1+4 tiet )
31 _
1.1
1

wnldrio: Estamos empregando aqui o resultado de quie & sitie gromélrica
4 ... converge para 1/(1 — 7) sempre que |r| < 1. Este é um re-
ue serd mencionado muitas vezes. Suponha-se que desejemos calcular
A ¢é definido como: |O experimento termina depois de um ndmero par
Empregando a Eq. (4.4), teremos:

P(A) = p(?n]:i.’.i_i_...
gl 16 256

- i o B 1
16 (gt =g =%

A Distribuigdo Binomial

S pr(_)}umos capitulos, estudaremos pormenorizadamente algu-
veis discretas importantes. Agora estudaremos apenas uma

em seguida, a empregaremos para ilustrar alguns conceitos
es.

_fo 4.7. Suponha que pegas saiam de uma linha de produ-
am classificadas como defeituosas (D) ou como ndo-defeituosas
€, perfeitas. Admita que trés dessas pegas, da produc¢do de um
m escolhidas ao acaso e classificadas de acordo com esse es-

(0] €Spaco amostral para esse experimento, S, pode ser assim
o0: ,

= {DDD, DDN, DND, NDD, NND, NDN, DNN, NNN}.

A maneira de descrever S é como S = Sy X 8§, X 83, 0 produ-
0deS,,S, eS;, onde cada S;={D,N}.)

---:- que seja 0,? a probabilidade de uma peca ser defeituosa
* G€ ser ndo-defeituosa. Admitamos que essas probabilidades
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sejam as mesmas para cada pe¢a, a0 menos enquanto durar o nosso
estudo. Finalmente, admita-se que a classificacdo de qualquer pega
em particular, seja independente da classificagdo de qualquer outra
peca. Empregando essas suposi¢Ges, segue-se que as probabilidades
associadas aos vérios resultados do espago amostral S, como se explicou
acima, sdo:

(0,2)’,(0,8)(0,2)%, (0,8)(0,2)*, (0,8)(0,2)*, (0,2)(0,8)*, (0,2)(0,8)*,
(0,2)(0,8)%,(0,8)*.

Geralmente, nosso interesse ndo estd dirigido para os resultados indivi-
duais de S. Ao contrdrio, desejamos tdo-somente conhecer quantas
pecas defeituosas seriam encontradas (ndo interessando a ordem em
que tenham ocorrido). Isto é, desejamos estudar a varidvel aleatoria X,
a qual atribui a cada resultado s € S o niimero de pegas defeituosas
encontradas em s. Conseqiientemente, o conjunto dos valores possi-
veisde X ¢ {0, 1, 2, 3}.

Poderemos obter a distribui¢do de probabilidade de X, p(x;) =
= P(X = x;), da seguinte maneira:

X = 0 se, e somente se, ocorrer NNN;
X =1 se, e somente se, ocorrer DNN, NDN, ou NND;
X = 2 se, e somente se, ocorrer DDN, DND, ou NDD;

X = 3 se, e somente se, ocorrer DDD.
(Note-se que {NNN} é equivalente a {X = 0} etc.) Entdo,

p(0) =P(X =0) = (0,8)° p(1) =P(X =1) = 3(0,2)(0,8)*,
p(2) = P(X = 2) = 3(0,2)2(0,8), p(3) = P(X = 3) = (0,2)°.

Observe que a soma dessas probabilidades é igual a 1, porque a soma
pode ser escrita como igual a (0,8 + 0,2)*.

Comentdrio: A explicacdo dada ilustra como as probabilidades em um con-

tradominio R, (neste caso {0, 1, 2, 3}) sdo induzidas pelas probabilidades defini-
das sobre o espago amostral S. Porque a hipétese de que os oito resultados de

S ={DDD,DDN, DND, NDD, NND,NDN, DNN, NNN}

tenham as probabilidades dadas no Ex. 4.7, determinou o valor de p(x) para
todo x e R,.
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s agora generalizar as nog0Oes introduzidas no ex. anterior.

j¢do: Consideremos um experimento & e seja A algum
ociado a 8. Admita-se que P(4) = p e conseqiientemente
— p. Considerem-se n repeti¢des de & Daf, o espago
serd formado por todas as seqiiéncias possiveis {a,, as, . . ., an},
a: 6 ou A ou A, dependendo de que tenha ocorrido 4 ou A
repeticio de & (Existem 2" dessas seqiiéncias) Além
ha-se que P(4) = p permanega a mesma para todas as
A varidvel aleatéria X serd assim definida: X = niimero
‘que o evento A tenha ocorrido. Denominaremos X de va-
6ria binomial, com parfimetros n e p. Seus valores possf-
dentemente 0, 1, 2,..., n. (De maneira equivalente, dire-
tem uma distribui¢do binomial.)

eticoes individuais de € serdo denominadas Provas de

ma 4.1. Seja X uma varidvel binomial, baseada em n
Entso,

monsiragio: Considere-se um particular elemento do espago
d.e € satisfazendo A condi¢io X = k. Um resultado como
€ria surgir, por exemplo, se nas primeiras k repeticdes de &

4, enquanto nas tltimas n — k repetigdes ocorresse A,

AAA- - - A A44. . . 4.
| - ] L 1
k n -k

aS as repetigdes sdo independentes, a probabilidade desta
Particular seria p*(1 — p)"*, mas exatamente essa mesma
villdade seria associada a qualquer outro resultado para o
= k. O ntmero total de tais resultados é igual a (%), por-
“Mos escolher exatamente k posigdes (dentre n) para o

Ora, isso d4 o resultado acima, porque esses (2 resul-
0 todos mutuamente excludentes,
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Comentdrios: (a) Para verificar nosso resultado, observemos que empre-
gando o teorema binomial temos

Sheo PX=k)=Dto@ 0 —pr*t=+a-pr=1"=1,

como era de se esperar. Como as probabilidades (}) p¥(1 — p)** sdo obtidas
pelo desenvolvimento da expressio binomial [p 4 (1 — p)I*, ela recebe a denomi-
nagio de distribuigho binomial.

(b) Sempre que realizarmos repeticdes independentes de um experimento
e estivermos interessados somente em uma dicotomia — defeituoso ou nao-defei-
tuoso (perfeito); dureza acima ou abaixo de certo padrio; nivel de rufdo em um
sistema de comunicagies acima ou abaixo de um limiar preestabelecido — esta-
remos virtualmente tratando com um espago amostral no qual podemos definir
uma varidvel aleatéria binomial. Enquanto as condigdes da experimentagio
permanegam suficientemente estéveis, de modo que & probabilidade de algum
atributo, digamos A, permanega constante, poderemos empregar o modelo acima.

(¢) Se n for pequeno, os termos individuais da distribuigio binomial seriio
relativamente féceis de calecular. Contudo, se n for relativamente grande, os
cdleulos se tornam bastante incémodos. Felizmente, foram preparadas tdbuas de
probabilidades binomiais; existem vérias dessas tdbuas. (Veja o Apéndice.)

Ezemplo 4.8. Suponha-se que uma valvula eletrénica, instalada

em determinado circuito, tenha probabilidade 0,2 de funcionar mais
do que 500 horas. Se ensaiarmos 20 valvulas, qual serd a probabili-
dade de que delas, exatamente k, funcionem mais que 500 horas,
k=10, 1, 2, i..; 2078

Pix)

I i 4 x
§ 9 1011 121314151617 18

o e

1

Se X for o ntmero de vélvulas que funcionem mais de 500 ho-
ras, admitiremos que X tenha uma distribui¢io binomial. Entéo,
P(X = k) = (%)(0,2)(0,8)**. Os valores podem ser lidos na Tab. 4.1.

Se marcarmos os valores dessa distribuigio, obteremos o grifico
apresentado na Fig. 4.6. A configuragio que observamos aqui €
bastante geral. As probabilidades binomiais crescem monotonica-
inente, até que atingem um valor méximo e, depois, decrescem mo-
notonicamente. (Veja o Probl. 4.8.)

[=] ]

Fig. 4.6
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Tab. 4.1

P(X = 4) = 0,218
P(X = 5) = 0,175

= 0) = 0,012
' =1) = 0,058

P(X = 8) = 0,022

P(X = 9)=0,007

P(X = 6) = 0,109 P(X = 10) = 0,002

P(X =7)=0055  P(X =k) =0"parak > 11
 probabilidades restantes sio menores do que 0,001.)

iplo 4.9. Ao operar determinada méquina, existe alguma
lidade de que o operador da miquina cometa um erro. Po-
‘admitir, razoavelmente, que o operador aprenda, no sentido de
lec esca a probabilidade de cometer um erro, se ele usar repeti-
e a mdquina. Suponha que o operador faga n tentativas e que as
cOes sejam estatisticamente independentes. Suponhamos, especi-
te, que P (um erro ser cometido na i-ésima repeticdo) = 1/(i + 1),
, 2, ..., n. Admitamos que se pretendam 4 tentativas (isto &,
e definamos a varidvel aleatoria X como o niimero de operagGes
ina, executadas sem erro. Note-se que X ndo tem distribuicdo
, porque a probabilidade de *“‘sucesso™ ndo € constante.

a calcular a probabilidade de que X = 3, por exemplo, pro-
do seguinte modo: X = 3 se, e somente se, houver exatamente
ntativa mal sucedida. Isto pode ocorrer na primeira, segunda,
ou quarta tentativas. Portanto,

SN
i

w|to
D'P"l-

L
2

plo 4.10. Considere-se uma situagio semelhante aquela
tada no Ex. 4.9. Agora, admitiremos que exista uma pro-
de constante p, de ndo cometer um erro na mdquina, durante
uma das n, tentativas, e uma probabilidade constante p. < p,
cometer um erro em cada uma das n, repeti¢des subseqiientes,
0 nimero de operagdes bem sucedidas da mdquina durante as
1 + n, tentativas independentes. Vamos procurar a expressio
de P(X = k). Pelo mesmo motivo dado no exemplo precedente,
tem distribuigio binomial. Para obter P(X = k), procede-se
nte maneira:

n Y, o ntmero de operacdes corretas durante as primeiras
ivas, e ¥, o nimero de operagdes corretas durante as n:
3 subseqiientes. Portanto, Y, e Y» sdo varidveis aleatdrias
"hdentes e X = ¥V, + ¥Y,. Assim, X = k se, e somente se,
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Y, =re Y, = k — r, para qualquer inteiro r que satisfaca is condi-
oes 0<r<n e0<k—r<n

As restricdes acima, sobre r, sio equivalentes a 0<r<n e
k — nys < r < k. Combinando-as, poderemos escrever méax. (0, k —
— ny) < r < min. (k, ny). Portanto, teremos

P(X =k) =

r=min.(k,ny)

= 2

r=méx. 0,k —ng)

n ey — -
(%) ia - oo (™ ) o™ (=g,

Com nossa convencdo usual de que (3) = 0 sempre que b > a ou
b < 0, poderemos escrever a probabilidade acima como

PX=k=2 (“,3) Pl — P (k“_’ ,,) pE (L = parrhtr
(4.6)

Por exemplo, se p1 = 0,2, p2 = 0,1, ny = ny = 10 e k = 2, a proba-
bilidade acima fica, depois de um célculo direto:

2 |
PX=2)=3 (1,?) 0,270,8'°" (2 o ,) (0,1)7(0,9)* = 0.27.

Comenidrio: Suponha-se que p, = p2. Neste caso, a Eq. (4.6) se reduz a
(:) p;; (1 — p)*%, porque agora & varidvel aleatéria X tem uma distribuicio
binomial. Para verificar que é assim, note-se que poderemos escrever, (desde
que nj + ng = n):

. .
P(X = k) = p}(1 — p)™* TZ_;J(",‘) (,"?_ ,)

Para verificar que a soma acima & igual a (%), basta comparar os coeficientes
das poténcias de zF eém ambos os membros da identidade (1 + "L+ )™=
= (1 4+ n)"M*"2.

.4.4. Variaveis Aleatérias Continuas

Suponha-se que o contradominio de X seja formado por um
ntimero finito muito grande de valores, digamos todos os valores &
no intervalo 0 < z <1, da forma: 0; 0,01; 0,02; ...; 0,98; 0,99;
1,00. A cada um desses valores estd associado um nimero nao-né
gativo p(z:) = P(X = 2)), 1= 1,2, ..., cujasoma é igual a 1. Estd®
operagio est4 representada geometricamente na Fig. 4.7.
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4 gulientamos anteriormente que poderia ser matematicamente
geil idealizar a apresentagdo probabilistica de X, pela
suposi¢io de que X pudesse tomar
todos os valores possiveis, 0 < z < 1.
Se fizermos isso, que acontecerd s
probabilidades no ponto p(z;) ? Co-
mo os' valores possiveis de X ndo
sé0 numer4veis, ndo podemos real-
mente falar do 7-ésimo valor de X,
, p(zi) se torna sem sentido. O que faremos é substituir a
» definida somente para z,, z;,... por uma fungio f definida
texxto) para lodos os valores de z, 0 < z < 1. As proprie-
da Eq. (4.3) serdo substituidas por f(z) = 0 e J;l fz)dz = 1.
der formalmente como se segue.

il

Fig. 4.7

T et

: Diz-se que X é uma varidvel aleatéria continua, se existir
0 f, denominada funcao densidade de probabilidade (fdp) de
sfaga ds seguintes condigdes:

x)= 0 para todo x,
i x)dx =1, %))

ipm quaisquer @, b, com — o < g < b < + oo, teremos
<b)=[} f(x)dx. (4.8)

entdrios: (a) Estaremos essencialmente dizendo que X é uma varidvel
ccontfnua, se X puder tomar todos os valores em algum intervalo (c, d),
’ p_odem Ser — oo e + oo, respectivamente. A existéncia estipulada de uma
1 um artificio matemdtico, que possui considerdvel apelo intuitivo e

cdleulos mais simples. Em relaciio a isso, também devemos salientar
do supomos que X seja uma varidvel aleatdria contfnua, estamos tratan-
descriciio idealizada de X,

P(c < X < d) representa a 4rea sob a curva no grifico da Fig. 4.8, da

Sx)

g x=d

Fig. 4.8
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(¢) Constitui uma conseqiincia da descrigho probabilistica de X, acima,
que, para qualguer valor especificado de X, digamos zo, teremos P(X = z) =,
porque P(X = zg) = J::“ f(z)dz = 0. Este resultado pode parecer muito cop-
trdrio A nossa intuigio. Contudo, devemos compreender que se permitirmog
que X tome todos os valores em algum intervalo, entdo a probabilidade %€ro nko ¢
equivalente 4 impossibilidade. Por isso, no caso contfnuo, P(4) - 0 nfio unp}ica
ser A =@, o conjunto vazio. (Veja-o Teor. 1.1.) Explicando iss> menos rigo-
rosamente, considere-se a escolha de um ponto ao acaso, no segmento de rets
{z] 0 < z<2}. Muito embora possamos estar desejosos em concordar (pars
objetivos mateméAticos) que cada ponto imagindvel no aegment:o possa ser resulltado
de nosso experimento, ficarfamos completamente surpreendidos quanto a isso,
se de fato escolhessemos precisamente o ponto médio do l?egmento ou qu.lq‘.m
outro ponto especificado. Quando expressamos isto em linguagem @mmgu“
rigorosa, dizemos que o evento tem “probabilidade zero”. Tendo em vista essas
observaghies, as seguintes probabilidades serfio todas iguais, ee X for uma varidvel
aleatéria contfnua:

Pc<X=2d), P(c<X<d), Pc<X=Zd), e Pc<X<ad.

(d) Apesar de nfio verificarmos aqui os detnl.hes, pode-se llnoatnr que essa
atribuigio de probabilidades a eventos em Rx satisfaz aos axiomas bésicos da
probabilidade [Eq. (1.3)}, onde poderemos tomar (z| — ® <z < + =} como
nosso espago amostral.

(e) Se uma fungho f* satisfizer is condigbes f* (z) = 0 para todo z, e
~+® j*(2) dz = K, onde K & um nimero real positivo (nfio necessariamente igual

a 1), entdo f* no satisfaz a todas as condigdes para ser uma fdp. No eﬁt&l}to,
poderemos facilmente definir uma nova fungho, digamos f, em termos de f*, assim:

1%(=z)

f(z) = X para todo z.

Em conseqiiéncia, f satisfard a todas as condigdes de uma fdp.

(f) Se X tomar valores somente em algum intervalo finito [a-, bl, poderemos
gimplesmente pér f(z) = 0 para todo z & [a,b. Em eonsaqtlﬁncn.: fdp ficard
definida para todos os valores reais de z, e poderemos exigir que /", f(z) dz=1.
Sempre que a fdp for especificada somente para determinados valores de z, deve-
remos supor que seja zero em todos os demais.

representa a probabilidade de coisa algumal Anteriormente
ib ;ilnﬁ:iamm por emempl(l:,m P(X =2) =0 e, conseqiientemente, f(2) cors
tamente ndo representa essa probabilidade. Somente quando a fungdo for in-
tegrada entre dois limites, ela produzird& uma probabilidade. Poderemos, c':;n'
tudo, dar uma interpretagio de f(z) Az, da seguinte maneira: Do teorema do valor
médio, em Cédlculo, tem-se que

'z Az
Pz<X<z+ 6I)=f J(s)ds = Azf(§), z=<E(<z+ ar
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r pequeno, f(x) Az serd aproximadamente igual a Pz < X <z + Az).
ntfnua A direita, esta aproximagiio se tornard mais exata quando Az—0.)
svemos novamente salientar que a distribuigao de probabilidade (neste
6 induzida em Rx pela probabilidade subjacente associada com eventos
isso, quando escrevemos P(c < X < d), queremos significar como sem-
) <dl, que por sua vez € igual a Pfs| ¢ < X(s) < d], j4 que esses
_equivalentes. A definigio anterior, Eq. (4.8), estipula essencialmente
de uma fdp f definida sobre Ry tal que

d
Plsle < X(s) <d] = f J(z) dz.

primiremos a natureza funcional de X e, por isso, trataremos sp-
Rx e a fdp f.

caso continuo, também poderemos considerar a seguinte analogia
nica: Suponha-se que temos uma massa total de uma unidade conti-
distribufda sobre o intervalo @ <z <b, Nesse caso, f(x) representa

massa no ponto r e J: ‘i J(z) dz representa a massa total contida
ES < d

lo 4.11. A existéncia de uma fdp foi admitida na exposi¢do
varidvel aleatéria continua. Vamos considerar um exemplo
) qual poderemos facilmente determinar a fdp, fazendo uma
propriada sobre o comportamento probabilistico da variavel
ponhamos que um ponto seja escolhido no intervalo (0,1).

mos por X a varidvel aleat6ria cujo valor seja a abscissa x do
hido.

Se I for qualquer intervalo em (0,1), entdo Prob [X e
ente proporcional ao cumprimento de 7, digamos L(I).
[X €11 =kL(I), onde k € a constante de proporcionalida-
| verificar, tomando-se / = (0,1) e observando-se que
leProb [X€(0,1)]= l,quek=1.)

ente, X torna todos os valores em (0,1). Qual ¢é sua fdp?
mOs encontrar uma fungdo f tal que

P(a<X<b)=[? f(x)dx?

o

que, se a<b<00u1<a<b,P(a<X<b)=Oe,poris-
0.Se 0<g<p< 1,P(@a<X<b)=b - ae, conseqiiente-
)=1. Portanto, encontramos

) = [1,0<x<1

0, para quaisquer outros valores.
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Ezemplo 4.12. Suponhamos que a varidvel aleatéria X seja
continua. (Veja a Fig. 4.9.) Seja a fdp f dada por
Ji@) = 2z, 0<2<],
= 0, para quaisquer outros valores.

Evidentemente, f(z) = 0 e J_5~ f(z)dz = Jo'2z dz = 1. Para calcu-

lar P(X < 1/2), deve-se apenas calcular a integral Jo'* 2z) dz = 1/4.

Six) Sx)

(1, 2)

x=1500 x-'2500

Fig. 4.9 Fig. 4.10

O conceito de probabilidade condicionada, explicado no Cap. 3,
pode ser significativamente aplicado a variéveis aleatérias. Assim,
no exemplo acima, podemos calcular P(X < %!% <X<£ %)
Aplicando-se diretamente a definigio de probabilidade condicionada,

teremos
P(igxsi)
P(X<i\-l—s'xsi)= : :
T & P(l<x<-2~)
g =423
_ Sii2zdze _ 586 _ 5
il f?ﬁflxd.c: 3 12,

Ezemplo 4.13. Seja X a duragao da vida (em horas) de um
certo tipo de limpada. Admitindo que X seja uma varidvel aleatd-
ria continua, suponha-se que a fdp f de X seja dada por

f(z) a/r®, 1.500 < z < 2.500,
0, para quaisquer outros valores.
eventos | X < 1.500}
recorre-se & condiga®
J% j(z) dz = 1, que neste caso se torna S50 (afz*)dz = 1. Daf
se obtém a = 7.031.250. O grafico de f estd apresentado na Fig. 4.10-

Em capitulo posterior estudaremos, pormenorizadamente, mui-

tas varidveis aleatérias importantes, tanto discretas como contfnuas:

(Isto &, est4 se atribuindo probabilidade zero aos
e {X > 2.500}.) Para calcular a constante a;
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de nosso emprego de modelos deterministicos, que certas
sam de papel mais importante que outras. Por exemplo,
linear, quadrética, exponencial e trigonométrica tém
na explicagio de modelos deterministicos. Ao desenvol-
s nio-deterministicos (isto é, probabilisticos) verificare-
certas varidveis aleat6rias sio de notdvel importincia.

 Funcdo de Distribuicdo Acumulada

s introduzir outro importante conceito geral, neste capitulo.

jcdo. Seja X uma varidvel aleatéria, discreta ou continua.
a funcio F como a fungdo de distribuigdo acumulada da
\nleatdria X (abreviadamente indicada fd) como F(z) =
T).

a 4.2. (a) Se X for uma varidvel aleatéria discreta

F(z) = E’J (), 4.9)

matério é estendido a todos os indices j que satisfagam &
e

X for uma varidvel aleatéria continua com fdp f,

F(z) = f_" _ J(s)as.

Ambos os resultados decorrem imediatamente da

(4.10)

(racao.

!o 4.14. Suponhamos que a varidvel aleatéria X tome
ores 0, 1 e 2, com probabilidades 1/3, 1/6 e 1/2, respectiva-

Fz) =0 sez<0,
1
g se 0<z<],
3o
T se 1 <z<2,
=1 sz =2

Que é mu.it,o importante indicar a incluséo ou a excluséo
na descrigio dos diversos intervalos.) O gréfico de F
do na Fig. 4.11.
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F(x) 3 A fd F & definida para fodos os valores de z, o que é um motivo
; nte para considerd-la.
il em duas outras importantes propriedades da fd, que re-
S p— no teorema seguinte:
3 } ¢ } x
e co® aagpal 2 43. (@) A fungio F é ndo-decrescente. Isto 6, se
Fig. 4.1 0s F(z)) < F(zs).

Nims—s—«F(z) = 0 e lim;— < F(z) = 1.[Freqiientemente, escre-
como F(— o) =0e F(x) = 1]

Ezemplo 4.15. Suponhamos que X seja uma varidvel continua
com fdp
msiragdo: (a) Definamos os eventos A e B, assim: A =
), B= {X < z,}. Portanto, como z, < z,, teremos
pelo Teor. 1.5, P(4) < P(B), que é o resultado desejado.

Jo caso continuo, teremos:

fz‘d’”’ F“‘“-’“.E’E._f_'_f(sm-o,

F(w) -lmf f(6) ds = 1.
se0<z<1, - S e
Sy el M,oracioeinioéanﬂogo.

O gréfico estd apresentado na Fig. 4.12.
Fx)

J@) =22, 0<z<],
= 0, para quaisquer outros valores,

Portanto, a fdp de F ¢ dada por
Fiz) = 0sez<0,

€ particularmente verdadeiro quando tratarmos com uma
eatoria continua, porque nesse caso ndo poderemos estudar
nento probabilistico de X através do cdlculo de P(X = x).
obabilidade ¢ sempre igual a zero no caso continuo. Contudo,
‘indagar de P(X < x) e, como demonstra o teorema seguin-
fdp de X.

an

a 44. (a) Seja F a fd de uma varidvel aleatéria con-
n fdp 7. Entao,

Fig. 4.12

Os gréficos apresentados nas Figs. 4.11 e 4.12 para as fd séo, fx) = % F(x),
em cada caso, bastante tipicos, no seguinte sentido:

(a) Se X for uma varidvel aleatéria discreta, com um nimero finito
de valores possiveis, o grafico da fd serd constituido por segmentos de
reta horizontais (nesse caso, a fd se denomina fungdo em degraus). A
fungdo F € continua, exceto nos valores possiveis de X: Xy, ...,X,, «-*
No valor x; o grifico apresenta um “salto” de magnitude p(x;) =

() Se X for uma varidvel aleatéria continua, F serf uma fungio
contfnua para todo z.

00 z no qual F seja derivével.

Seja X uma varifvel aleatéria discreta, com valores possi-
-+, € suponha-se que esses valores tenham sido indexados
Z; <z3< ... Seja F afd de X. Entado,

) = P(X = z) = F(z;) — F(xj-)). (4.12)

wstragdo: (a) F(z)=P(X < z) = S~ f(s) ds. Por isso, apli-
S 0 teorema fundamental do Céleulo, obteremos F'(z) = f(z).
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(b) Como admitimos z, < z, < ..., teremos
Fg)=PX=riUX=z}-,U---UX=1)
=plg)+pl] = 1) A pll )

Fgia) = PX =27 U X = 70 U--'U X =12))

=p(—1D)+pG-2)+--+ pQ1).
Portanto,
F(z;) = F(zj-) = P(X = z;) = p(x;).

Comentdrio: Vamos resumidamente reconsiderar a parte (2) do Teorema 4 4,
Recordemos a defini¢do de derivada de uma fungéo F:

F (x)= lim F(x+h)—F(x)
h—+ o h
— fim PX<x+h)-P(X<x)
h—o* h
= lim L [Px<X<x+h)]l
h—=o* p

Portanto, se & for pequeno e positivo,

R (0 =f(n =L ESES2

Assim, f(x) é aproximadamente igual 4 “quantidade de probabilidade no intervalo
(x, x + h) pelo comprimento h”. Daf o nome fungdo densidade de probabilidade.

Exemplo 4.16. Suponha-se que uma varidvel aleatéria conti-

nua tenha a fd F dada por
F(z) 0, <0,

=1—-¢° z>0.

Nesse caso, F’(x) = ¢* para z > 0, e, por isso, a fdp serd dada por

J@ =e*, 20,
= 0, para quaisquer outros valores.

Comentdrio: £ oportuno dizer uma palavra final sobre a terminologia. Ests
terminologia, muito embora ainda n&o uniforme, tornou-se bastante padroni-
zada. Quando falamos da distribuicdo de probabilidade de uma varidvel 819‘3‘
t6ria X, nos referimos & sua fdp se’ X’ for contfnua, ou A sua funcio de probabili-
dade no ponto, p, definida para z;, 7s,... se X for discreta. Quando falamo$
da fungio de distribuigio acumulads, ou algumas vezes apenas fungdo de disiri
buicdo (ou fungdo de repartigdo), queremos sempre nos referir a F, onde F(x) =
=P(X <x).

VARIAVEIS ALEATORIAS UNIDIMENSIONAIS / 89

Distribuicdes Mistas

ingimos nossa explanacdo tdo-somente a varidveis alea-
sejam discretas ou continuas. Tais varidveis sdo certa-
_ﬁ.ais importantes nas aplicagdoes. Contudo, hi situagdes
poderemos encontrar um tipo misto: a varidvel aleatéria X
mar alguns valores diferentes, digamos z,,... z», com proba-
. nao-nula, e também tomar todos os valores em algum in-
.digamos a<z<b A distribuigio de probabilidade de
aleatéria seria obtida pela combinacio das idéias jd exa-
na descri¢io de varidveis aleatérias discretas e de conti-
se verd a seguir. A cada valor z; associa-se um nidmero
que p(z:) = 0 para todo 7, e tal que Doim1 pl@i) = p<l.
da, define-se uma fungdo f, satisfazendo a f(z) = 0,
=1— p. Para todo g, b, com — = <g< bh <+, Pla<
)=L'fx)dx+ 2

' {ira<x;<
, condigiio P(S) = P(— ® < X < @) = 1.

varidvel aleatéria de tipo misto poderia surgir da maneira
a seguir. Suponha-se que estejamos ensaiando algum
nto e fagamos igual a X o tempo de funcionamento. Em
problemas, descreveremos X como uma varidvel aleatéria
com valores possiveis z = 0. No entanto, podem surgir
nas quais exista uma probabilidade ndo-nula de que a peca
me de modo algum, isto ¢, falhe no momento X = 0. Nesse
Jariamos modificar nosso modelo e atribuir uma probabili-
>0 a0 resultado X = 0. Consegiientemente, terfamos
p e P(X>0)=1-p. Deste modo, p descreveria
40 de X no pento 0, enquanto a fdp f descreveria a distri-
valores de X > 0. (Veja a Fig. 4.13.)

- £
./l; flx)de=1-p

Jx)

b) p(x;). Desta maneira, aten-

+
<

x=b

Fig. 413 Fig. 4.14

Variveis Aleatérias Uniformemente Distribuidas

8 e 9, estudaremos minuciosamente muitas varidveis
discretas e contfnuas importantes. J4 introduzimos a
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importante varidvel aleatéria binomial. Vamos agora examinar,
resumidamente, uma importante varidvel aleatéria continua.

Definicio. Suponha-se que X seja uma varifvel aleatéria con-
tinua, que tome todos os valores no intervalo [a, bl, no qual a e b
sejam ambos finitos. Se a fdp de X for dada por

1

b—a’

= 0, para quaisquer outros valores, diremos

a<z<h (4.13)

1)

que X é uniformemente distribuida sobre o intervalo [a, bl. (Veja a
Fig. 4.14.)

Comentdrios: (a) Uma varidvel aleatéria uniformemente distribufda tem
uma fdp que & constanie sobre o intervalo de definigio. A fim de satisfazer &
condigio J T, j(x) dz = 1, essa constante deve ser igual a0 inverso do compri-
mento do intervalo.

(b) Uma varidvel aleatéria uniformemente distribufda representa o andlogo
contfnuo dos resultados igualmente provéveis, no seguinte sentido. Para qual-
quer subintervalo [¢, d], onde a S¢ < d<b, Pc= X <d) é a mesma para todos
03 subintervalos que tenham o mesmo comprimento. Isto &,

Pc<X<d)= J:d f(z)dz = ::

e, por isso, depende unicamente do comprimento do intervalo e nido da posi¢do
desse intervalo,

(c) Agora podemos tornar mais precisa a noglo intuitiva de escolher a0 acaso
um ponto P, em um intervalo [a, bl. Por isto simplesmente queremos dizer que &
coordenada z do ponto escolhido, digamos X, é uniformemente distribufda sobre
Ta, bl.

Ezemplo 4.17. Um ponto é eseolhido ao acaso no segmento de
reta [0, 2. Qual ser4 a probabilidade de que o ponto escolhido
esteja entre 1 e 3/2?

Fazendo-se X representar a coordenada do ponto escolhido, nés
temos que a fdp de X é dada por f(z) = 1/2, 0 < z < 2 e, portanto,
Pl <X <32 =14

F(x)

: x
x=b

Fig. 4.15

xX=4a
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remplo 4.18. A dureza H de uma pec¢a de ago (avaliada na
Rockwell) pode-se supor ser uma varidvel aleatéria continua
ente distribuida sobre o intervalo [50, 70], da escala B.

1,
) = 55, 30 <h<T0,

= 0, para quaisquer outros valores.

iplo 4.19. Vamos obter a expressio da fd de uma varidvel
uniformemente distribufda.

Fo=Px<a= [ fon

=0 se z < @
T—a

= <
b_asea_z<b,

=1 se T = b.

estd apresentado na Fig. 4.15.

Observagdo

idamente temos salientado que em algum estdgio de nosso
ento de um modelo probabilistico, algumas probabilidades
r atribuidas a resultados, com base ou em evidéncia experi-
o as freqiiéncias relativas, por exemplo) ouemalguma outra
D, como a experiéncia passada com o fendmeno que esteja
0. A seguinte questdo pode ocorrer ao estudante: Por que nés
mos obter todas as probabilidades em que estejamos interessa-
lais meios ndo-dedutivos? A resposta é que muitos eventos
babilidades desejamos conhecer sio tdo complicados que
cimento intuitivo é insuficiente. Por exemplo, suponhamos
_Pecas estejam saindo diariamente de uma linha de produgdo,
quais defeituosas. Desejamos saber a probabilidade de ter
05 pecas defeituosas em certo dia. Mesmo que estejamos
05 com o comportamento geral do processo de produgdo,
diffcil para nés associarmos uma medida quantitativa com
0 ou menos pecas sdo defeituosas. No entanto, poderemos
de fazer a afirmagdo de que qualquer pega individual tenha
de 0,10 de ser defeituosa. (Assim, a experiéncia passada
Ormagdo de que cerca de 10 por cento das pegas sao defei-
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tuosas.) Além disso, poderemos estar inclinados a admitir que, indivj.
dualmente, as pegas sejam defeituosas ou perfeitas independentemente
uma da outra. Agora, poderemos proceder dedutivamente e obter 3
probabilidade do evento em estudo. Assim, se X = nimero de pecas
defeituosas,

50 (1000
P(X <50) =k2_ 0( " )(0,10)1«7 (0,90)1000 — k

O que se quer destacar aqui é que os virios métodos que nés dedu-
zimos para calcular probabilidades (e outros que serdo estudados
subseqiientemente) sdo de enorme importancia, porque com eles pode-
remos avaliar probabilidades associadas a eventos bastante complicados,
as quais seriam dificeis de obter por meios intuitivos ou empiricos.

Problemas

4.1. Sabese que umsa determinada moeda apresenta cara trés vezes mais
freqiientemente que coroa. Essa moeda é jogada trés vezes. Seja X o mimero
de caras que aparece. Estabelega a distribuigho de probabilidade de X e tam-
bém a fd. Faga um esbogo do grifico de ambas.

4.2. De um lote que contém 25 pegas, das quais 5 sio defeituosas, siio esco-
lhidas 4 ao acaso. Seja X o nimero de defeituosas encontradas. Estabeleca a
distribuigio de probabilidade de X, quando:

(a) As pegas forem escolhidas com reposigio.

(b) As pegas forem escolhidas sem reposigho.

4.3. Suponha que a varidvel aleatéria X tenha os valores possfveis 1, 2, 3,. . .»
e P(X =j) = 1/2/,j=1,2,..

(a) Calcule P(X ser par).

(b) Caleule P(X 2 5).

(¢) Calecule P(X ser divistvel por 3).

4.4. Considere uma varidvel aleatéria X com resultados possfveis: 0, 1, 2. --
Buponha que P(X =j) = (1 —a)a%,j =0,1,2, ...

(a) Para que valores de a 0 modelo acima tem sentido?

(b) Verifique que essa expressio representa uma legftima distribuigio de

(¢) Mostre que, para quaisquer dois inteiros positivos s e ¢,

PX>s+tX>8)=PX21).
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Suponha que a méquina 1 produza (por dia) o dobro das pecas que
zidas pela méquina 2, No entanto, 4%, das pegas fabricadas pela m4-
tendem a ser defeituosas, enquanto somente cerca de 29, de defeituosas
méquina 2. Admita que a produgfio didria das duas méquinas seja mis-
Uma amostra aleatéria de 10 pegas é extrafda da produciio total. Qual
babilidade de que essa amostra contenha 2 pecas defeituosas?

Foguetes sio langados até que o primeiro langamento bem sucedido
rid Se isso ndo ocorrer até 5 tentativas, o experimento é suspenso
ento inspecionado, Admita que exista uma probabilidade constante
haver um langamento bem sucedido e que os sucessivos langamentos
pendentes. Suponha que o custo do primeiro langamento seja K dé-
to os langamentos subsegiientes custam K/3 délares. Sempre que
langamento bem sucedido, uma certa quantidade de informagio é obti-
pode ser expressa como um ganho financeiro de €' délares, Sendo T'
ido desse experimento, estabelega a distribuigiio de probabilidade de 7.

- Calcule P(X = 5), onde X & a varidvel aleatéria definida no Ex. 4.10.
ny =10, g = 15, py = 0,3 e py = 0,2,

(Propnedadea das Probabilidades Binomiais.) Na explanagio do Ex. 4.8,
geral para as probabilidades binomiais (’,:)p"(l — p)** foi sugerido.
de otar essas probabilidades por p,(k).

! " ostre que, para 0 <k < n, temos
Palk + Dipa(k) = [(n — K)/(k + D] [p/(1 — p)).
npregando (a), mostre que

) Pale + 1) > pa(k) se kb < np — (1 — p),
Pn(k + 1) = pu(k) se k = np — (1 — p),
Pn(k + 1) < pa(k) se k> np — (1 — p).
Sireé Que se np — (1 — p) for um inteiro, pn(k) toma seu valor méximo
-;aloresde k, a saber, ku=np—_(1—p} e k' =np— (1 —p)+1.

/]

stre que se np —'(1 — P) néo for um inteiro, entdio pn(k) toma seu
10 quando k for igual ao menor inteiro maior que ko.

stre que se np — (1 — P) <0, pa(0) > pa(l) > ...> pa(n), enquanto
=D =0, pu0) = pa(l) > pa2) > ... > Pa(n).

varidyel nlleatéria contfnua X tem para fdp: f(z) = 2/2, 0<z <2,
luas det-ermma.cﬁes independentes de X. Qual serd a probabilidade
essas determinagdes sejam maiores do que 1?7 Se trés determinagoes

forem feitas, qual a probabilidade de que exatamente duas delas
do que 1?

531 X a duragéio da vida de uma vélvula eletrdnica e admitase que X
2 tnda_por uma varidvel aleatéria contfnua, com fdp f(z) = b=,
ERGSX <41, Verifique que p; é da forma (1 — a)a’

. varidvel nleatd_rig contfnua X tem fdp f(z) =3z%, —1<z<0
TO que satisfaga a —1 < b < 0, calcule P(X > b|X < b/2).
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4.12. Suponha que f e g sejam fdp no mesmo intervalo a <z <b.

(@) Verifique que f 4+ ¢ niio é uma fdp nesse intervalo.

(b) Verifique que, para todo mimero B, 0 <8 <1, Bf(z) + (1 — B)g(z)
¢ uma fdp nesse intervalo.

4.13. Suponha que o gréfico na Fig. 4.16 represente a fdp de uma varidvel
aleatéria X.

(@) Qual serd a relagio entre a e b?
(b) Se a> 0 e b > 0, que se pode dizer do maior valor que b pode tomar?
(Veja a Fig. 4.16.)
X
(a, b)

x=—a | x=b

Fig. 4.16

4.14. A percentagem de dlcool (100 X) em certo composto pode ser consi-
derada uma variével aleatéria, onde X, 0 < X < 1, tem a seguinte fdp: -

fz) =202%1 —2), O0<z<L

(a) Estabelega a expressio da fd F e esboce seu gréfico.

(b) Calcule P(X < 2/3).

(c) Suponha que o prego de venda desse composto dependa do conteddo
de #lcool. Especificamente, se 1/3 < X < 2/3, o composto se vende por ¢y dé-
lares/galiio; caso contrério, ele se vende por C délares/galio. Se o custo for Ci
délares/galio, calcule a distribuigo de probabilidade do lucro liquido por galdo.

4.15. Seja X uma varidvel aleatéria contfnua, com fdp dada por

jlz) = az, 0<z=1,
= a, 1£z<2,
= —qz + 3a, 2<z<3,

0, para quaisquer outros valores.

(a) Determine a constante a. (b) Determine a fd F e esboce o seu gréfico-
(¢) Se X1, X3 e X4 forem trés observagdes independentes de X, qual serd a probs-
bilidade de, exatamente, um desses trés mimeros ser maior do que 1,57

4.16. O didmetro X de um cabo elétrico supde-se ser uma varidvel aleatéria
contfnua X, com fdp f(z) = 6z(1 —z), 05z <1

(@) Verifique que essa expressio é uma fdp e esboce o seu gréfico.

(b)) Obtenha uma expressio para a fd de X e esboce o seu gréfico.

(¢) Determine um nimero b tal que P(X < b) = 2P(X > b).

(d) Caleule P(X <1/2[1/3 < X < 2/3).
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17. Cada uma das seguintes fungdes representa a fd de uma varifvel alea-
tfnua. Em cada caso, F(z) = O para z < a e F(r) = 1 para z > b, onde
o intervalo indicado. Em cada caso, csbace o gréfico da fungdo F, deter-
_%fdpf e faga o seu grifico. Também verifique que J é uma fdp.

(b) Flz) = (2r)sen” (\/z) 0<z<]1.
@ F@) -z=;2+%. —12z<1.

) F(2) =z3,0<z <5,

Flz) = ¢, — = <z<0.

Seja \ a duragio da vida (medida em horas) de um dispositivo
. Suponha que X seja X varidvel aleatéria continua com fdp f(z) =
', 2.000 < z < 10.000.

Para n = 2, determine k. (b) Para n = 3, determine k. (c) Para n
determine k. (d) Qual a probabilidade de que o dispositivo falhe antes
horas se tenham passado? (e) Esboce a fd F(t) para a letra (c) e deter-
. forma algébrica.

Seja X uma varidvel aleatéria com distribuigio binomial, baseada
peticoes de um experimento. Se p = 0,3, calcule as seguintes probabili-
pregando & tdbua da distribui¢io binomial do Apéndice:

P(X=8); (B PX=T7); (JPX2>6).

Suponha que X seja uniformemente distribufda sobre |—a, + al,
‘0. Quando possivel, determine @ de modo que as seguintes relagBes

eitas:
-
3 3

®) P(x>1>-%. © PX<1)=07.

X <2)=03 (9 PUX|<D=P(IX|>1).

Buponha que X tenha distribuigio uniforme sobre [0, al, @ > 0. Res-
_perguntas do Probl. 4.20.

- Um ponto ¢ escolhido ao acaso, sobre uma reta de comprimento L.
_ probabilidade de que o quociente do segmento mais curto para o mais
3 menor do que 1/4°?

~ Uma f4brica produz 10 recipientes de vidro por dia. Deve-se supor
uma probabilidade constante p = 0,1 de produzir um recipiente defei-
3 Que esses recipientes sejam estocados, eles sdo inspecionados e os
?ap&rados. Admita que exista uma probabilidade constante r = 0,1
Tecipiente defeituoso seja mal classificado. Faga X igual ao mimero
s classificados como defeituosos ao fim de um dia de produgBo.
€ todos os recipientes fabricados em um dia sejam inspecionados na-

cule P(X = 3) e P(X > 3). (b) Obtenha a expressio de P(X = k).

po.nha Qile_5 por cento de todas as pegas que saiam de uma linha
0 sejam defeituosas. Se 10 dessas pegas forem escolhidas e inspecio-
serd & probabilidade de que no méximo 2 defeituosas sejam encon-



96 / PROBABILIDADE

4.25. Suponha que a duragio da vida (em horas) de uma certa vélvula sejs
uma varidvel aleatéria continua X com fdp f(z) = 100/z% para z > 100, e zery
para quaisquer outros valores de z.

(@) Qual serd a probabilidade de que uma vélvula dure menos de 200 horas,
sc soubermos que ela ainda estd funcionando apés 150 horas de servigo?

(b) Se trés dessas védlvulas forem instaladas em um conjunto, qual serd g
probabilidade de que exatamente uma delas tenha de ser substituida apés 150
horas de servigo?

(¢) Qual serd o nimero méximo de vélvulas que poderd ser colocado em um
conjunto, de modo que exista uma probabilidade de 0,5 de que apds 150 horas
de servigo todas elas ainda estejam funcionando ?

4.26. Um experimento consiste em n tentativas independentes. Deve-se
admitir que por causa da ‘“‘aprendizagem’’, a probabilidade de obter um resul-
tado favordvel cresga com o nimero de tentativas realizadas. Especificamente,
suponha que P (sucesso na i-ésima repeti¢io) = (i + 1)/(i +2), i = 1,2, ..., n.

(@) Qual seré a probabilidade de ter ao menos 3 resultados favordveis, em
8 repetigdes?

(b)) Qual seré a probabilidade de que o primeiro resultado favordvel ocorra
na oitava repeticéo?

4.27. Com referéncia ao Ex. 4.10:

(a) Calcule P(X = 2), se n = 4.

(b) Para n arbitrdrio, verifique que P(X = n — 1) = P (exatamente uma
tentativa mal sucedida) é igual & [1/(n + 1) D 7_, (1/i).

4.28. Se a varifvel aleatéria K for uniformemente distribuida sobre (0, 5),
qual serd a probabilidade de que as rafzes da equaglo 42’ + 42K + K 42 =0
sejam reais?

4.29. Suponha que a varidvel aleatéria X tenha valores possiveis, 1,2,3,. ..
e que

Px=r=k0-p""Lo<p<l.

(a) Determine a constante k.

(b) Ache a moda desta distribuigdo (isto ¢,0 valor de r que torne P(X =7)
a maior de todas).

4.30. Ums varidvel aleatéria X pode tomar quatro valores, com probabili-
dades (1 + 32)/4, (1 — 2)/4, (1 + 22)/4 e (1 — 4z)/4. Para que valores de z é
esta uma distribuicio de probabilidade ?

Ses de Variaveis Aleatorias

Capitulo 5

Um Exemplo

yonhamos que o raio do orificio de um tubo calibrado com
X seja considerado uma varifvel aleatéria continua com
Seja A = m X? a drea da secgio transversal do orificio. E
amente evidente que, uma vez que o valor de X é o resul-
» um experimento aleatério, o valor de 4 também o é.
. A é uma varidvel aleatéria (continua) e desejamos obter
que denotaremos g. Esperamos, uma vez que A é fungio
que a fdp ¢ seja de algum modo deduzivel do conhecimento
Neste capftulo, trataremos de problemas desse tipo geral.
rém de nos familiarizarmos com algumas das técnicas espe-
necessirias, vamos exprimir os conceitos acima mais rigoro-

Eventos Equivalentes

&€ um experimento e seja S um espago amostral associado
Ja X uma varidvel aleatéria definida em S. Suponha-se
= H(z) seja uma funcio real de z. Entdo, ¥ = H(X) é uma

5 Rx Ry

Fig. 5.1

aleatéria, porque para todo s € S, um valor de Y fica de-
4do, a saber y = H[X(s)]. Esquematicamente, teremos a
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Como anteriormente, denominaremos Ry o contradominio de X,
o conjunto de todos os valores possiveis da func¢io X. Semelhante-
mente, definiremos Ry como o conlradominio da varidvel aleatirig
Y, o conjunto de todos os valores possiveis de Y. Anteriormente, j4
definimos [Eq. (4.1)] a nociio de eventos equivalentes em S e em Ry,
Agora, estenderemos esse conceito na seguinte forma natural.

Definigdo. Seja C um evento (subconjunto) associado ao con-
tradominio Ry, de ¥, como se explicou acima. Seja B C Ry defi-
nido assim:

B= {z€ Ry Hz) Q). (5.1)

Em palavras: B é o conjunto de todos os valores de X, tais que
H(z) € C. Se B e C forem relacionados desse modo, os denomina-
remos eventos equivalentes.

Comentdrios: (a) Como anteriormente, a interpretacio ndo formal disso é
que B e C seriio eventos equivalentes se, e somente se, B e C ocorrerem conjunta-
mente. Isto é quando B ocorrer, C ocorrerd, e inversamente,

(h) Suponha-se que 4 seja um evento associado a 8, o qual é equivalente a
um evento B associado a Kxy. Entdo, se € for um evento associado a Ry o qual
6 equivalente a B, teremos que A serd equivalente a C.

(¢) B também importante compreender que quando falamos de eventos
equivalentes (no sentido acima), esses eventos sfio associados a diferentes espagos
amostrais,

Exemplo 5.1. Suponha-se que H(x) = wz?, tal como na Seg. 5.1.
Entio, os eventos B:{X > 2] e C:{Y > 4r} sio equivalentes.
Porque, se ¥ = 7 X?, entio {X > 2} ocorreri se, e somente se,
{Y > 4m} ocorrer, desde que X ndo pode tomar valores negativos no
caso presente. (Veja a Fig. 5.2.)

y= xx?

x=2

Fig. 5.2

Comentério: B também importante salientar que ums notagho abreviads
esté sendo empregada quando escrevemos expressdes tais como (X > 2} e
{Y > 4x). Aquilo a que nos estaremos referindo, naturalmente, sio os valores
de X e os valores de Y, isto & [s|X(s) > 2} e [z|V(z) > 4x].
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1 Tal como fizemos no Cap. 4, [Eq. (4.2)], daremos a seguinte
_ Definigio: Seja uma varidvel aleatéria X definida no espago

al S. Seja Rx o contradominio de X. Seja H uma fungio
‘e considere-se a varidvel aleatéria ¥ = H(X) com contradomfnio
Para qualquer evento C C Ry, definiremos P(C) assim:

P(C) = Pl[{z € Rx: H(x) € C}].

Em linguagem corrente: A probabilidade de um evento asso-
ao contradominio de Y é definida como a probabilidade do
o equivalente (em termos de X), como indicado pela Eq. (5.2).

(5.2)

‘omenddrios: (a) A definigio acima torna possfvel calcular probahilidades
volvam eventos associados a ¥, se conhecermos a distribuigio de proba-
e de X e se pudermos determinar o evento equivalente em apreco.

) Uma vez que explicamos anteriormente [Eq. (4.1 e 4.2)] como relacionar
ilidades associadas a Rx com probabilidades associadas a S, podemos re-
a Eq. (5.2) assim:

€) = Pl{z € Rx : Hz) € C}] = Pl(s € S : H[X(s)] € C}].

Ezxemplo 5.2. Seja X uma varidvel
continua com fdp

i - f@) =€ z>0.
(Uma integragio simples confirma que
ST etdr=1)

Suponha-se que H(z) = 2z + 1. Em
conseqiiéneia, Rx = {z|z > 0}, enquanto
Ry = {y|ly > 1}. Suponha-se que o even-
to C seja definido deste modo: C ={¥ = 5}.
x=2 % [Entéo, y = 5 se, e somente se, 2z + 1 = 5,
Fig. 5.3 0 que por sua vez acarreta z = 2. Daf, C

- ¢ equivalente a B = {X 2 2}, (Veja Fig.
Entio, P(X > 2) = J2" ¢* dx = 1/e*. Aplicando-se entdo a
) encontraremos que
P(Y 2 5) = 1/e.

ios: (a) B novamente proveitoso salientar que poderemos consi-
‘ol cho de ambas as avaliagbes de z = X(s) e de y = H(z) em nosso
to e, conseqiientemente, considerar apenas Ry, o contradomfnio de ¥,

mente falando, o espago amostral de nosso experimento é B_s o re-
experimento é s, Tudo o que se faz subseqiientemente n&o é influen-
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ciado pela natureza aleatéria do experimento. A determinacio de z = X(s) ¢
a avaliagio de y = H(z) slo processos rigorosamente deterministicos depois que g
tenha sido observado. Contudo, como j4& explicamos, podemos incorporar esses
célculos na descrigho de nosso experimento e, deste modo, tratar diretamente
com o contradominio Ry.

(b) Exatamente do modo como a distribuigio de probabilidade foi induzida
em Ry pela distribuigho de probabilidade sobre o espago amostral original S, a
distribuigio de probabilidade de Y seré determinada quando a distribuigio de
probabilidade de X for conhecida. Assim, no Ex. 5.2 acima, a distribuigio espe-
cificada de X determinou completamente o valor de P(¥ = 5).

(¢) Ao considerar uma fungio de uma varidvel aleatéria X, digamos
Y = H(X), devemos observar que nem toda fungio H concebfvel poderd ser aceita,
Contudo, as fungdes que surgem nas aplicagdes estdio infalivelmente entre aquelas
que podemos considerar e, por isso, ndo nos referiremos mais a esta pequena difi-
culdade.

5.3. Varidveis Aleat6rias Discretas

Caso 1. X é uma varidvel aleatéria discreta. Se X for uma
varidvel aleatéria discreta e ¥ = H(X), nesse caso segue-se imedia-
tamente que Y serd também uma varidvel aleatéria discreta.

Porque supor que os valores possiveis de X possam ser enume-
rados como z,, Zs, ..., Zn, ... acarreta que certamente os valores
possiveis de Y sejam enumerados como y, = H(zxy), y2 = H(zy),...
(Alguns desses valores de ¥ poderiio ser iguais, mas isso certamente
nio perturba o fato de que esses valores possam ser enumerados.)

Exemplo 5.3. Suponhamos que a varidvel aleatéria X tome os
trés valores —1, 0 e 1, com probabilidades 1/3, 1/2 e 1/6, respectiva-
mente, Seja ¥ = 3X 4+ 1. Nesse caso os valores possiveis de Y
sio —2, 1 e 4, tomados com probabilidades 1/3, 1/2 e 1/6.

Este exemplo sugere o seguinte procedimento geral: Se m,,.. .,
Zn,... forem os valores possiveis de X, p(z;) = P(X = x), e H for
uma fungio tal que, a cada valor y corresponda exatamente um
valor z, entdo a distribuigio de probabilidade de Y serd obtida do
seguinte modo:

Valores possiveis de Y: yi=H(x), i=1,2,...,nm...;
Probabilidades de Y: o) = P(Y = y) = p(z).
Muito freqiientemente a fungiio H nio possui a caracteristica

acima, e poderd acontecer que vérios valores de X levem ao mesmo
valor de Y, como ilustra o exemplo seguinte,

Exemplo 5.4. Suponha-se que consideramos a mesma varigvel
aleatéria X, como no Ex. 5.3 acima. Contudo, introduzimos Y = D&
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to, os valores possiveis de ¥ sdo zero e um, tomados com pro-
dades 1/2 e 1/2, porque Y = 1 se, e somente se, X = — 1 ou
e a probabilidade deste ultimo evento ¢ 13 + 1/6 = 1/2.
ermos de nossa terminologia preliminar, os eventos B: [ X = 4 1}
{¥Y =1} sio eventos equivalentes e, em conseqiiéncia, pela
5.2) tém iguais probabilidades.
-procedimento geral para situagdes como a apresentada no exem-
na ¢ o seguinte: Sejam zi, Ziy,.. ., zy,... os valores de X
ham a propriedade H(z;)) = y; para todo J- Entio,

9:) = P(Y = y) = p(z:)) + plz)) + ...

para caleular a probabilidade do evento {V = i}, acha-se o
_eql.ujralente em termos de X (no contradomfnio Rx) e em
: sd;clonam-se todas as probabilidades correspondentes. (Veja
54.

Rx R]r

Fig. 5.4

plo 5.5. Admita-se que X tenha os valores possiveis
* M ... e suponha-se que P(X = n) = (1/2)". Seja

Y=1 se X for par,

Y = —1 se X for fmpar.

0, ¥ toma os dois valores —1 e +1. Desde que V = | se,

ite se, X =2, ou X =4, ou X = 6 .
! =% = ou...,
iy ) a aplicagio da

P(Y=1).—_T:_+_L+

1
6tet =3

A
64

P(Y-'-'-—l}-——l—P(Y:l):%

2. X ¢ uma varidvel aleatéria contfnua. Pode acon-
X Seja uma varidvel aleatéria contfnua enquanto Y seja
I.’o" exemplo, suponha-se que X possa tomar todos os
Te81s, enquanto Y seja definido igual & + 1 se X > 0, e
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G) = PY<y)=PBX+1<y)
= PIX < (y— 1)3]

w-1p3
= _[ 2zdz = [(y — 1)3].

o) =60 =2 -1,

Y =—1se X <0. A fim de obter a distribuigio de probabilidade
de Y, determina-se apenas o evento equivalente (no contradominio
Rx) correspondente aos diferentes valores de Y. Neste caso, ¥ = |
se, e somente se, X = 0, enquanto ¥ =—1 se, e somente se, X < (.
Por isso, P(Y = 1) = P(X = 0), enquanto P(Y = —1) = P(X < ().
Se a fdp de X for conhecida, essas probabilidades poderdo ser calcula-
das. No caso geral, se {¥ = y} for equivalente a um evento, por
exemplo A, no contradominio de X, entdo

que J(z) > 0 para 0 < z < 1, encontramos que g(y) > 0 para
qws) = P(Y = ) = J{ j(z) da. '4'
0: O evento A, referido acima, equivalente ao evento (¥ <y}

s {(X =(y—1)3).

ste uma outra maneira, ligeiramente diferente, de obter o
uﬁsult.ado, a qual seri de utilidade mais tarde. Considere-

5.4. Variaveis Aleat6rias Continuas

O caso mais importante (e mais freqiientemente encontrado)
aparece quando X for uma varidvel aleatéria continua com fdp f e H
for uma func¢do contfnua. Conseqiientemente ¥ = H(X) serd uma
varidvel aleatéria continua, e nossa tarefa serd obter sua fdp, que
denotaremos por g.

='P(Y5y)=P(XgJ’—'3ll)=p(lf3"_l ,

a fd de X; isto ¢,

F(zr) = P(X < 2).

O procedimento geral sera: .
de calcular a derivada de G, G'(y), empregaremos a regra

4o de fungiio, como segue:

- dG(y) _ 4Gy) du
___dy i '_d};_’ onde y =

(a) Obter ¢, a fd de Y, na qual G(y) = P(Y < y), achando-se
o evento A (no contradominio de X) o qual é equivalente ao evento

Y <yl F=1

(b) Derivar G(y) em relagio a y, a fim de obter g(y). '

(¢) Determinar aqueles valo- » 3 3 3
res de y no wtzt;agoanimo de Y, como anteriormente. A fdp de ¥
para os quais g(y : tem o gréfico apresentado na Fig.
B 2y 6. (Para verificar o céleulo, ob-
Ezemplo 5.6. Suponhamos que yee il I:, serve que Ji* g(y)dy = 1.) =
r=4 i
X tenha fdp ¥ E Ezemplo 5.7. Suponhamos que
s 0.8 uma varidvel aleatéria contfnua tem
J(z) = 2z, 0 <2< 1, e - " a fdp como foi dada no Ex. 5.6. Se-
: * ~ara achar a fdp de Y = H(X), ced
=0, ﬁ:;‘oa rz:tms quaisquer dica & seguir (veja a Fig, 5.7): ), procederemos co-
/ GW) = P(Y <y) = P(eX < y)
Seja H(z) = 3z + 1. Daf, para -x = P(X> — - :
obter a fdp de ¥ = H(X), teremos Fx=0v-1s = ~lny o
i g

(veja a Fig. 5.5). Fig. 5.5
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Daf, g(y) = G'(y) = — 2Inyly. Visto que f(z) > 0 para0 < z < ,
encontramos que g(y) > 0 para ljle < y < 1. [Observe que o sing]
algébrico para g(y) esté correto, pois que Iny < 0 para l/e < y < 1]
O gréfico de g(y) estd esbogado na Fig. 5.8.

¥

\ £0)
- "

x==Iny

N —

Fig. 5.7 Fig. 5.8

Poderemos também obter o resultado acima por um tratamento
um pouco diferente, que esbogaremos resumidamente. Tal como
anteriormente

G(y)

I

P(Y<y)=P(X 2 ~Iny)
1—-PX<~hy=1—=F(—Iny),

onde F é a fd de X, como antes. A fim de obter a derivada de G,
aplicaremos também a regra de derivacdo de funcdo de fungio, co-
mo se segue:

a6 _ 6 du

3 g iy ! onde u = — Iny.

Deste modo

1 1
G = = F' (-——): 2] -(..._..),
(¥ (w) z +2Iny y

tal como anteriormente.

Vamos agora generalizar o tratamento sugerido pelos exemplos
acima. O passo mais importante em cada um dos exemplos foi dado
quando substituimos o evento {Y < y} pelo evento equivalente em
termos da varidvel aleatéria X. Nos problemas acima, isso foi re-
lativamente ficil porque em cada caso a fungio de X era estrita
mente crescente ou estritamente decrescente.
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7. 5.9, y 6 uma fungdo estritamente crescente de z. Por
omos resolver y = H(z) em termos de y, isto &, z = H'(y),

y=H(x)

x=H-1(y)
Fig. 5.9

onde H' é denominada fun-
¢éo inversa de H. Portanto,
se H for estritamente crescente
{H(X) < y} serd equivalente
a {X < H'(y)}, enquanto se
H for estritamente decrescente,
{H(X) < y] serd equivalente
a {XZH'@).

O processo empregado nos exem-
plos acima pode agora ser ge-
neralizado, na seguinte forma:

wa 5.1. Seja X uma variével aleatéria continua com fdp f,

9(v) = J(2)

> 0, para @ < z < b. Suponha-se que y = H(z) seja uma
de z estritamente monétona (ou crescente ou decrescente).
e que essa funcdo seja derivdvel (e, portanto, continua)
z. Ent#o, a varidvel aleatéria Y, definida como ¥ = H(X)

fdp ¢ dada por

dr
d-y‘ , (5.3)

xpresso em termos de y. Se H for crescente, entdo g serd

ara aqueles valores de y que satisfagam H(a) < y < H(b).
ecrescente, entdo g serd ndo-nula para aqueles valores de y

¢am H(b) < y < H(a).

wstragio: (a) Suponha-se que H seja uma fungio estrita-

crescente. Daf

Gly) = P(Y < y) = PIHX) <y
= P[X < H'(y)] = FIH"'()].

dG(y) _ dG(y) dz
dy

do G(y) em relagdo a y, obteremos com o emprego da regra
a de fungio de fungfio:

onde z = H1(y).

dr dy’
v dF@ dz . dz
G(y)=T o = f(z) 5
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(b) Suponha-se que H seja uma fungio decrescente. Daf

P(Y <y) = PH(X) < y] = PIX 2 H7(y)]
1 - P[X < H'@)] = 1 — FIH"(@¥)].

G(y)

Procedendo tal como acima, poderemos escrever

d6w) _ d6w) dr _ d . ooods o ds
BT g R e e

Comentdrio: O sinal algébrico obtido em (b) estd correto porque, se y for
uma funcfio decrescente de z, z serd uma fungfio decrescente de y e, conseqiiente-
mente, dz/dy < 0. Deste modo, pelo emprego do sinal, com o valor absoluto
em torno de dz/dy, poderemos combinar o resultado de (a) e de (b) e obter a forma
final do teorema.

Ezemplo 5.8. Vamos reexaminar os Exs. 5.6 e 5.7 pela aplicacio
do Teor. 5.1.

(@) No Ex. 5.6 tivemos f(x) =2z, 0<z <1, e y=3z+ 1.
Conseqiientemente, z = (y — 1)/3 e dz/dy = 1/3. Por isso, g(y) =
=2y — 1)3l(1/3) = (2/Ny — 1), 1<y<4, o que confirma o
resultado obtido anteriormente.

(b) No Ex. 5.7, tivemos f(z) = 2z, 0 <z <l e y=¢* Em
conseqiiéneia, z = — Iny e dz/dy = — 1fy. Deste modo, g(y) =
= — 2(0ny)y, l/e <y <1, o que também confirma o resultado jé&
obtido.

Se y = H(zx) niio for uma fung¢iio monétona de z, ndo poderemos
aplicar diretamente o processo acima. Em vez disso, voltaremos
a0 processo geral esquematizado acima. O exemplo seguinte ilustra
esse procedimento.

Ezemplo 5.9. Suponhamos que

j@) =12, —1<z<1,
= 0, fora desse intervalo.

Seja H(z) = z*. Obviamente, esta ndo é uma fun¢io monétond
sobre o intervalo [—1, 1] (Fig. 5.10). Por isso, obteremos a fdp de
Y = X* do seguinte modo:
Gly) = PY<y=PX*<y)
= P(- Vy< X<V
F(Vy) - F(-V'y),
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fd da varidvel aleatéria X. Logo,

v = IVY =V
G = < e~ T

\/- UV W) + 5=V ).

T

do, 9(w) = (12V'y) (12 + 1/2) = 1/2¢/y,0<y<1. (Veja

1)

20

y=x2

4
E

Fig. 5.10 Fig. 5.11

empregado no exemplo acima fornece o seguinte re-

ma 5.2. Seja X uma variével aleatéria contfnua com fdp 1.

= X*. Entio, a varidvel aleatéria ¥ tem a fdp dada por

1
9(y) = mmx/ﬁ) + f(=Vy)l.

mstragdo: Veja o Ex. 5.9.

8 que X seja uniformemente distribufda sobre (—1, 1). Seja

« Achar a fdp de ¥, gly), e fazer seu gréfico. Verifique também
fdp adequada.

_ ha que X seja uniformemente distribufda sobre (1, 3). Ache
ntes varidveis aleatérias:

=3X +4, ®) Z =X
M cada caso que a fungio obtida & a fdp. Esboce os gréficos.
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5.3. Suponha que & varifvel aleatéria continua X tenha fdp f(z) = ¢,
z > 0. Ache a fdp das seguintes varidveis aleatdrias:

(@ Y = X3 (b Z =3[X + 1)

5.4. Suponha que a varidvel aleatéria discreta X tome os valores 1, 2 e 3
com igual probabilidade. Ache a distribuigdo de probabilidade de ¥ = 2X + 3.

5.5. Suponha que X seja uniformemente distribuida sobre o intervalo (0, 1).
Ache a fdp das seguintes varidveis aleatdrias:

(@) Y=X2+4+1, ® Z=1X+1).

5.6. Suponha que X seja uniformemente distribufda sobre (—1,1). Ache
a fdp das seguintes varifveis aleatdrias:

(@ Y =sen(n2)X, () Z =cos(m2X, () W = |X|.

5.7. Suponha que o raio de uma esfera seja uma varidvel aleatéria contfnua.
(Em virtude de imprecisdes do processo de fabricagfio, os raios das diferentes es-
feras podem ser diferentes.) Suponha que o raio R tenha fdp f(r) = 6r(1 — r),
0 <r < 1. Achea fdp do volume V e da firea superficial S da esfera.

5.8. Uma corrente elétrica oscilante I pode ser considerada como uma va-
ridvel aleatéria uniformemente distribufda sobre o intervalo (9, 11). Se essa
corrente passar em um resistor de 2 ohms, qual ser4 a fdp da poténcia P = 2I*?

5.9. A velocidade de uma molécula em um gds uniforme em equilfbrio &
uma varifivel aleatéria ¥ cuja fdp é dada por

o) = a* e, v >0,
onde b = m/2kT e k, T e m denotam respectivamente a constante de Boltzman,
a temperatura absoluta e a massa da molécula.

(a) Calcular a constante a (em termos de b). [Sugestdo: Considere o fato
de que J; ® ¢ dz =+/7/2 e integre por partes.]

(b) Estabelega a distribuigio da varidvel aleatéria W = mV?%2, a qual re-
presenta a energia cinética da molécula.

5.10. A tensiio elétrica aleatéria X é uniformemente distribufda sobre o
intervalo (—k, k). .Se Y for a entrada de um dispositivo nfo-linear, com as carac-
terfsticas indicadas na Fig. 5.12, ache a distribui¢ho de probabilidade de Y, nos
trés casos seguintes: (a) k <a, (b) a <k <=z (c) k> zp

Fig. 5.12

Comenidrio: A distribuigio de probabilidade de Y constitui um exemplo
de uma distribuigho mista. Y toma o valor zero com probabilidade nic-nula e
também toma todos os valores em certos. intervalos. (Veja a Seg. 4.6.)
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5.11. A energia radiante (em Btu/hora/pé?) ¢ dada pela seguinte func¢do da
temperatura T (em escala Fahrenheit): E = 0,173 (T/100)*. Suponha que a
temperatura T seja considerada uma varidvel aleatdria continua como fdp

iy = 2002, 40 <t <50,
= 0, para outros quaisquer valores.

Estabeleca a fdp da energia radiante E.

5.12. Para medir velocidades do ar, utiliza-se um tubo (conhecido como
tubo estitico de Pitot), o qual permite que se meca a pressio diferencial. Esta
pressdo diferencial € dada por P = (1/2) d¥?*, onde d € a densidade do are V' é a
velocidade do vento (mph). Achar a fdp de P, quando ¥ for uma varidvel aleatdria
uniformemente distribuida sobre (10, 20).

5.13. Suponha que P(X < 0,29) = 0,75, onde X ¢ uma varidvel aleatoria
continua com alguma distribuicdo definida sobre (0, 1). Quando ¥ =1 — X,
determinar k& de modo que P(Y < k) =0,25.
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