Variancia

A esperanca de X, E(X), é um parametro da distribuicdo de probabilidade de X . Essa
fornece uma medida de posicionamento em relacdo Ry. Intuitivamente essa medida pode ser

considerada como se fosse a “média ponderada”. Entretanto essas duas medidas s@o distintas.

Considerando um grande nimero de determinacdes de X (x4, X5, ..., X,) e calculando a
média ponderada esta estard proxima de E (X) para um n suficientemente grande. A média
ponderada é uma caracteristica de um conjunto de dados e a esperanga € um parametro de uma

distribuicdo de probabilidade, ou seja, um valor tedrico.

MOTIVACAO :

Seja X e Y duas varidveis aleatdrias que representam a duracdo de uma lampada de dois
fabricantes distintos. Os dois fabricantes anunciam uma durabilidade média de E(X) = 1.000h e

E(Y) = 1.000h. Entao pode-se afirmar que as duas lampadas possuem a mesma qualidade?
Duas possiveis situagdes:

1) Fabricante A possui lampadas que duram na sua maioria entre 950 e 1050h

2) Fabricante B possui lampadas que duram entre 650 e 1350

Com essa nova informagdo voc€ mudaria de opinido sobre a qualidade dos fabricantes?

Defini¢ao:
Seja X uma varidvel aleatdria, a variancia de X, Var(X) ou o? ser4:
Var(X) = E[X-E(X)]?

A Var(X) € o segundo momento de uma distribuicao de probabilidade e fornece uma
medida de variabilidade ao redor da esperanga, ou seja, o quanto a variavel se desvia em relagao

a média. Assim, intuitivamente a variancia € a média do quadrado dos desvios em relacdo a




média, e portanto, expressa em unidade quadrada de X . Para evitar unidades ao quadrado tem-se

uma medida de dispersdo que utiliza a unidade de X e chamada de desvio padrdo, 0, serd

o =,/Var(X)

Teorema:
Var (X) = E(X*) —E(X)?

Demonstracao:

Var(X) = E[X — E(X)]? = E[X? — 2XE(X) + E(X)%] = E(X?) — 2E(X)? + E(X)?
= E(X?) — E(X)?

EXEMPLO:

Sendo X uma varidvel aleatdria continua com funcio .densidade de probabilidade dada por:
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Propriedades da Variincia

Propriedade (7):

Sendo ¢ uma constante, entao:
Var(c + X) = Var(X)

Demonstracao:

Var(c+X) =E[X+c—EX+)]? =E[X-E(X) + ¢ — c]* = Var(X)

Propriedade (8):

Sendo ¢ uma constante, entao:
Var(cx) = ¢*Var(x)

Demonstracao:

Var(cX) = E[(cX)?]-[E(cX)]? = 2E(X?) — [cE(X)]?

= *[E(X®)- (E(X)]? = c*Var(X)

Propriedade (9):

Sendo (X,Y) uma varidvel aleatdria bidimensional e X e Y independentes:
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)
Var(X —Y) =Var(X) + Var(Y)

Demonstracao:

Var(X +Y) = E((X + Y)2) — (E(X + Y))?
Var(X +Y) = E(X% + 2XY + Y2)- [E(X)]? + 2E(X)E(Y) + [E(Y)]?
Var(X +Y) = E(X?) + 2E(XY) + E(Y®)-E(X)? = 2E(X)E(Y) — E(Y)?
Var(X +Y) = E(X?)-E(X)2 + E(Y%) — E(Y)? + 2[E(XY) — E(X)E(Y)]

Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y)



Note que a variancia nao € aditiva e ndo possui a propriedade de operador linear. Assim

tem-se:
Var(aX + b) # aVar(X) + b

Var(aX + b) = a*Var(X)

Propriedade (10):

Seja X, ..., X, n varidveis aleatérias independentes, entao:
Var(X, + -+ X,) = Var(Xy) + -+ Var(X,)

Demonstracao:

Decorre da propriedade 9

Propriedade (11):

Sendo (X,Y) uma varidvel aleatéria bidimensional qualquer
Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y)

Var(X —Y) =Var(X) + Var(Y) — 2Cov(X,Y)

Demonstracao:

Var(X +Y) = E((X + Y)2) — (E(X + Y))?
Var(X +Y) = E(X% + 2XY + Y2)- [E(X)]? + 2E(X)E(Y) + [E(Y)]?
Var(X +Y) = E(X?) + 2E(XY) + E(Y®)-E(X)? = 2E(X)E(Y) — E(Y)?
Var(X +Y) = EX?)-E(X)2 + E(Y%) — E(Y)? + 2[E(XY) — E(X)E(Y)]

Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y)



