Momentos: Esperanca e Variancia.

Introducao

Em uma relacdo deterministica pode-se ter a seguinte relacao:
by +ax =0

. b .. ~ "
Assim, m = ——, € a declividade e a e b s@o pardmetros. Sabendo os valores dos
a

parametros pode-se plotar a relacdo entre x e y

Da mesma forma que nos modelos deterministicos, nos modelos ndo deterministicos os
parametros sdo empregados para caracterizar a distribui¢io de probabilidade. A cada distribui¢ao

podemos associar certos parametros, gerando informacdes valiosas sobre a distribuigao.

Esses parametros terdo a principio dois nomes: Esperanga e Variancia, que sao o primeiro
e segundo momento de uma distribui¢do. O primeiro fornece uma medida de posi¢do e o

segundo uma medida de variabilidade.

EXEMPLO:

—kx

Suponha que f(x) = ke ™™*,x = 0 é a fung¢ao densidade de probabilidade de uma variavel

aleatdria e k o parametro dessa distribui¢do. Verificando se é uma funcdo densidade de

probabilidade:
- - o —lex]® Nota
f ke k* = kf e kX =k l = e f¥]® pax
0 0 —k 0 J.e“xdx =—
a
=e k¥ + ek =0+ 1=1 Paratodok >0

Essa € a distribuicao exponencial, util para representar a duragao de vida x




EXEMPLO:

Suponha uma linha de montagem onde x é o nlimero de pecas até que a primeira seja defeituosa.
Assim, os valores possiveis de x: 1,2,3,....n,.... Sendo x =k e p a probabilidade de peca

defeituosa a distribui¢cdo de probabilidade sera:
P(x=k)=p(1 -p)*'parak=12,..

Para ser uma distribui¢c@o de probabilidade

D P =) =pll+ (1 —p) + (L= p)? + ]
k=1

1

=p———=1se0<n<1
Pi—a-p P

Se especificarmos a varidvel aleatdria e a sua distribui¢do de probabilidade, existird alguma

maneira de caracterizar essa distribui¢cdo em termos de alguns pardmetros numéricos?

Esperanca ou Valor esperado

Caso Discreto

Definicao:
Seja x uma varidvel aleatdria discreta, com valores possiveis X, ,x,,...,.x,,... Seja p(x;) = P(X

=x,),1=1,2,....,n entdo o valor esperado de x, denotado por E(X) serd




[ee]

EGO = ) xip(x)

i=1

Se a série convergir absolutamente:

i(xi)P(xi) < oo

A Esperanca pode ser compreendida intuitivamente como a “média ponderada” dos
possiveis valores de x. Caso os valores de x sejam igualmente provdveis, tem-se a “média
aritmética”

n

E(X) = %in

i=1
Apesar da semelhanga entre média ponderada e E (X), existe uma diferenca fundamental

entre elas:

o E(X) é um parametro de uma distribui¢ao de probabilidade tedrica, ou seja, é um

valor teodrico

o X é amédia ponderada, o resultado de uma combinacio de um conjunto numérico

— valor empirico

Se o experimento for realizado n vezes, originando os valores x,,x,,...,X,(sd0 as n

medicdes repetidas das caracteristicas numéricas de x )

o X é amédia ponderada e esta proxima de E (X) em certo sentido se n for

suficientemente grande.

o Da mesma forma a f, frequéncia relativa estdo proximas de p, probabilidade

Caso continuo

Defini¢ao:
Seja x uma varidvel aleatoria continua com funcao densidade de probabilidade f{x), assim

o valor esperado ou E(X) sera:



E(X) = fooxf(x)dx

E(X) existird somente se:
EX) = |x| ffooo xf(x)dx for finita

E(X) é o que se chama de primeiro momento de uma distribui¢do de probabilidade e
fornece uma medida de posicionamento da distribui¢do podendo também ser representada o

“centro de gravidade” da distribui¢do de probabilidade.

EXEMPLO:
1
f(x) -1
=0 caso contrario

EX) = fooxf(x)dx

[ 1500 3000 1
= f x?dx + f - (x2 — 3000X)dx]
/o 1500

(1500)2 (1500)2
1 x3|[1500 1 x3[3000 1 23000
= |——= +-—== + |[-—=———3000= ]
2 2 2
(1500)% 3 ] (1500)2 3 1500] [ (1500) 2|,

= 1500




Valor Esperado de uma Funcio de uma Variavel Aleatoria

Seja X uma varidvel aleatéria e Y uma transformacdo dessa varidvel. Assim, Y = H(X) é
uma funcdo de X e Y € uma varidvel aleatéria. Suponha que o interesse estd em calcular E(Y).

Existem duas maneiras:

a) Utilizando a distribuicao de probabilidade de Y

Defini¢ao:
Seja X uma varidvel aleatériae Y = H(X)

(a) SeY for discreta:

EW) = ) yia0n)

(b) Se Y for continua

EY) = f yg(y)dy

Assim, para obter E (Y) € preciso obter a distribuicdo de probabilidade Y. Encontrar essa

distribuicdo nem sempre € uma tarefa fécil

b) Utilizando a distribuicao de probabilidade de X

Podemos obter E(Y) apenas conhecendo a distribui¢ao de probabilidade de X.

Teorema:
Seja X uma varidvel aleatériae Y = H(X)

(a) Se X for discreta:



E(W) = E[HOO] = ) H(x)p(xy)
j=1

(b) Se X for continua:

E(Y) = E[H(X)] = f HOOf () dx

Demonstracao:

Y= H (xj)p(xj) = 27212 H(x;)p(x;)] Onde a soma interior € tomada para todos os i 0s quais

H(x,) = y; com y; fixo. Assim H(x;) € constante na soma interior. Portanto:

j=1 H(xj)p(xj) =221y nip(x)

No entanto:
z p(x;) = z p(x|H(x) = y;) = q))

Assim:

i H(x;)p(x;) = i v;q(y;)

Visualizando:
X Y
h —>
(=x1, p(x))=1/4 — 1
2 / (:yls p(yl):l/z
—
(=x2, p(x2)=1/4
3 —_—
(=x3, p(x3)=1/4 —_— )
4 (Zy2 p(y2)=1/2
(=x4, p(x4)=1/4




No esquema anterior pode-se calcular a E (Y) de duas maneiras distintas conforme

apresentado. A primeira € utilizando a distribuigdo de Y.
C 1 1
E(Y) = zyiq(yi) = 1.5 + 2.5 =15
i
A segunda € utilizando a distribui¢do de X, assim:

EW) =) H(g)p(x) =) [ZH(xl-)p(xi)] = HWp(1) + H2)p(2) + HB)p(3) + H(®)p(4)
j=1 j=1

E(Y) = zz: H(xj)p(xj) =22: [ziH(xi)p(xi)] = 1% + 1.% + 2% + 2% =15
j=1 j=1

Ambos geram o mesmo resultado. No entanto nem sempre é uma tarefa facil encontrar a

distribuicdo de Y! Vejamos mais um exemplo de como encontrar a E (V)

EXEMPLO:

x uma va com f.d.p.

e
5 sex=Q0 Pois queremos 0 modulo. Como nesse
e—x

flx) =
ES sex>0

Ey=Ixl /

f:lxlf(x) dx = %U: 3 edx + f:xe_xdxl 4

Fdp.dey

intervalo x é negativo, utilizamos -x

Gy) =p(Y=y)=pllxl<yl=[-y<x<y]l=2p[0 <x<y]

\

y Ye~x
G()’):Zf f(x)dx=2f —-=—e“+1paray=0
0 0

Simétrico em relagdo a zero




gy) =G (y) =e™ paray 20
Nota
— — -y — ax 1
E(y) fo yg(y)dy fo ye Ydy fxeaxdx _ %(x -

[ee]

e~V
-5 o+ 1)]0 =[-eVy—e?]g=[0-0-(0-1]=1

Valor Esperado de Variaveis Aleatorias Bidimensionais

Definicao:
Seja (X, Y) uma varidvel aleatdria bidimensional e Z = H(X,Y) entdo Z serd uma

varidvel aleatéria unidimensional e E (Z) sera:

(a) Se Z for discreta

[0}

E@) =) zp(@)

i

(b) Se z for continua

E(Z) = foozf(z)dz

Teorema:

Seja (X, Y) uma varidvel aleatdria bidimensional e Z = H(X,Y) entdo Z serd uma

varidvel aleatéria unidimensional e E (Z) sera:

(a) Se (X,Y) for discreta:

E(Z) = i i H(x;y))p(xi,v))
7 1




(b) Se (X,Y) for continua:

EZ) = [Z |7 Hxy)f(x,y)dxdy

Um caso especial é quando Z = (X,Y). Assim, tem-se:

(a) Se (X,Y) for discreta:

EQLY) = ) x0.yp (e )
Jj i

(b) Se (X,Y) for continua:

EXY)= [ [7 xyf(x,y)dxdy

Propriedades do Valor Esperado

Propriedade (1):

Se X = ¢, sendo ¢ uma constante, entao:
EX)=c

Demonstracao:

EX) = [0 xf()dx=["_cf(x)dx=c . f(x)dx=c

Observe que Ry € constituido de um dnico valor sendo a P[X(s) = ¢] = 1. Esse tipo de

variavel aleatéria é chamada de degenerada



Propriedade (2):

Sendo ¢ uma constante € X uma variavel aleatdria, entao:
E(cX) = cE(X)

Demonstracao:

[oe]

E(cX) = foocxf(x)dx = cf xf(x)dx = cE(X)

Propriedade (3):

Sendo (X,Y) uma variavel aleatéria bidimensional e Z = H;(X,Y) e W = H,(X,Y),

entao:
EZ+W)=EZ)+EW)

Demonstracao:

EZ+W)=[" [ [H(x,y) + Hy(x, ]f (x, y)dxdy

= | | menreondsdy+ [ | Hyfeyddy = 5@+ EW)

Propriedade (4):

Sendo X e Y duas varidveis aleatdrias quaisquer
EX+Y)=EX)+E)

Demonstracao:

Decorre da propriedade 3,onde e X = H;(*) e Y = H,(*).



Observacgoes:

Note que

Y =aX + b—>E({Y)=aE(x)+b ,pois aesperanca ¢ um operador linear

Mas
E(x?) # (E(x))z; E(Inx) #InE(x); E (i) * %x) , pois sdo operacdes nao lineares
Propriedade (5):
Para n varidveis aleatérias X3, ..., X,,, tem-se:
EXi+...+X,) = E(Xy) +...+ EX,)

Demonstracao:

Decorre da Propriedade 4.
Propriedade (6):

Se (X,Y) for uma varidvel aleatdria bidimensional, sendo X e Y independentes, entdo:

E(X,Y) = E(X)E(Y)

Demonstracao:

E(X,Y) = jj:jf:xyf(x,y>dxdy:= ]f:jf:xyg(x>h(y>dxdy

[0e] [0¢]

ﬂxm=fxmwmfymw@=Eww0)

Observe a diferenca em relacdo a propriedade 4, a qual nao requer independéncia




