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Tipos de modelos para estudar fendmenos cotidianos

@ Deterministicos
@ Probabilisticos

Um modelo simplifica 0 mundo

@ Deterministicos - o experimento determina o resultado ex:
Y=C+I+G

@ Probabilisticos - o experimento ndo determina
completamente o resultado, determina apenas o
comportamento probabilistico

Des = o + prhorasestudo + (pqualidade + (zescpais + Paraga + €
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Conjunto: Colecdo de objetos, ex.: A =1,2,3,4;B=x[0<x <1

Defini¢oes importantes

© Elementos de A: Sdo os objetos que formam o conjunto.
Assim, a € A, quer dizer que a é elemento de A

@ Conjunto Universo U: Conjunto de todos os objetos que
estejam sendo estudados, U

@ Conjunto Vaziof): Conjunto que ndo contém elementos, {J

© Subconjunto: Se ser elemento de A implica em ser
elemento de B, A C B, A é subconjunto de B

© Complemento: A° é conjunto constituido por todos os
elementos que ndo estdo em A, mas estejam em U
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Q@ O C Aparaqualquer A

@ A, considerado na composi¢do de U, tem-se A C U

Sendo C a unido entre A e B, tem-se:
C={x|] x€A ou x € B}
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Sendo D a intersec¢éo entre A e B, tem-se:
D={x|] x€A e xeB}
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AUB=BUA
ANB=BNA

Associativa

AU(BUC) = (AUB)UC
(ANB)NC=AnN(BNC)
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Probabilidade
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Conjuntos: Relacoes e Propriedades

Outras Propriedades
a)(ANB)* = A°UB*
b)(AUB)* = AN B¢

AN =¢,ANQ=A
d)¢¢=Q,0°=¢

e)ANA‘=2¢

HHlAUAS=Q

g AUp=A,AUQ =0
h)An(BUC)=(ANB)U(ANC)
i) AUBNC)=(AUB)N(AUCQC)
j) (A%)° = A
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Probabilidade

Teorema de Bayes

Conjuntos: Relacoes e Propriedades

O namero de elementos de um conjunto pode ser:

@ Finito — nimero finito de elementos
@ Infinito enumerével — pode ser ordenado (ex inteiros)

@ Infinito ndo enumerével — ntiimero infinito que ndo pode
ser ordenado.
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@ Jogar dado uma vez e verificar seu valor

Alexandre Nicolella e Milton Barossi Filho 2011

Estatistica Matematica



Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Experimentos Aleatérios

@ Jogar dado uma vez e verificar seu valor
@ Numero de pecas defeituosas em retiradas em 24 h

Alexandre Nicolella e Milton Barossi Filho 2011© Estatistica Matematica



Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Experimentos Aleatérios

@ Jogar dado uma vez e verificar seu valor
@ Numero de pecas defeituosas em retiradas em 24 h

@ Numero de rebites defeituosos na asa de um aviao

Alexandre Nicolella e Milton Barossi Filho 2011© Estatistica Matematica



Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Experimentos Aleatérios

@ Jogar dado uma vez e verificar seu valor
@ Numero de pecas defeituosas em retiradas em 24 h
© Numero de rebites defeituosos na asa de um avido

© Duragdo de uma lampada

Alexandre Nicolella e Milton Barossi Filho 2011© Estatistica Matematica



Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Experimentos Aleatérios

Exemplos

@ Jogar dado uma vez e verificar seu valor
@ Numero de pecas defeituosas em retiradas em 24 h
© Numero de rebites defeituosos na asa de um avido

© Duragdo de uma lampada

Experimentos aleatérios podem ser assim caracterizados

Alexandre Nicolella e Milton Barossi Filho 2011© Estatistica Matematica



Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Experimentos Aleatérios

Exemplos

@ Jogar dado uma vez e verificar seu valor
@ Numero de pecas defeituosas em retiradas em 24 h
© Numero de rebites defeituosos na asa de um avido

© Duragdo de uma lampada

Experimentos aleatérios podem ser assim caracterizados

© Podera ser repetido indefinidamente - mesmas condicdes

Alexandre Nicolella e Milton Barossi Filho 2011© Estatistica Matematica



Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Experimentos Aleatérios

Exemplos

@ Jogar dado uma vez e verificar seu valor
@ Numero de pecas defeituosas em retiradas em 24 h
© Numero de rebites defeituosos na asa de um avido
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Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade
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Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Experimentos Aleatérios

Exemplos

@ Jogar dado uma vez e verificar seu valor
@ Numero de pecas defeituosas em retiradas em 24 h
© Numero de rebites defeituosos na asa de um avido

© Duragdo de uma lampada

Experimentos aleatérios podem ser assim caracterizados

© Podera ser repetido indefinidamente - mesmas condicdes

@ Nao é possivel afirmar sobre um resultado particular, no
entanto pode-se descrever todos os resultados possiveis

@ Quanto repete-se 0 experimento um ntimero grande de
vezes uma regularidade ira aparecer.
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Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Espaco Amostral

Seja € um experimento, o espago amostral sera:

Conjunto de todos os possiveis resultados do experimento € e
serd representado por €2 ou S
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Q ¢ =Jogar o dado 1 vez

O = {1,2,3,4,5,6}
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Teorema de Bayes

Probabilidade

Espaco Amostral

Q ¢ =Jogar o dado 1 vez
0 ={1,2,3,4,5,6}
@ ¢, =Jogar uma moeda 4 vezes e verificar o niimero de caras

QZ = {07 1723374}
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Espaco Amostral

Q ¢ =Jogar o dado 1 vez
0 ={1,2,3,4,5,6}
@ ¢, =Jogar uma moeda 4 vezes e verificar o niimero de caras
O ={0,1,2,3,4}
@ &3 =Duracédo de vida de uma ldampada

O3 = {t| t>0}
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Alguns Conceitos Importantes
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Probabilidade Condicional e Independéncia

Probabilidade

Teorema de Bayes

Espaco Amostral
Assim:
Q= {w,wy,...,wy,...} onde w; sdo os elementos ou pontos
amostrais.

Cada experimento pode possuir diversos espagos amostras.
Assim, existe um espago amostral associado a um experimento.
O resultado do experimento pode ser numérico, alfanumérico
ou mesmo uma fung¢éo. Sendo o niimero de resultados
possiveis de um espaco amostral:

@ Finito (ex. dados e moedas)
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Assim, existe um espago amostral associado a um experimento.
O resultado do experimento pode ser numérico, alfanumérico
ou mesmo uma fung¢éo. Sendo o niimero de resultados
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Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Fi

Probabilidade Condicional e Independéncia

Probabilidade

Teorema de Bayes

Espaco Amostral
Assim:
Q= {w,wy,...,wy,...} onde w; sdo os elementos ou pontos
amostrais.

Cada experimento pode possuir diversos espagos amostras.
Assim, existe um espago amostral associado a um experimento.
O resultado do experimento pode ser numérico, alfanumérico
ou mesmo uma fung¢éo. Sendo o niimero de resultados
possiveis de um espaco amostral:

@ Finito (ex. dados e moedas)

@ Infinito enumeravel (ex. pecas fabricadas até obter uma
defeituosa)

@ Infinito ndo enumerével (ex. lampada).
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Eventos

Um evento A é um subconjunto de um espago amostral €2 de
um experimento €
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Eventos

Um evento A é um subconjunto de um espago amostral €2 de
um experimento €

Q ¢ =Jogar o dado 1 vez
O = {1,2,3,4,5,6}

Aq=par ocorre, A} = {2,4,6}
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Eventos

Um evento A é um subconjunto de um espago amostral €2 de
um experimento €

Q ¢ =Jogar o dado 1 vez
0 ={1,2,3,4,5,6}
Aq=par ocorre, A} = {2,4,6}
@ &3 =Duracédo de vida de uma ldampada

O3 = {t| t>0}

Asz= queima em menos de 3 horas, Az = {t| t<3
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Eventos

Definiciao

Dois eventos A e B sdo denominados mutuamente exclusivos
se ndo puderem ocorrer juntos, ou seja:

ANB=p.

Dado um evento A qualquer nédo serd possivel dizer se ele ird
ocorrer ou ndo. O que pode ser feito é associar um valor ao
evento que indique qudo provavel é a sua ocorréncia
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia

Probabilidade
Teorema de Bayes

Frequéncia Relativa

Considere que o experimento ¢ tenha sido repetido n vezes

Sejam A e B dois eventos quaisquer e 114 e ngo nimero de vezes
que ocorreram nas 1 repetigoes.

fa = "A é a freqiiéncia relativa do evento A nas n repeticdes do
experimento ¢.

Alexandre Nicolella e Milton Barossi Filho 2011© Estatistica Matematica




Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Fi

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Frequéncia Relativa

Propriedades
Q0<fy<1

A medida que o niimero de repeti¢des 1 cresce, a freqiiéncia
relativa de A tendera a variar cada vez menos — reqularidade

estatistica.
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Q0<fy<1
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Fi

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Frequéncia Relativa

Propriedades
Q0<fy<1
@ f4 = 1se A ocorrer em todas as 1 repeti¢des
@ f4 = 0se Ando ocorrer nas n repetigdes

© Se A e B sdo mutuamente exclusivos e fap a freqiiéncia
relativa de A U B, entdo faup = fa + /5

A medida que o nimero de repeti¢des 1 cresce, a freqiiéncia
relativa de A tendera a variar cada vez menos — reqularidade
estatistica.
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Fi

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Frequéncia Relativa

Propriedades

Q0<fa<1

@ f4 = 1se A ocorrer em todas as 1 repeti¢des

@ f4 = 0se Ando ocorrer nas n repetigdes

© Se A e B sdo mutuamente exclusivos e fap a freqiiéncia
relativa de A U B, entdo faup = fa + /5

@ fa converge em certo sentido probabilistico para P(A)
quando n — oo

A medida que o niimero de repeti¢des 1 cresce, a freqiiéncia
relativa de A tendera a variar cada vez menos — reqularidade
estatistica.

Alexandre Nicolella e Milton Barossi Filho 2011© Estatistica Matematica



Introdugio a Teoria dos Conjuntos
ceitos Importantes

Probabilidade

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade: Exemplo

Exemplos

Queremos estudar as freqiiéncias relativas de ocorréncias das
faces de um dado. Um procedimento a adotar seria lancar o
dado certo ntimero de vezes, 1, e depois contar o niimero ni de
vezes em que ocorre a face i, i = 1,2,...,6. As proporcoes f; = %
determinam a distribui¢do de freqiiéncias relativas do
experimento realizado. Langando o dado um ntmero n’ (n” #
n) vezes, terfamos outra distribuicdo de freqiiéncias relativa,
mas com um padrdo que esperamos ser muito préximo do
anterior
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos
ceitos Importantes

Probabilidade

Probabilidade Condicional e Independéncia

Teorema de Bayes

Probabilidade: Exemplo

Dessa forma f4 fornece uma medida precisa de quao verossimil
é a ocorréncia do evento A.

Com repeticdes f4 se estabiliza em algum ponto p

Essa abordagem possui dois problemas
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos
ceitos Importantes

Probabilidade

Probabilidade Condicional e Independéncia

Teorema de Bayes

Probabilidade: Exemplo

Dessa forma f4 fornece uma medida precisa de quao verossimil
é a ocorréncia do evento A.

Com repeticdes f4 se estabiliza em algum ponto p

Essa abordagem possui dois problemas

©Q Qual deve ser o valor de n para que estabilize
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos
ceitos Importantes

Probabilidade

Probabilidade Condicional e Independéncia

Teorema de Bayes

Probabilidade: Exemplo

Dessa forma f4 fornece uma medida precisa de quao verossimil
é a ocorréncia do evento A.

Com repeticdes f4 se estabiliza em algum ponto p

Essa abordagem possui dois problemas

©Q Qual deve ser o valor de n para que estabilize

© O namero p ndo deveria depender do experimentador ou
da sua sorte ou azar
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos
ceitos Importantes

Probabilidade

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade: Exemplo

O modelo probabilistico pode ser construido por meio de
premissas, por exemplo:

@ S6 podem ocorrer seis faces

Com essas suposicdes, cada face deve ocorrer o mesmo niimero
de vezes quando o dado é langado n vezes, e, portanto, a
proporcao de ocorréncia de cada face deve ser 1/6.
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos
ceitos Importantes

Probabilidade

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade: Exemplo

O modelo probabilistico pode ser construido por meio de
premissas, por exemplo:
@ S6 podem ocorrer seis faces

@ Temos um dado perfeitamente equilibrado, de modo a ndo
favorecer nenhuma face em particular.

Com essas suposicdes, cada face deve ocorrer o mesmo niimero
de vezes quando o dado é langado n vezes, e, portanto, a
proporcao de ocorréncia de cada face deve ser 1/6.
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos
ceitos Importantes

Probabilidade

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Todo experimento (¢) terd seu modelo probabilistico
especificado quando estabelecermos:
© um espaco amostral, 2, que é o conjunto de todos os
resultados possiveis do experimento e:

Q= {wi,ws, ..., wn, ...},

onde w sdo os pontos amostrais ou eventos elementares.
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos
ceitos Importantes

Probabilidade

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Todo experimento (¢) terd seu modelo probabilistico
especificado quando estabelecermos:

© um espaco amostral, 2, que é o conjunto de todos os
resultados possiveis do experimento e:

Q= {wi,ws, ..., wn, ...},

onde w sdo os pontos amostrais ou eventos elementares.

© uma probabilidade, P(w), para cada ponto amostral, de tal
sorte que seja possivel encontrar a probabilidade P(A) de
qualquer subconjunto A de 2. Isto é, caso A C €2, por
exemplo A = {w1,ws,ws}, entdo pode-se definir a P(A),
que é a probabilidade do evento aleatério A ocorrer.
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Probabilidade

Exemplos

Lancamos uma moeda duas vezes. Se C indicar cara e R indicar
coroa, entdo um espago amostral sera:

Q = {wla w2, CU3,W4},

onde wl = (C,C), w2 = (C,R), w3 = (R,C), w4 = (R,R). E razoavel
supor que cada ponto w; tenha probabilidade 1. Sendo A o
evento que consiste nas faces iguais:

P(A) = P{wi,wq} = 1/4+1/4=1/2.

Se A for qualquer evento de (2, entdo:

Estatistica Matematica
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos
ceitos Importantes

Probabilidade

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Exemplos

Experimento: retirar uma ldmpada de um lote e medir o
“tempo de vida” antes de queimar. Um espago amostral

conveniente é
Q={teR:t>0},

O conjunto de todos 0s niimeros reais ndo negativos. Se A
indicar o evento “o tempo de vida é inferior a 20 horas”, entdo:

A={t:0<t<20}.

P(A) = P(0 < t < 20)

Observe que P(A) pode ser proximo de fy4, caso esse seja
baseado em um ndmero grande de repeticdes.
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos
ceitos Importantes

Probabilidade

Probabilidade Condicional e Independéncia

Teorema de Bayes

Probabilidade: Algumas Propriedades

Sendo o modelo probabilistico um modelo tedrico para as
freqiiéncias relativas. Tem-se as seguintes propriedades gerais:
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos
ceitos Importantes

Probabilidade

Probabilidade Condicional e Independéncia

Teorema de Bayes

Probabilidade: Algumas Propriedades

Dado ¢ e (2, para cada evento A associa-se um ntiimero real,
P(A), denominado probabilidade de A e ira satisfazer:

Alexandre Nicolella e Milton Barossi Filho 2011© Estatistica Matematica




Introdugio a Teoria dos Conjuntos
ceitos Importantes

Probabilidade

Probabilidade Condicional e Independéncia

Teorema de Bayes

Probabilidade: Algumas Propriedades

Dado ¢ e (2, para cada evento A associa-se um ntiimero real,
P(A), denominado probabilidade de A e ira satisfazer:

@ Como a freqiiéncia relativa estd entre 0 e 1, tem-se:

0<PA) <1
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos
ceitos Importantes

Probabilidade

Probabilidade Condicional e Independéncia

Teorema de Bayes

Probabilidade: Algumas Propriedades

Dado ¢ e (2, para cada evento A associa-se um ntiimero real,
P(A), denominado probabilidade de A e ira satisfazer:

@ Como a freqiiéncia relativa estd entre 0 e 1, tem-se:
0<PA) <1

@ Quanto ao espac¢o amostral, 2, temos:
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia

Probabilidade

Teorema de Bayes

Probabilidade: Algumas Propriedades

Dado ¢ e (2, para cada evento A associa-se um ntiimero real,
P(A), denominado probabilidade de A e ira satisfazer:

@ Como a freqiiéncia relativa estd entre 0 e 1, tem-se:

0<PA) <1

@ Quanto ao espac¢o amostral, 2, temos:

@ Se A e B dois eventos mutuamente exclusivos:

P(AUB) = P(A) + P(B)
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Consequéncias das Propriedades Gerais

Teorema 1
Se @ for conjunto vazio, entao P(§)) =0
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Consequéncias das Propriedades Gerais

Teorema 1
Se @ for conjunto vazio, entao P(§)) =0

Prova

Pode-se escrever para qualquer evento A, sendo A = AU (.
Como A e () sdo mutuamente exclusivos de iii) tem-se

P(A) = P(AUQ) = P(A) + P(9) = P(A)

Observagdo: P(A) =0~ A =0
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Consequéncias das Propriedades Gerais

Teorema 2
Se A€ for o complementar de A, assim:

P(A) =1 — P(A°)
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia

Probabilidade
Teorema de Bayes

Consequéncias das Propriedades Gerais

Teorema 2

Se A€ for o complementar de A, assim:

P(A) =1 — P(A°)

Prova

Sendo 2 = A U ACe utilizando ii) e iii) tem-se

P(Q) = P(A) 4+ P(A°) que éigualal = P(A) + P(A°)
Observagao: Algumas vezes é mais fécil trabalhar com A€ e
P(A°)

Alexandre Nicolella e Milton Barossi Filho 2011© Estatistica Matematica



Introdugao ri s Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Cundmmn] e Independéncia
Teorema de Baye

Consequéncias das Propriedades Gerals

Probabilidade

Teorema 3
Se A e B forem dois eventos quaisquer:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos
ceitos Importantes

Probabilidade

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Consequéncias das Propriedades Gerais

Teorema 3
Se A e B forem dois eventos quaisquer:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)

Decompondo em eventos mutuamente exclusivos :

B=(ANB)U(A°NB)

AUB=(ANB)UA
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia

Probabilidade

Teorema de Bayes

Consequéncias das Propriedades Gerais

Prova

Assim:
P(B) =P(ANB)+ P(A°NB) (1)

P(AUB) =P(A°NB) + P(A) ()
Substituindo (1) de (2) vem:

P(AUB) = P(B) — P(ANB) + P(A)

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Consequéncias das Propriedades Gerais

Probabilidade

Teorema 4
Se A, B e C forem trés eventos quaisquer, entdo:

P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+

P(ANBNC)
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Consequéncias das Propriedades Gerais

Probabilidade

Teorema 4
Se A, B e C forem trés eventos quaisquer, entdo:

P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+

P(ANBNC)

Reescrever A U B U C como (A UB) UC e utilizar o Teo 3.
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Consequéncias das Propriedades Gerais

Probabilidade

Teorema 5
Se A C B, entdo P(A) < P(B)

Alexandre Nicolella e Milton Barossi Filho 2011© Estatistica Matematica



Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Consequéncias das Propriedades Gerais

Probabilidade

Teorema 5
Se A C B, entdo P(A) < P(B)

Decompondo B em eventos mutuamente exclusivos:
B=AU(BNA°) pois A C B Assim:
P(B) = P(A) + P(BN A®) > P(A) pois P(B N A®)é maior ou igual
a 0 pela propriedade i).
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos
ceitos Importantes

Probabilidade

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Exercicios

Para dois eventos A e B quaisquer, tem-se:

P(A)=1/2 P(B)=1/3P(ANB) =1/4

Calcular:

a) P(Ac) ; P(Bc): b) P(AUB): ¢) P(A° N B) d) P(A° U B) e)
P(A°NB)
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos
ceitos Importantes

Probabilidade

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Exercicios

Exercicio 2

Indique se as afirmagdes sdo verdadeiras ou falsas:

a) Se P(A) = %, P(B) = % e A e B sao mutuamente exclusivos,

entdo temos P(ANB) = 1/8- (Dica: pense nos eventos em um
diagrama de Venn).

b) Se P(A) = 1, P(B) =1/3 e P(AN B) = 1/, entdo
P(A° N B%) = 9y
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Introdugao ri s Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

P(A) e f4 ndo sdo as mesmas coisas, sera utilizado f4 para
aproximar P(A). Sendo que P(A) serd sempre o valor postulado
e f4 uma aproximacao.
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Espaco Finito

Para um espago finito Q = {wy, ..., wy, } € formado por m ntimero
finito de elementos.

Considerando um evento elementar ou simples A = {w;},
pode-se associar uma probabilidade p; que satisfaga:

Qpi>0
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Espaco Finito

Para um espago finito Q = {wy, ..., wy, } € formado por m ntimero
finito de elementos.

Considerando um evento elementar ou simples A = {w;},
pode-se associar uma probabilidade p; que satisfaga:

Qpi>0
Qpri+p+...+pu=1
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Espaco Finito

Dadas as propriedades acima, suponha um evento A
constituido por k resultados, 0 < k < n, assim:

A= {wjl,wjz,...,wjk} e
P(A) =pPp+P+..-Pi

Suponha que todos os resultados de €2 sdo igualmente
verossimeis, assim p; = % epr+p2+...+tpu=1=np; =1

Assim, para qualquer evento A com k resultados possiveis,

tem-se:

P(A) =k M

n
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Exemplo

Joga-se duas vezes a moeda e anota-se se foi cara. O espago
amostral serd 2 = {0, 1,2}. Busca-se o evento A = {uma cara}.
Qual a probabilidade de A?

P(A) =12
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Exemplo

Joga-se duas vezes a moeda e anota-se se foi cara. O espago
amostral serd 2 = {0, 1,2}. Busca-se o evento A = {uma cara}.
Qual a probabilidade de A?

P(A) =12

Errado resultados acima ndo sao igualmente provaveis.
Reconstruindo o espago amostral, ', do experimento tem-se:
V' = {CC,CR,RC,RR} — Resultados igualmente provaveis.
Agora P(A) =2 =0,5

Questio: Qual é o nimero de casos favoraveis ao evento A?
Vejamos as possibilidades de calculo
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Andlise Combinatoria

Regra da Multiplicacao

Evento 1 pode ocorrer de n1 formas. Apés o Evento 2, pode
ocorrer de n2 formas. Sendo assim, o total de maneira que
podem ocorrer numa determinada ordem é:

np Xn,.
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Andlise Combinatoria

Regra da Adicao

Evento 1 pode ocorrer de n1 formas um Evento 2, pode ocorrer
de n2 formas. No entanto ndo é possivel que ambos sejam
realizados em conjunto. Assim, o total de maneira que pode-se
realizar 1 ou 2 sera:

ni —1—1’12.
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Introdugao a Teori onjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia

Probabilidade

Teorema de Bayes

Andlise Combinatoria

Define-se como fatorial de um ntimero n (n!), sendo esse
nimero um inteiro maior do que 1:

nl=nxmn-1)xm-2)x..x1
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Andlise Combinatoria

Permutacao
O namero de permutagdes de n objetos diferentes sera:

P, =n!
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia

Probabilidade

Teorema de Bayes

Andlise Combinatoria

O namero de permutagdes de n objetos diferentes sera:

P, =n!

Permutacdo com grupos

E 0 caso quando temos 1 objetos com subgrupos, nl1, n2, ...,
entao:

n! —
W,onden—n1+n2+....
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Andlise Combinatoria

Arranjo

Quando se quer k objetos entre os 1 objetos e permutar os k
escolhidos, serd utilizado o arranjo.

Utiliza-se um arranjo quando se quer formar grupos a partir de
um conjunto maior em que a ordem é importante.
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Andlise Combinatoria

Combinagao
Formar grupos a partir de um conjunto de elementos sendo

que a ordem ndo importa.

Considera-se n objetos e extrai-se k entre os 1, ndo importando

a ordem.
n!
kl(n —k)!

Outra notacdo que é utilizada para combinagdes é:

n
Cn,k:<k>

Observacao: Note que Cn,k = Cn,n-k.

Cn,k =
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Introdugao a Teori s Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia

Probabilidade

Teorema de Bayes

Probabilidade Condicional

@ Para dois eventos quaisquer A e B a probabilidade
condicional do evento B dado que o evento A ocorreu serd

P(B|A).
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
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Probabilidade Condicional

@ Para dois eventos quaisquer A e B a probabilidade
condicional do evento B dado que o evento A ocorreu serd

P(B|A).

@ Assim, P(B|A) é a P(B) calculada em relagdo ao espago
amostral reduzido A ao invés do espaco original ().
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@ Para dois eventos quaisquer A e B a probabilidade
condicional do evento B dado que o evento A ocorreu serd

P(B|A).

@ Assim, P(B|A) é a P(B) calculada em relagdo ao espago
amostral reduzido A ao invés do espaco original ().

@ P(B) - Qudo provavel é o evento B em relacdo a estar em (2
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Probabilidade Condicional

@ Para dois eventos quaisquer A e B a probabilidade
condicional do evento B dado que o evento A ocorreu serd

P(B|A).

@ Assim, P(B|A) é a P(B) calculada em relagdo ao espago
amostral reduzido A ao invés do espaco original ().

@ P(B) - Qudo provavel é o evento B em relacdo a estar em (2

@ P(B|A) - Qudo provavel é o evento B em relagdo a estar em
A (0 espago reduziu de Q2 para A)
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Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade
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Probabilidade Condicional e Independéncia
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Teorema de Bayes

Probabilidade Condicional

@ Para dois eventos quaisquer A e B a probabilidade
condicional do evento B dado que o evento A ocorreu serd
P(B|A).

@ Assim, P(B|A) é a P(B) calculada em relagdo ao espago
amostral reduzido A ao invés do espaco original ().

@ P(B) - Qudo provavel é o evento B em relacdo a estar em (2

@ P(B|A) - Qudo provavel é o evento B em relagdo a estar em
A (0 espago reduziu de Q2 para A)

@ Assim, queremos os valores que estdo nos eventos A e B
simultaneamente, em relacdo a estar em A.
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Definiciao
P(B|A) = % desde que P(A) >0
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Alguns Conceitos Importantes
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Probabilidade Condicional e Independéncia

Probabilidade

Teorema de Bayes

Probabilidade Condicional

P(B|A) = P(’?nf) desde que P(A) >0

Q Se A=, entdao P(B|N?) = % =P(B) poisP(2) =1e
QNB=B

Alexandre Nicolella e Milton Barossi Filho 2011© Estatistica Matematica
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Alguns Conceitos Importantes

Probabilidade ORIl e

Espaco Finito
Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade Condicional

Definiciao

P(B|A) = P(’?nf) desde que P(A) >0

Q Se A=Q,entdo P(B|2) = Pg(lgf) = P(B) pois P(Q2) =1e
QNB=B8B
@ Se A e B forem eventos mutuamente exclusivos

P(A
P(B|A) =2 = H =0
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Probabilidade Condicional e Independéncia
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Probabilidade Condicional

Definiciao
P(B|A) = P(’?nf) desde que P(A) >0
Q Se A=Q,entdo P(B|2) = Pg(lgf) = P(B) pois P(Q2) =1e
QNB=B

@ Se A e B forem eventos mutuamente exclusivos
P(B ‘A) — P(AQB) _ ﬂ —_ 0

P(A) P(A)
© SeB D A, entdo P(B|A) = ngé;f) = % =1
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Probabilidade

Probabilidade Condicional e Independéncia

Teorema de Bayes

Teorema da Multiplicacao

P(ANB) = P(B) x P(A|B)

De maneira geral, para os eventos A, Be C:
P(ANBNC)=P(A) x P(B|A) x P(C|ANB)

Para n eventos quaisquer Al, A2, ..., An:

P(Alﬂ...ﬂAn) = P(Al) XP(A2 ’Al) X ... X P(An ’Al n... ﬂAnfl)
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Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia

Probabilidade

Teorema de Bayes

Método da Composicao do Evento

Defini¢iao
Os eventos B, By, . .., B; sendo

Entdo a cole¢do de eventos {B1, By, . . ., By} representa uma
particao do espago amostral (2.

Se A for qualquer subespago de Q e {By, By, ..., B¢} é a partigdo
de Q, entdo pode-se decompor A como:

A=(ANB))UANBy)U...U(ANBy)
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Método da Composicao do Evento

Defini¢iao
Os eventos B, By, . .., B; sendo

Q0 Q=B UBU...UBk

Entdo a cole¢do de eventos {B1, By, . . ., By} representa uma
particao do espago amostral (2.

Se A for qualquer subespago de Q2 e {By, By, ..., B¢} é a partigdo
de ©, entdo pode-se decompor A como:

A=(ANB))UANBy)U...U(ANBy)
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Método da Composicao do Evento

Defini¢iao
Os eventos B, By, . .., B; sendo
Q@ Q=BUBU...UBk
@ Bi(\Bj—pparai #]
Entdo a cole¢do de eventos {B1, By, . . ., By} representa uma
particao do espago amostral (2.

Se A for qualquer subespago de Q2 e {By, By, ..., B¢} é a partigdo
de Q, entdo pode-se decompor A como:

A=(ANB))UANBy)U...U(ANBy)
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Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Método da Composicao do Evento

Probabilidade

Defini¢iao
Como (ANBy),..., (AN Bg) sio mutuamente excludentes,
tem-se:

P(A)=P(ANB;)+P(ANBy)+...+P(ANBy)
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Método da Composicao do Evento

Probabilidade

Defini¢iao
Como (ANBy),..., (AN Bg) sio mutuamente excludentes,
tem-se:

P(A)=P(ANB;)+P(ANBy)+...+P(ANBy)

Teorema da Probabilidade Total

P(A) = P(A[B1)P(B1) + P(A[B2) P(Bz) + ... + P (A|Bx) P(By)
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Alguns Conceitos Importantes
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Probabilidade Condicional e Independéncia
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Método da Composicao do Evento: EXERCICIO

Os votantes em determinada cidade, 40% dos eleitores eram da
coligagdo do PT e 60% eram da coligagdo PSDB. Entre os
eleitores do PT 70% sado favoraveis a lei antitabagismos e 80%
dos eleitores do PSDB sdo favorédveis. Ao selecionar um eleitor
aleatoriamente, qual a probabilidade desse eleitor ser favoravel
a lei?
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Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Independéncia

Saber da ocorréncia de um evento A pode gerar informagao
que seja capaz de:
@ Alterar a probabilidade de ocorréncia de B.
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Probabilidade

Independéncia

Saber da ocorréncia de um evento A pode gerar informagao
que seja capaz de:

@ Alterar a probabilidade de ocorréncia de B.

@ Nao alterar a probabilidade de ocorréncia de B.
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia

Probabilidade

Teorema de Bayes

Independéncia

Saber da ocorréncia de um evento A pode gerar informagao
que seja capaz de:

@ Alterar a probabilidade de ocorréncia de B.

@ Nao alterar a probabilidade de ocorréncia de B.

Definiciao
Dois eventos sdo ditos independentes se uma das condi¢oes
abaixo for validas:

P(B|A) = P(B)
P(A|B) = P(A)
P(ANB) = P(A) x P(B)

Caso contrario os eventos sdo ndo independentes
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Introdugio a Teoria dos Conjuntos

Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade
Independéncia

Defini¢iao

Trés eventos, A, B e C, sdo ditos independentes dois a dois se
todas as condigdes abaixo forem validas:

P(A(B) = P(A) x P(B)
P(ANC) = P(A) x P(C)
P(BNC) = P(B) x P(C)

Para que os eventos sejam mutuamente independentes, além
das condic¢Ges anteriores precisamos da condicéo:

P(ANBNC) = P(A) x P(B) x P(C)
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Teorema de Bayes

Probabilidade

Independéncia

Definicio
Entdo, dizemos que n eventos Aj, A, ..., A, sdo independentes

se e somente se:
P(A1NAzxN...NA,) = P(A1) Xx P(A2) X ... x P(A,) = H;’:l P(A;j),
parai=1,..n.
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Teorema
Sendo A e B dois eventos independentes entdo A e B,BeAe Ae
B também serdo independentes.
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Teorema de Bayes

Probabilidade

Independéncia

Teorema

Sendo A e B dois eventos independentes entdo A e B,BeAe Ae
B também serdo independentes.

Notas

Para dois eventos A e Bcom P(A) > 0e P(B) >0,
independentes, = que esses ndo sdo mutuamente exclusivos.

N
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Probabilidade
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Probabilidade Condicional e Independéncia

Probabilidade

Teorema de Bayes

Teorema de Bayes

Teorema

Admitindo que {A1, Ay, ..., Ax} é uma parti¢do de (2, entdo a
regra de Bayes pode ser assim descrita:
P(A;N B)) P(Bj|Ai) X P(Ay)

P(Ai| Bj) = P(B) ¥, P(B;|A;) x P(A;)
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Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade

Espaco Finito

Probabilidade Condicional e Independéncia
Teorema de Bayes

Probabilidade

Teorema de Bayes

Prova

A prova segue da defini¢do da probabilidade condicional e do
teorema da probabilidade total, ou seja:
P(Al' N B]) = P(Bj |Al) X P(Ai) e

P(B]> = P(B] |A1) x P(A1) + ... +P(B] |Ak) X P(Ak)
P(Bj) = 2, P(Bj| A7) x P(A))
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Alguns Conceitos Importantes
Probabilidade
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Probabilidade Condicional e Independéncia
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Teorema de Bayes: EXERCICIO

Probabilidade

Trés maquinas A, B e C produzem 50%, 30% e 20%,
respectivamente, do total de pegas. A porcentagem de pecas
defeituosas de cada uma é 3%, 4% e 5%, respectivamente.
Seleciona-se uma pega e constata-se que é defeituosa. Qual é a
probabilidade de ser uma pega da maquina A?
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Probabilidade
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Teorema de Bayes: EXERCICIO

Exercicio 2 - Paradoxo de Monty Hall

Vocé esta em um show de televisdo e o apresentador apresenta
a voce trés portas. Uma delas contém um prémio colocado
aleatoriamente e as outras duas ndo. Depois que escolheu uma
das portas o apresentador que sabe o que esté atras das portas
escolhe uma para ser aberta. Existem duas possibilidades se o
carro esta em uma das duas restantes ele abre com certeza a
que ndo tem nada. Se as duas ndo tiverem o prémio ele abre
uma delas aleatoriamente. Depois que abre a porta ele
pergunta se vocé gostaria de trocar ou ficar com a sua primeira
opcdo. Ou seja, suponha que vocé tenha escolhido a porta 2 e
ele tenha aberto a porta 3, ele perguntaria “Vocé gostaria de
mudar da porta 2 para a porta 3?” E vantajoso trocar?
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