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Capitulo 1

Variaveis Aleatorias Discretas

Sempre que realizamos um experimento aleatério nos preucupamos em observar car-
acteristicos numéricos ocorrentes nessa realizagao. Por exemplo: Quando langcamos uma
moeda honesta, podemos esta interecados em observar se a face voltada para cima é cara
ou coroa. Dessa forma, se definirmos X como sendo “a ocorréncia de cara no langamento”,
podemos intuitivamente, observar que a ocorréncia de X ¢é aleatéria, ou seja, nao ¢ ma-

nipulada.

A esse caracteristico numérico damos, intuitivamente, o nome de variavel aleatdria

discresta. Cuja defini¢ao formal é a seguinte:

Definicao 1: Uma varidvel aleatoéria discreta, é uma fucao X : 2 — R, cuja imagem
¢ um subconjunto enumeravel do conjunto dos nimeros reais e tal que o conjunto {w €

Q: X(w) = 2;} é um evento para todo i.

Exemplo 1: Dois jogadores A e B estao participando da seguinte aposta: “um deles
langa uma moeda, honesta, trés vezes para cima, se o resultado obtido em cada lancamento
for cara (c), o jogador A ganha um real. Se for coroa (k), paga um real. Suponha que
estejamos torcendo pelo jogador A. Dessa forma sé vai nos interecar a quantidade final

do jogador A.
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Representando por X a quantidade de A no fim do jogo, vemos que X é uma variavel

aleatoria discreta.

Para verificarmos basta observar que os possiveis resultados desse experimento sao:
{(c,c,0); (¢, k); (¢, k,c); (k,c,0); (e, k, k); (k, e, k); (k, k,c); (k, k, k)}, dessa forma temos,
Q = {(c,c,0);(c,c,k); (¢, k,c); (k,c,0); (¢, k, k); (k, ¢, k); (k, k,c); (k,k,k)}. Notamos que
os possiveis valores de X sdo (—3,—1,1,3) e que o conjunto {w € Q : X(w) = x;} é

evento, uma vez que ocorrendo (¢, ¢, ¢) temos X (¢, ¢,c) = 3, (¢, ¢, k) temos X (c, ¢, k) =1,

(k,k,c) temos X (k,k,c) = —1 e assim por diante.

Dessa forma, podemos descrever esse experimento por meio de uma funcao X : 2 — R

que a cada evento w € ) associa X (w) = ;.

Ja sabemos que uma variavel aleatéria discreta é um caracteristico numérico que sem-
pre aparece na realizacao de um experimento, mas ainda nao sabemos qual a probabilidade

dela ocorrer em certo experimento.

Com o objetivo de sabermos a probabilidade da variavel aleatéria discreta X assumir
um dado valor real num certo experimento, iremos definir, a seguir, a densidade de uma
variavel aleatéria discreta X em um dado espago de probabilidade (£2,.4,P), pois essa

definicao nos dara o que estamos procurando.

Definicao 2: Chama-se funcao densidade de uma variavel aleatéria discreta X a uma
fungao real definida por f(z) = P(X = z) = P(w € Q : X(w) = z) e que satisfaz as
seguintes condigoes:

(i) fz) = 0;

(17) {x € R : f(z) # 0} é um subconjunto enumerdvel de R, ou seja, {x € R : f(z) #
0} = {a1, 29, 15

(iid) Y flai) = 1.

Exemplo 2: Consideremos novamente o experimento do lancamento da moeda visto

no exemplo anterior.
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a) A probabilidade do jogador A ganhar trés reais no fim do jogo é dada por:

fB)=PX =3)=PweQ: X(w) =3) =P({ccc}) = é J& que vimos no

exemplo anterior que a moeda é honesta.

B) F(1) = POX =1) = Plwe 9 X(w) = 1) = P({e, ¢, k) e, byl {hee) = -



Capitulo 2

Algumas Densidades Importantes

Apresentaremos agora algumas densidade que serdao de grande importancia para o

nosso estudo posterior. Comegaremos a falar sobre a

2.1 A densidade de Poisson

A densidade Poisson é uma funcao real definida por

AmefA

flay=1{ "d

0, Para outros valores de x.

, v=20,1,..

Para chegarmos a essa expressao basta seguirmos os mesmos procedimentos apresen-

tados no trabalho “Construgao do processo de Poisson”.
Para verificarmos que f(z) é uma densidade, basta verificar que as condigoes (i), (i7)
e ().

Observe que as condigoes (i) e (i) sao imediatamente satsfeitas, uma vez que f(z) é
uma probabilidade e o conjunto {x € R : f(z) # 0} ={0,1,2,3,---} é um subconjunto

enumeravel de R.
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Para verificarmos que (iii) é verdadeira, basta lembrarmos da expansdo da fungao

exponencial em série de Taylor.

2 3 e T
A R 4= i {
Dessa forma, veremos que ¢* =1+ \ + o + al + z% ok dai
(o) )\$
A _
e = Z 7
=0

o0 (o]
A* AF
ete ™ = E —'e_>‘ = E —'e_>‘ =1
=0 L =0 z
(o] )\.Z’
Dessa forma, acabamos de mostrar que E flz;) = E —'e’)‘ = 1.
x!
3 =0

Outra densidade importante é a

2.2 Densidade Geométrica

Seja 0 < p < 1. Chamamos de Densidade Geométrica a uma funcao real definida por

p(1—p)*, x=0,1,..

0, Para outros valores de .

fz) =

Essa densidade é utilizada para descrevermos experimentos do tipo sucesso, fracasso,
ou seja, se considerarmos um lancamento de uma moeda e atribuirmos o valor p a prob-
abilidade de sucesso e consequentemente 1 — p a probabilidade de fracasso. Observamos
que (1—p)(1—=p)(1—p)---(1—p), z-vezes, representa a probabilidade de fracasso obtido
em x jogadas consecultivas e p representa a probabilidade de sucesso numa determinada
jogada. Assim, a densidade f(x) nos dar a probabilidadde de obtermos o primeiro sucesso

na (z + 1) - ésima jogada.
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Para verificarmos que f(x) é realmente uma densidade, vamos verificar as trés condigoes

da definicao.

Observamos que (7) e (i¢) sao diretamente satisfeitas, ou seja (i) vem do fato de f(x) ser
uma probabilidade e (i7) segue do fato que o cojunto {z € R: f(z) # 0} ={0,1,2,3,--- },

que é um subconjunto enumeravel de R.

(o)
A condigao (7i7) estd ligada com a convergéncia da série geométrica Z ar = a+ar+
n=0
ar? 4+ - -+, que trazendo para o nosso problema, temos:

o)

Z(l—p)z, ondea=1ler=1-p.

=0

o0

ComOZ(l—p)“z1+(1—p)+(1—p)2+--- e0 < p<1,temos |1 —p| < 1.

r=
Logo, pelo teorema da convergéncia da série geométrica, nossa série converge. Além disso,

converge para - . Como em nosso problema a =1 e r =1—p, temos que Z(l —p)*
=0
1 1
converge para ———— = —.
1—(1-p) »
o0 . 1
Logo, » (1 —p)" = —.
=0 p
Multiplicando ambos os membros dessa expressao por p, temos:
oo . 1 o .
pY (1—p)=p-=> (1-p=1
=0 p =0
Assim, podemos verificar a condicdo (iii), ou seja, Z flx) = Z(l —p)* = 1. Por-
7 =0

tanto, f(z) é realmente uma densidade.

Outra densidade importante é a
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2.3 Densidade Hipergeométrica

A densidade Hipergeométria é uma funcao que nos dar a probabilidade de uma varidvel
aleatoria discreta X assumir um determinado valor numa amostra de tamanho n, retirada

de uma populagao de r objetos, sendo estes de dois tipos, ou seja, tipo r; e tipo rs.

Dessa forma, dada uma populagao de r objetos, onde r; sao de um tipo e ro =7 — 1]
do outro tipo, temos, que a retirada, nessa populacao de r objetos, de uma amostra de

. . r
tamanho n, n < r; e n < ry. Vemos que essa retirada pode ser feita de < ) modos.
n

Assim, definindo X como sendo a quantidade de objetos do primeiro tipo na amostra.

Vamos calcular a probabilidade dessa quantidade assumir um dado valor real x, ou seja,
P(X =z).

. Tl
Para isso, basta observar que, na amostra de tamanho n temos ( ) formas de escol-
x

r—mr

hermos x objetos do primeiro tipo e < ) formas de escolhermos n — x objetos do

n—ux
segundo tipo.

()G
Dessa forma, P(X =) = i Tn —*/
()
Assim, a Densidade Hipergeométrica é uma funcao real definida por:
()00
YNNTE) e —01,.
flx) = r
n

0, Para outros valores de z.

N
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Distribuicao de Variaveis Aleatodrias

Discretas

Como vimos até agora sempre trabalhamos com intuito de determinar P(X = x), porém
frequentemente surge a necessidade de se determinar a probabilidade {w : X (w) € A}
onde A é um subconjunto de R com mais de um ponto. Agora devido a essa necessidade
vamos tentar estabelecer um método para determinar a probabilidade da variavel
aleatoria X € A, onde como ja sabemos A é um subconjunto dos reais com mais de um

ponto, vamos denotar essa probabilidade da seguinte forma P(X € A).

Seja f a densidade de X, podemos determinar P(X € A) através da densidade de f por

meio da seguinte expressao

P(X € A) =) f(w)
€A
Isso pelo fato os {w|X(w) € A} é 0 mesmo que Jyx, 4 {w|X (w) = 2;}, onde i = 1,2, ...,
porém os {w|X (w) = z;} com ¢ variando em Z% sdo disjuntos, ou seja, a probabilidade
da uniao é a soma das probabilidades o que implica na expressao a qual haviamos

comentado. Definicao: Chama-se funcao de distribuicao da variavel aleatéria X ou da

8
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densidade f a funcao F(t), —oo < t < oo, definida por

Ft)y=P(X <t)=)_ f(x)

<t
Como sequéncia imediata da definicao temos que probabilidade de uma variavel a
aleatéria X pertencer a um intervalo semi aberto (a,b] é dado através da seguinte

expressao
Pla< X <b)=P(X <b)—P(X <a)=F(b)— F(a)
Demonstragao:
(X <alUfa< X <0 =[X <
P X<a)+Pla< X <b)=PX<h)
logo, temos que
Pla<X <b)=P(X <b)—Plx<a)=F(b) — F(a)

E se X é uma variavel aleatéria inteira, entao

[t]

= > f@)

onde [t] representa o maior inteiro menor ou igual a ¢ exemplo [2,6] = [2] = 2. logo
podemos perceber que f é uma funcao nao decrescente e que para qualquer inteiro x, F

dd um salto de magnitude f(x) no ponto z e F' é constante no intervalo [x,z + 1].

Exemplo: Seja S =1,2,...,10 e seja X uma variavel aleatéria uniformemente distribuida
em S. Entéao f(z) =1/10 para z = 1,2,...,10 e f(x) = 0 para outros valores de x. A
fungao distribuigao de X é dada por F'(t) =0 parat < 1, F(t) =1 parat > 10 e

F(t) — 1<t<10

(=3 @) =1

logo se desejarmos calcular P(3 < z < 5) usando o resultado obtido temos que
PB3<X <5)=F(5)—F(3)=5/10—-3/10=2/10

9
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e se quisermos calcular a probabilidade dessa variavel aleatoria X assumir um valor no
intervalo [3, 5], ou seja, P(3 < X < 5) como sabemos que nesse caso X ¢ uma variavel

aleatéria que assume valores inteiros podemos reescrever P(3 < X < 5) como sendo

P(2 <X <5)=F(5)—F(2) =5/10 — 2/10 = 3/10 utilizando o método que sabemos.

3.1 Vetores Aleatodrios Discretos

Acontece frequentemente de estarmos interessados em estudar a relagao entre duas ou
mais variaveis aleatorias, por exemplo numa extragao de uma amostra aleatéria de
tamanho de n de uma caixa contendo r bolas, numeradas de 1 a r, poderiamos desejar
saber qual o niimero mais alto Y ou o niimero mais baixo Z observados entre as bolas
selecionadas. Seja um espaco probabilidade com r variaveis aleatorias discretas
Xy, X, ..., X, definidas nesse espaco. Entao para cada ponto w € {2 cada uma das
variaveis aleatérias assumem um dos seus possiveis valores, os quais denotaremos da

seguinte forma
X1<’LU) =T, XQ(U}) = T9, ,XT(UJ) = Ty

Em vez de pensar em observar r ntimeros reais x, Zs, ..., £, podemos pensar em uma
r-tupla X = (x1, 29, ..., ) onde para cada i, x; é um dentre o nimero finito ou infinito
enumeravel de valores que a variavel aleatoria X; pode assumir. Seja R" a colecao de
todas as r-tuplas de nimeros reais um ponto X = (z1, z, ..., x,) de R" é habitualmente
chamado de vetor r-dimensional. Assim, para cada w € €, os valores X;(w), ... X, (w)
definem um ponto. Definicao: Um vetor aleatério r-dimensional X é uma funcao
X : 2 — R assumindo um finito ou infinito enumeravel de valores x1, zo, ...z, tais que
{w: X(w) = x;} é um evento para todo i. E a fungao de densidade f fica definida da

seguinte forma

f(xlam27 ...,CCT) = P(Xl = l‘lyXQ = T2, "‘7X7’ = IT)

10
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ou equivalentemente
f(z) = P(X =z),onde x € R"

E também pode-se determinar a probabilidade de que X pertenca a uma subconjunto A
de R" da maneira como faziamos
P(X €)=Y f@)
€A
No caso unidimensional para que uma funcao seja funcao densidade discreta, ela deveria

ter as seguintes propriedades
i)f(x) >0,z € R".

ii){x : f(x) # 0} é um subconjunto finito ou infinito enumeravel de R", que serd

representado por {z1, zs,...}.
i) -, flxi) =1

Essas propriedades se estendem também para R", ou seja, qualquer funcao real f
definida em R" que possua estas trés propriedades, sera chamada de funcao densidade
discreta r-dimensional. Obs: Essa funcao densidade discreta r-dimensional f é
habitualmente chamada de funcao densidade conjunta das variaveis aleatérias
X1, Xo, ..., X,. A funcao de densidade da varidvel aleatoria X; é chamada de i-ésima
densidade marginal de X ou de f Sejam X e Y duas varidveis aleatérias discretas: para
quaisquer nimeros reais z e y, conjunto {w|X (w) =z e Y(w) = y} é um evento, que
seré representado por {X = x,Y = y}. Suponha que os valores possiveis distintos de X
sejam 1, Zg, ... € os de Y sejam yi, yo, ... para cada z os eventos {X = z,Y = y;},

j=1,2, ..., sdo disjuntos e sua uniao é o evento {X = z} logo,

PX=a)=P(UX =0y =y}) =3 (X =a.¥ =y) =Y PX =a.¥ =)

J

= P(X=2)=) P(X=uzY=y)

11



Capitulo 3. Distribuicao de Variaveis Aleatérias Discretas

Analogamente segue que,
P(Y=y)=> P(X==zY =y

Exemplo: Suponha que X e Y sao duas varidveis aleatérias que assumem os valores z e

y,onde x = 1,2 ey =1,2,3,4 com as probabilidades dadas na tabela abaixo.

x\ yv| 1 2 3 4
1 | 1/4 | 1/8 | 1/16 | 1/16
2 |1/16|1/16 | 1/4 | 1/8

Entdo fx(1) =3, f(Ly) =1/4+1/8+1/16 =1/2, e fx(2) =1 — fx(1) = 1/2 de

modo que X tem distribuicao uniforme sobre 1 e 2. Analogamente

fr(1) =1/4+1/16 = 5/16, fy(2) = 3/16, fy(3) = 5/16, fy(4) = 3/16

3.2 Variaveis Aleatorias Independentes

Considere o experimento langar uma moeda e um dado. De forma intuitiva acreditamos
que o resultado do lancamento da moeda, qualquer que seja ele, nao deve influenciar no
resultado do dado e vice e versa. Agora vamos construir um modelo de probabilidade
que reflita essas idéias. Seja X uma variavel aleatéria que assume 0 ou 1 dependendo do
langamento moeda resultar cara ou coroa {X = 1} representa cara {X = 0} representa
coroa da mesma maneira podemos utilizar a variavel aletoria Y que nos dara
1,2,3,4,5,6 dependendo se o nimero voltado para cima é 1,2,3,4,5 ou 6 entao
{X =12} e {Y =y} devem ser independentes assim o vetor aleatério (X,Y’) deve ter

densidade conjunta f(x,y) dada por
PX=x)P(Y=y), X=0,1, Y =12, .,6;
0, para outros valores de X e Y.
Em outras palavras, a densidade conjunta f de X e Y deve ser dada por

12
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f(z,y) = fulz) fy(y)
Definicao
Sejam X1, Xy, ..., X, r varidveis aleatorias discretas tendo as densidades fi, fo, ..., f;
respectivamente. Diz-se que estas varidveis aleatérias sao mutuamente independentes se
a funcgao densidade conjunta f é dada por f(xy,xs,...,x,) = fi(z1) fo(z2)... fr(x))

Considere duas varidveis aleatdrias independentes com densidades f; e f,,

respectivamente entao para dois conjuntos quaisquer A e B de R.
P(Xe€eAYeB)=P(Xe€APX e€B)

Demonstracao

P(X e AY e B)=P{X € A}n{Y € B})

= P J{x =2} n[(JLY =y}

— P LEJB[{Y =yin (LEJA{X =x})])
_ yeZBP[{Y —yin (ILEJA{X = a})]
- ;P(g[{X =z} N{Y =y}))
- ; ;p[{xzx}ﬂ{lfzy}]

:ZE; ;P[X:a:,Y:y]
= ; %fz,y(fc,y)

13
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= > ful@)fy(w)

yeEB x€A

yeB z€EA

Y PY=y)) PX=ux

yeB T€A

=Py =vh P(UtXx =2}

yeB €A

=P(Y eB)P(X €A
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