Analise Combinatoria

1 - Introducdo: Foi a necessidade de calcular o nUmero de possibilidades existentes nos chamados jogos de azar que
levou ao desenvolvimento da Andlise Combinatdria, parte da Matematica que estuda os métodos de contagem. Esses
estudos foram iniciados ja no século XVI, pelo matematico italiano Niccollo Fontana (1500-1557), conhecido como
Tartaglia. Depois vieram os franceses Pierre de Fermat (1601-1665) e Blaise Pascal (1623-1662).

A Anélise Combinatéria visa desenvolver métodos que permitam contar - de uma forma indireta - o nimero de
elementos de um conjunto, estando esses elementos agrupados sob certas condigOes.
A andlise combinatéria é usada para a solugdo de problemas matematicos envolvendo contagem.

Principio fundamental da contagem:
Se um experimento pode se realizar em 2 etapas. A primeira com x resultados possiveis e a segunda com y resultados possiveis, 0
numero total dos possiveis resultados do experimento de x e n sera:

1
2

Se um experimento pode ser

A A A

1
X 2
y
Exemplos do PRINCiPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM:
No langamento de 3 moedas, os resultados possiveis seréo:
(Ca, Ca, Ca) - (Ca, Ca, Co) - (Ca, Co, Co) - (Co, Co, Co) Onde: Ca: Cara
(Co, Co, Ca) - (Co, Co, Ca) - (Ca, Co, Ca) - (Co, Ca, Co) Co: Coroa

2 - Fatorial: Seja n um numero inteiro ndo negativo. Define-se o fatorial de n (indicado pelo simbolo n! ) como
sendo:

n!=n.(n-1).(n-2)... .4.3.21

Lembramos que:

n=1,teremos: 1l =1

n=0,teremos: 0! =1.

Exemplos:

a) 5! =5.4.3.2.1 =120

b) 41 =4.3.2.1 = 24

c)3!'= 32.1=6

d) 8! =8.7.6.5.4.3.2.1 = 40.320

e) 8! = 8.7.6.5! = 40.320 [336 x 120 = 40.320]

3 — Permutacao simples
3.1 - Permutacdo de n objetos é o nimero de maneiras diferentes que é formado com todos os n elementos e que
diferem uns dos outros pela ordem de seus elementos.

Exemplo: com os elementos A,V,0 sdo possiveis as seguintes permutagées: AVO, AOV, VOA, VAO, OAV e OVA.
3elementos > P3-> 3!=3x2x1=6.

3.2 - O numero total de permutagdes simples de n elementos distintos é dado por n}, isto é
P, = n! onde n! = n(n-1)(n-2)... .1.

Exemplos:

a)P5=5!=543.2.1=120

b) Quantos anagramas noés podemos formar com a palavra FAMEC.
P5 =51=5.4.3.2.1 =120

3.3 - Denomina-se ANAGRAMA o agrupamento formado pelas letras de uma palavra, que podem ter ou nao
significado na linguagem comum.
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3.4. Permutacdes de elementos nem Todos Distintos [Diferentes]:
n!
nl3”1'”2 TURKC |
n/!nt..n!

Exemplo:
1) Quantos séo os anagramas com a palavra Mauro?
Permutagdo simples: P5 = 5x4x3x2x1 = 120, podemos formar 120 anagramas.

2) Quantos sao os anagramas com a palavra Maura?
Observe que ha dois elementos repetidos: mAurA - o “A”, logo

5 5! ox4x3x2x1  5x4x3

Pr=—= 60
2 21 2x4 1
3) Quantos sdo os anagramas com a palavra MISSISSIPP| ?
Observe os elementos repetidos: SS—SS—I 111 (PP >1M; 4S;41e2P.
TND yeens 11! .916. .916.
pM-N2 K. _ N 39.916.800 _ 39.916.800 _ 34,650
n 11414121 24x24X2 1152

3) Quantos anagramas possuem a palavra TARTARA ?

7
O numero de anagramas de “TARTARA” sera representado por P?,Z,Z ou (3 9 2)

Para formar o anagrama de “TARTARA” temos que arrumar 33, 2R e 2T em 7 lugares, . O nimero de

~ . A3 . 2
modos de escolher os lugares onde serao colocados os A é C7 , depois temos C4 modos de escolher os lugares para

colocar os R e finalmente, um Unico modo de escolher os lugares para os T*.

p N-n2 nK-:>P3’2’2: :>500:500:210
n 7 312121 6X2x2 24
4. Arranjo
Um arranjo de n objetos distintos tomados ra r, rde cadavez, (comn >r), é dado por:
n!
Ay =——
(vs) (h—r)!
Exemplo:

Contar a quantidade de numeros formados por 2 algarismos distintos pelos algarismos 1, 2, 3, 4.
Solugéo: Temos 4 algarismos diferentes (1, 2, 3, 4) queremos arranjar 2 a 2, portanto temos:

! | 432
T (4-2) 2 2!

ou seja: { (1,2); (1,3); (1,4); - (2,1); (2,3); (2,4) - (3,1); (3,2); (3,4) - (4,1); (4,2); (4,2) }.

Observagdo: No ARRANJO - IMPORTA a ordem dos elementos como estdo dispostos: o nimero 23 # 32.

Exemplo: Calcule o nimero de arranjos de 8 objetos tomados 3 a 3.

' ' X1 X0OX ! ! .
gy = 0 B BDOE g o BA030
S (8-3) 5 5! 5 120
5.Combinagdao: -> Nas combinagdes NAO IMPORTA a ordem em que os elementos se encontram. Se

estivermos esperando o casal Sr. José Maria e Dona Maria José, ndo importa quem entra primeiro em nossa casa se €
O Sr. José Maria ou Dona Maria José. Portanto, AS COMBINACOES diferenciam-se das permutagbes e arranjos,
conforme demonstramos acima, a ordem de escolha ndo tem importancia.

Uma combinagdo de n objetos distintos tomados r a r é dado por:

Onde: n: numero total de elementos.
r: numero de elementos do agrupamento.

! Vide MORGADO et alii. Andlise Combinatédria e Probabilidade, 2004. pp.45-6.
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n n n!
O termo ( ) é chamado binomial e é calculador pela expressao: ( ) = —
r r r! (n - r)!
Exemplo: Calcule o nUmero de combinagdes possiveis formados com 8 objetos tomados 3 a 3.
n n! 8! 8x7x6xB! 8x7x6 336
C, = = = = = = = 56
) d=r) 38 -3)! 315! 321 6
Exercicios:
Calcule (Permutacgdo simples):
a) Ps b) Py ) Pq d) Pg
a) P5 = 5x4x3x2x1 = 120 b) P7 = 7x6x5x4x3x2x1 = 5040
c) P4 = 4x3x2x1 = 24 d) P8 = 8x7x6x5x4x3x2x1 = 40.320
e) Com a palavra FAMEC quantos anagramas podem-se formar?
f) Quantos sdao os anagramas da palavra LIGADO? g) Quantos sdo os anagramas da palavra LAMPEJO?
h) Quantos sdo os anagramas da palavra LIGADA? i) Quantos sdo os anagramas da palavra ARARA?

j) Quantos sdo os anagramas da palavra BANANADA?

Solugdo:
Cada ordenacdo dos n objetos é chamada uma permutacao simples de n objetos e o niUmero de permutacdes simples
de n objetos distintos é representado por Pn2. Logo, Pn = n!

e) FAMEC > ha 5 elementos diferentes, entdo, P5 & 5! = 5x4x3x2x1 = 120. Pode-se obter 120 anagramas com a
palavra FAMEC;

f) LIGADO - ha 6 elementos diferentes, entdo, P6 2> 6! = 6X5x4x3x2x1 = 720. Pode-se obter 720 anagramas com a
palavra LIGADO;

g) LAMPEJO - ha 7 elementos diferentes, entdo, P7 & 7! = 7X6X5x4x3x2x1 = 5040. Pode-se obter 5040 anagramas
com a palavra LAMPEJ]O;

h) LIGADA - ha 6 elementos, porém 2, sdo iguais, 2A. A solucdo para esta situacdo é a seguinte:

P; =8 5 8538 — fy5xax3=360

i) ARARA- ha 5 elementos, porém ha 2R e 3A. A solucdo para esta situagdo é a seguinte:

23 _ 51 ox4x3! x4 20 _

Ps™ = o 312l — o 2 =10

j) BANANADA - ha 8 elementos, porém hé 4A, 2N, 1B e 1D. A solucdo para esta situacdo é a seguinte:
4211 _ 8l 8XTX6x5x4! 8XTX6X5 1680 _

P8 o421 - 412x1 = 2x1 — 2 =840

Calcule (Arranjo):

a) As,2 b) A3, C) a) Ae,4
a) _ 5! g 5x4x3! _ b) _ n! _ 3! E 3x2x4! _
A I I T TR A o TRl oy T T TR
n! 6! 6! 6x5x4x3x2!

C)Anr:W:A64:M:§: 7l = 360
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