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Revisdo: Resposta transitoria de sistemas de 2a. ordem

Sistemas de segunda ordem

@ Suponha o seguinte sistema de 2a. ordem:

W

Gls) = s(s+2Cw,)°

@ Um sistema de controle em malha fechada com G(s)

(veja Figura 1) pode ser descrito como:

Y(s) _ G(s) _ w?
R(s) 1+G(s) s2+2Cw2s+ w32’
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Revisdo: Resposta transitoria de sistemas de 2a. ordem

R(s) Els) ol C(s)
sts + 2{ey) i

Figura: Sistema de 2a. ordem em malha fechada.
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Revisdo: Resposta transitoria de sistemas de 2a. ordem

@ Os pdélos em malha fechada (veja Figura 2) sao
dados por:
S=—-0 * jwy,

onde o € a atenuacao do sistema e wy é a
freqliéncia natural amortecida.

@ As seguintes relacdes podem ser definidas:

Wy =wml -T2,

o= Cwm

cosﬁzwizg.

n
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Revisdo: Resposta transitoria de sistemas de 2a. ordem
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Figura: Pélos complexos e grandezas associadas.
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Revisdo: Resposta transitoria de sistemas de 2a. ordem

@ A resposta transitoria deste sistema assume
diferentes comportamentos de acordo com o valor
do coeficiente de amortecimento T (veja Figura 3):
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Revisdo: Resposta transitoria de sistemas de 2a. ordem

Resposta a degrau

@ Sistema sub-amortecido (0 < T < 1):

“l_gz),tzo.

4

sin (wdt +tan~

@ Sistema com amortecimento critico (C = 1)::

y(t) =1 —exp (1 + wput), t = 0.

@ Sistema superamortecido (C>1)

y(t) =1+ exp~ E+/CTDwnt _

2T —1(C+ c2-n

2,/C? - I(C— c2-1)
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Revisdo: Resposta transitoria de sistemas de 2a. ordem

@ Para este sistema de 2a. ordem é possivel
estabelecer uma relacdo entre as grandezas que
especificam a resposta transitoria a degrau e os
polos do sistema.

@ A resposta transitoria a degrau para este sistema
(veja Figura 4) pode ser caracterizado pelas
seguintes grandezas:

a0 Forr = i, tesponse
remains within this strip.
|
L L4 0os
1 I /i_——__\ === or

72 0.02
: i

I

i
These points are specified.
0.5 i

Is !
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Revisdo: Resposta transitoria de sistemas de 2a. ordem

@ O tempo de subida t, é aqui definido como o tempo
que o sistema demora para subir de 0 e 100% do
valor final:

m—B

Wy

tr':
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Revisdo: Resposta transitoria de sistemas de 2a. ordem

@ O instante do pico t, se refere ao instante da
ocorréncia do primeiro pico do sobresinal:
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Revisdo: Resposta transitoria de sistemas de 2a. ordem

@ O maximo sobresinal é definido da seguinte forma:

y(ty) — y(c0)
y(o0)

@ e pode ser calculado da seguinte forma:

()
M, = exp \V'-¢
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Revisdo: Resposta transitoria de sistemas de 2a. ordem

@ O tempo de acomodacao t; é definido como o
instante de tempo tal que o sinal de erro passa a ser
menor que um determinado valor percentual, em
geral, definido como 2% ou 5%.

@ O tempo de acomodacao t; é em geral aproximado
através das seguintes equacoes:

o Critério de 2%:

4
tg=m. (])

o Critério de 5%:

3
Cwy |
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Revisdo: Resposta transitoria de sistemas de 2a. ordem

@ Estas aproximacdes podem fornecer erros
significativos como pode ser observado na Figura 5
que ilustra a variacao de t; em funcao de C.
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Figura: Tempo de acomodacao t; em funcado de
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Revisdo: Resposta transitoria de sistemas de 2a. ordem

@ Podemos observar que o tempo de acomodacao t;
varia de forma discontinua. Para o critério de 2%,
por exemplo, ts varia aproximadamente da seguinte
forma:

@ 3T <t;<4T para0.3<C <0.7,
@ 3T <t;<6T para0.7<C < 1.0.
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Revisdo: Resposta transitoria de sistemas de 2a. ordem

Lugares geomeétricos
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Figura: (a) Lugar geométrico para w, = cte - (b) Lugar
geométrico para C = cte - (c) Lugar geomeétrico para o = cte -
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Revisdo: Resposta transitoria de sistemas de 2a. ordem

Tempo de Subida t,

O tempo de subida t, nao possui um lugar geométrico
trivial, mas é usualmente aproximado por:

18

t, .
Wp

12

(2)

Ou seja, o tempo de subida t, é inversamente
proporcional a freqliéncia natural ndao amortecida w,,.
Entretanto esta equacdo é bastante aproximada mesmo
para sistemas de 2a. ordem sem zeros.
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Exemplos de Projetos

Exemplo 5.1

@ Deseja-se projetar um controlador H(s) para o
sistema ilustrado na Figura ?? onde a planta é dada
por:

0.5

G(s) = s(s+3)°
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Exemplos de Projetos

O controlador H(s) deve ser tal que garanta as seguintes
especificacoes:
@ Erro estacionario ess = 0 para entrada a degrau;
@ Tempo de assentamento ts < 4seg (critério de 2%);
© Maximo sobresinal M, < 5%.
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Exemplos de Projetos

Qual controlador ?

O primeiro passo para o projeto é a escolha da estrutura
do controlador (P, PI, PD, PID, etc.). Sabemos que para
satisfazer a condicdo do erro estacionario ess basta
utilizar um controlador proporcional H(s) = K, ja que o
sistema G(s) ja possui um integrador 1/s.
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Exemplos de Projetos

Podemos calcular o erro estacionario através da
seguinte forma:

e = ,!'ﬂ,l e(t) = Isim SE(s),

. 1
= lim SmR(S),
s(s+3) 1
s(s+3) +0.5K, s’
_lim s(s+3)
s~0 S(s+ 3) + 0.5K,’
= 0.

=lims

Concluimos entao que o erro estacionario es; é nulo
para uma entrada degrau caso seja adotado um
controlador proporcional.
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Exemplos de Projetos

Agora devemos escolher K, de tal forma que satisfaca as
condicoes do tempo de assentamento t; € do maximo
sobresinal M,. Para um controlador H(s) = Kj, a funcao
de transferéncia do sistema de controle em malha
fechada pode ser escrito como:

Y(s) 0.5K,
R(s)  s2+3s+0.5K,’

0 que é equivalente ao sistema de 2a. ordem padrao:

Y(s) w3
R(s) $2+2Cwpus+ w2’
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Exemplos de Projetos

Para um sistema de 2a. ordem padrao as especificacoes
transitorias de maximo sobresinal M, e do tempo de
assentamento t; estabelecem um lugar geométrico no
plano s.

O tempo de assentamento t (critério de 2%) é dado
aproximadamente por:

Newton Maruyama O Método do Lugar das Raizes - Exemplos



Exemplos de Projetos

Como deseja-se que t; < 4seg entao:

como o = Cw, entao:
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Exemplos de Projetos

Para o maximo sobresinal devemos ter:

M, < 5%

M, = exp_<\/@)Tr <0.05 =

T . 599 (x-1)=
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Exemplos de Projetos

o que resultaem C < —0.69 e € > 0.69. Entretanto,
sabemos que necessariamente C > 0 entdo ficamos
somente com C > 0.69.
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Exemplos de Projetos

Sabemos que:
cosB =,

onde B é o angulo descrito por uma reta que cruza o
polo complexo e a origem do sistema de coordenadas e
o eixo real (contado a partir do sentido anti-horario)
Veja Figura 2. Para

1T =0.69 > B =0.8092rad = 46.37°|. Entdo, como:

C>0.69=
B <46.37°.
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Exemplos de Projetos

O lugar geométrico no plano s onde estao as raizes do
sistema em malha fechada que satisfazem as
especificacdes de t; < 4seg e M, < 0.05 é dado pela
interseccao das seguintes regioes:

o >1
e
B < 46.37°.

A Figura 7 ilustra o lugar geométrico definido por estas
condicoes.
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Exemplos de Projetos

>11 o<l

B <46.37°7

Figura: Lugar geométrico resultante de ts < 4seg e M, < 5%.
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Exemplos de Projetos

O lugar geométrico definido acima, define uma regido
no plano s, tal que a ocorréncia dos pélos do sistema de
2a. ordem padrao nesta regido, define um sistema que
satisfaz as especificacoes de tempo de assentamento t;
e maximo sobresinal M,. Se pudermos simultaneamente
definir o valor do coeficiente de amortecimento C e da
freqiéncia natural ndo amortecida w,, podemos alocar
os po6los em qualquer local.
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Exemplos de Projetos

Entretanto, para o nosso sistema, s6 podemos variar o
ganho K,, o que limita a regido possivel para se alocar
os polos. Desta forma, os possiveis valores para os
polos que satisfazem as especificacbes compreeendem
a interseccdo entre o lugar geométrico definido acima e
o lugar das raizes do sistema.
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Exemplos de Projetos

A Figura 8 ilustra o lugar geométrico e o lugar das
raizes do sistema em funcao de K.

imag Axis
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Exemplos de Projetos

Através do grafico ilustrado na Figura 8 podemos
escolher um poélo do sistema e consequentemente
calcular o valor de K, associado.

Qualquer polo ?

Lembre-se que podemos escolher qualquer pdélo, desde
que o polo associado também pertenca a regidao que
permitida. Desta forma, o trecho do lugar das raizes
[—3,2] ndao pode ser escolhido ja que a escolha do pdlo
neste trecho implica em escolher o outro pélo associado
no trecho [—1,0] que nao pertence a regiao permitida.
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Exemplos de Projetos

Por exemplo, podemos escolher o pélo duplo s = —1.5.
Utilizando a condicao de modulo, obtemos:

[G(SHH(s)[ =1 =

' KpO5 | _
s(s+3)
|sl|s+ 3|

K,=~~>—>_ -

p 0.5 s=—1.5

| =1.5] = 1.5+ 3]
Ky = 0.5 =
K, = 4.5
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Exemplos de Projetos

Com esta escolha de K, = 4.5 o sistema de controle em
malha fechada pode ser escrito como:

Y(s) w? 2.25

R(s) s2+2Cwps+ w2 s2+3s+2.25

ondeC=1ew,=1.5.

Newton Maruyama O Método do Lugar das Raizes - Exemplos



Exemplos de Projetos

A resposta a degrau do sistema em malha fechada é
ilustrado na Figura 9. Podemos observar que o tempo
de assentamento t; = 3.87seg e 0 maximo sobresinal
M, = 0%.

Se calcularmos o tempo de assentamento t; pela
Equacao 1 obtemos:

4
ts = —— = 2.67seg.
S gwn g
A Equacao 1 fornece portanto valores muito diferentes

para € = 1.0.
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Exemplos de Projetos

Step Response

| [System: s3
Settling Time: 3.89
I

Amplitude
°
&
T

0 I I I I I
0 1 2 3 4 5 6

Time (sec)

Figura: Resposta a degrau do sistema
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Exemplos de Projetos

Exemplo 5.2

Deseja-se projetar um controlador H(s) para um sistema
onde a planta é dada por:

0.5

G(s) = m
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Exemplos de Projetos

O controlador H(s) deve ser tal que garanta as seguintes
especificacoes:
@ Erro estacionario ess = 0 para entrada a degrau;
@ Tempo de assentamento ts < 4seg (critério de 2%);
© Maximo sobresinal M, < 5%.
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Exemplos de Projetos

O primeiro passo para o projeto é a escolha da estrutura
do controlador (P, PI, PD, PID, etc.). Sabemos que para
satisfazer a condicdo do erro estacionario e é
necessario a insercao de um integrador 1/s em malha
aberta ja que o sistema G(s) é um sistema de 1a.
ordem. Desta forma, vamos escolher um controlador
proporcional-integral PI:

H(s) = K, (1 +).
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Exemplos de Projetos

Podemos calcular o erro estacionario através da
seguinte forma:

ess = lime(t) = limsE(s),
t—o0 s—0
, 1
R FYErTER

_lim Tis(s+ 3)
=0 Tis(s+3) + 0.5K,(Tis+ 1)’

= 0.

im0+ 0.5k,

Concluimos entao que o erro estacionario es; é nulo
para uma entrada degrau caso seja adotado um
controlador proporcional-integral.
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Exemplos de Projetos

Para este caso, a funcdo de transferéncia em malha
aberta é dada por:

0.5(Tis+1)

G(S)H(S) = Kpm,

Os poblos e o zero em malha aberta sao dados por:
@ poélos em malha aberta: s =0, s = —-3;
@ zero em malha aberta: s=—-1/T,.
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Exemplos de Projetos

A funcao de transferéncia do sistema de controle em
malha fechada é dada por:

Y(s)  G(s)H(s) 0.5K,(Tis+1)
R(s) 1+ G(s)H(s) Tis(s+3)+0.5K,(Tis+1)
0.5K,Ti(s + 7)

2+ (3+ 0.5K,)s +

0.5K,
Ti
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Exemplos de Projetos

@ A adicao de um zero em malha aberta pode
provocar uma mudanca significativa de
comportamento do sistema em relacao ao sistema
de 2a. ordem.

@ Desta forma, ndao podemos utilizar as equacodes
para o tempo de subida t,, tempo de assentamento
ts, instante do pico t, e 0 maximo sobresinal M, de
maneira precisa.

@ Muitas vezes, para efeito de projeto utilizamos as
equacoes do sistema padrao, mas devemos nos
lembrar que o efeito do zero adicional pode ser
significativo.
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Exemplos de Projetos

O controlador Pl possui dois parametros, o ganho
proporcional K, e o tempo integral T;. O lugar das raizes
é obviamente construido em funcao de um Unico
parametro. Desta forma, vamos escolher um valor para
T; e construir o lugar das raizes em funcao de K.
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Exemplos de Projetos

Qual o valor de T; que devemos escolher ?

Para mostrar como a escolha de T; influencia a solucao
para este problema vamos escolher dois valores para T;
e construir o lugar das raizes para estes valores.
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Exemplos de Projetos

Escolha 1

Vamos escolher inicialmente fazer T; = 0.5. Com esta
escolha o zero s = —1/T; estara entre os dois polos de

malha aberta. Para este caso, a malha aberta pode ser
escrita como:

0.255s+ 0.5

COH(S) =552 1755
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Exemplos de Projetos

O lugar das raizes para este sistema é ilustrado na
Figura 10

Root Locus
2 T T T T T T T
0.91 0.84 0.74 0.6 0.42 0.22
£=0.69
L £>0.69 |
15 0.96
1k 4
0.99 =! =—
K,=5.5, 5=-4.54 K =55 s=-12
05k P 4
o
< 4
o 0 4
g
- 6>1 o<1
-05f . 4
0.99
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Exemplos de Projetos

Vamos escolher no lugar das raizes o ponto s = —1.2
que resulta no valor de K, = 5.5. A outra raiz
correspondente a K, = 5.5 é s = —4.54.

O sistema de controle em malha fechada pode ser
escrito como:

Y(s) 1.375s +2.75

R(s) s2+5.75s+ 5.5
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Exemplos de Projetos

A resposta a degrau para este sistema é ilustrada na
Figura 11. Note que o tempo de acomodacao
ts = 2.72seg e 0 maximo sobresinal M, = 0%.

Step Response Mp:O%
From: r
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| |
] 1
[ |
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I |
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g ‘ H
S
< | |
| !
| |
| |
| 1
[ |
! bt
| |
| 1
| |
Il Il Il ! Il Il Il Il !
15 2 25 3 35 4 45 5

Time (sec)
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Exemplos de Projetos

Para efeito de comparacdo, vamos analisar o
comportamento do sistema de 2a. ordem padrao
equivalente. O sistema de 2a. ordem padrao equivalente
é aquele que tem o0 mesmo denominador, ou seja,
2
Y(s) ws, 5.5

R(s) s2+2Cwps+ w2 s2+5755+5.5"
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Exemplos de Projetos

Para este sistema, o coeficiente de amortecimento
C = 1.22 e a frequéncia natural nao amortecida
w, = 2.35. Utilizando a férmula para o tempo de
acomodacao temos:

4 4
Cw, 1.22x2.35

ts = = 1.4seg.
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Exemplos de Projetos

A resposta a degrau para este sistema esta ilustrada na
Figura 12. Note que o valor do tempo de assentamento
ts € igual a 3.48seg e o maximo sobresinal M, = 0%.
Desta forma, concluimos que a equacao para o calculo
do tempo de assentamento t; nao vale neste caso, e que
o sistema padrao possui o tempo de assentamento para
resposta a degrau bastante diferente do sistema em
malha fechada projetado.
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Exemplos de Projetos

Step Response

l———————————————————————————————
—==T=— === === B R i Bl St e L |
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02 I 1
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01 ! 4
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0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
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Figura: Resposta a degrau do sistema padrao.
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Exemplos de Projetos

Escolha 2

Vamos escolher agora T; = 0.2, logo 1/T; = 5. Desta
forma, o zero s = —1/T; esta a esquerda dos po6los em
malha aberta s = 0, s = —3. A malha aberta para esta
escolha de T; é dada por:

0.1s+ 0.5

GOHS) = 55 2065
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Exemplos de Projetos

O lugar das raizes em conjunto com o lugar geométrico
para ts < 4seg e M, < 5% esta ilustrado na Figura 13.
Note que agora, o lugar das raizes descreve um circulo
aonde estdo contidos os pélos conjugados complexos.
Podemos por exemplo, escolher os pélos

s=—1.94 + j0.79 que correspondem ao ganho

K, = 1.75.
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Exemplos de Projetos

Root Locus
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Figura: Lugar das raizes e o lugar geométrico para ts < 4seg
e My < 5%.
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Exemplos de Projetos

A funcao de transferéncia em malha fechada resultante
pode ser escrita como:

Y(s)  0.175s+0.875
R(s) s2+3.875s+4.375"
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Exemplos de Projetos

A resposta a degrau para este sistema é ilustrada na

Figura 14. Note que o tempo de acomodacao
t; = 2.13seg e o maximo sobresinal M, = 0%.
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Exemplos de Projetos

Para efeito de comparacao, vamos analisar o
comportamento do sistema de 2a. ordem padrao
equivalente. O sistema de 2a. ordem padrao equivalente
é dado por:

Y(s) w? 4.375

R(s)  s2+2Cw,s+ w2 s2+3.875s5+4.375°

Para este sistema, o coeficiente de amortecimento
C = 0.93 e a freqliéncia natural nao amortecida
w, = 2.1. Utilizando a formula para o tempo de
acomodacao t; temos:

4 4
Cw, 0.93x2.1
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t_g:

= 2.05seg.
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A resposta a degrau para este sistema esta ilustrada na
Figura 62. Note que o valor do tempo de assentamento
ts é igual a 2.4seg e o maximo sobresinal M, = 0.05%.
Neste caso, a equacgao para o calculo do tempo de
assentamento t; também nao fornece um valor preciso.
Entretanto, o sistema projetado e o sistema padrao
possuem tempo de assentamento t; relativamente
proximos.
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Resposta a degrau do sistema padrao.

Step Response
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