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Prélogo

Prélogo

Esta apresentacdo é parte das distribuicoes de probabilidade de
interesse em Fisica: Distribuicdo Binomial, Distribuicio de Poisson
e Distribui¢do de Gauss (Gauf3). Enfatizando o que j3 foi
adiantado na apresentacdo de distribuicao binomial:

@ a distribuicao binomial é geralmente aplicada a experimentos
onde ha um nidmero pequeno de possiveis eventos;

@ a distribuicao de Poisson é apropriada para descrever
experimentos cujos eventos sao contagens onde os dados
representam um certo niimero de eventos observados por
unidade de intervalo; e

@ A distribuicdo de Gauss ou normal descreve as observagdes
aleatdrias de uma vasta gama de experimentos.
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Distribuicdo Gaussiana

Distribuicao Gaussiana

Expressao

A distribuicao gaussiana é uma aproximagao para a distribuicao
binomial no caso limite em que o ndmero de diferentes
possibilidades de resultados N se torna infinitamente grande
enquanto que a probabilidade de sucesso de cada uma deles é
finitamente grande de modo que Np >> 11.

A distribuicdo gaussiana é também um caso limite da distribuicdo
de Poisson em que p se torna grande.

A express3o da distribuicdo gaussiana é:

1 1(x—p)?
3

gulx) = ——=e 2 (7) (1)

onde os parametros y e o sdo, respectivamente, a média e o desvio

e

! Abordagens diferentes de deducio da distribuicio gaussiana podem ser
encontradas em: http://scipp.ucsc.edu/~haber/ph116C/NormalApprox.pdf e
0O.A.M. Helene e V.R. Vanin, " Tratamento Estatisticos de Dados em Fisica
Experimental”, Editéra Edgar Bliicher, 1981, paginas 34 a 38.
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Distribuicdo Gaussiana

Distribuicao Gaussiana

Propriedades

o Euma probabilidade de distribuicao continua na varidvel x.

o E simétrica em relacio a média. Mediana, moda e média sdo
iguais.

@ N3o é adimensional.

@ A probabilidade P(x) de se encontrar x em um intervalo Ax é
g(x)Ax. Adicionalmente

o E unimodal, a derivada primeira é positiva para x < u e
negativa para x > p.

e Tem dois pontos de inflexdo(onde a segunda derivada é zero e
muda de sinal) em x — e x + p.

o E infinitamente diferenciavel.
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Distribuicdo Gaussiana

Distribuicao Gaussiana

Propriedades

O maximo do valor da gaussiana acontece quando x = p

gln) = —— = @
outros valores
g(n+o)=e2g(u) =0,606g(u) (3)
g(p +20) = e *g(u) = 0,153g () (4)
g(n+30) = e *g(u) =0,011g(p) (5)
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Distribuicdo Gaussiana

Distribuicao Gaussiana

Normalizagdo

A normalizacdo da distribuicdo gaussiana é obtida por:

/+OO L 30 ax =1 (6)

Lo OV2T

X—

Para calcular a integral faz-se a mudanga de variavel f—; =X

segue que x = /20 x’, assim

1 Foo 2
ﬁ / eiX dX/ (7)

A integral da equacdo 7 sem o fator multiplicativo, chamada
equacio de Gauss, pode ser resolvida elevando-a ao quadrado

+oo 2 2 oo 2 +oo 2
</ e dx’) :/ e ™ dx’~/ e dy! (8)
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Distribuicdo Gaussiana

Distribuicao Gaussiana

Normalizagdo

ou

oo 2 2 Foo +oo 2 2
</ e dx') :/ / e O ax'dy’  (8)

Fazendo ent3o a transformacdo de coordenadas cartesianas para
coordenadas polares r = x’?> + y’> com o elemento de volume
rdf@dr = dx’'dy’ o segundo termo da equacdo 8

+o0 27 ) +o0 )
/ / e " rdfdr = 277/ e " rdr 9)
0 0 0

—+00

ou

+o0o 5
7r/ e " 2rdr = —me™ %
0

Paulo R. Pascholati Distribui¢do de Probabilidade

=-—n(e®—e =7 (10)

0



Distribuicdo Gaussiana

Distribuicao Gaussiana

Normalizagdo

Assim a equacdo 7 torna

1 Foo 2
\/77_/ eiX Xmzi’\/E:]. (7)

ou

/%0 L o303 =1 (6)

oo OV2T
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Distribuicdo Gaussiana

Distribuicao Gaussiana
Média

+oo X—1\2
média—/ e 3T g (11)

oo  ON2T

Colocando em lugar de x (x — p + 1) e rearrando os termos

1 +o0 x—p)2
média = / (x—,u—i—,u)efé(T”) dx (12)
oV21 J -
+00 e \2 —+00 — 2
_ ! (/ (x — e ;)dx+/ el x)dx>
oV2m \J-x —o0
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Distribuicdo Gaussiana

Distribuicao Gaussiana
Média

A primeira integral da equagdo 13 é nula porque é integral de uma
funcdo impar em um intervalo simétrico em relac3do ao valor

x —p=0.

A segunda integral, usando a normalizag¢ao da distribuicdo pela
normalizac3do, equacdo 6, resulta em:

+o0 X—p\2
oo OV2T
Assim
oo 1 1(x—p 2
média = X efi( =) dx = 11’
/_oo oV 2 . (11)
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Distribuicdo Gaussiana

Distribuicao Gaussiana
Média

Outra forma de obter o resultado da primeira integral da

equacdo 13. Fazendo a mudanga de varidvel
1 (x—p\ _ 1 _ _
> (%) =x — U—ﬁdx =dx — dx=o0V2dx

1 [t 2
h = > / (x — ,u,)e_%( ) dx (15)
oV2T J o
I / 2 [teo /
h = / ovV2x' e ™" o\/2dx' = M/ X' e dx’
oV2m J - NZ I

(16)
Agora fazendo a seguinte transformacdo de varidvel na equagdo 16
xX? =z — 2Xdx' =dz

/ 1 1 1
/x’ex2 dx' = 2/62 dz = —Eefz = —ie*XQ (17)
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Distribuicdo Gaussiana

Distribuicao Gaussiana
Média

Finalmente, a primeira integral da equag¢do 13 resulta :

= _—— ¢ =0 (18)

Paulo R. Pascholati Distribui¢do de Probabilidade



Distribuicdo Gaussiana

Distribuicao Gaussiana

Varianga

+oo 1 e \2
varianga = / (x — p)? e 2(*7") dx (19)

o oV 2

Fazendo uma mudanca de varidvel como na equacao 6 obtem-se

i / et L S (20)
variangca = g g
— oo ovV?2

/+OO 2 212 1 d 20— oo 2 —X d (21)
= g X —= X X X
oo ﬁ A

:2\}’; +oox’< e dx) (22)
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Distribuicdo Gaussiana

Distribuicao Gaussiana

Varianga

Resolvendo a segunda integral da equacdo 22 por partes?, u = x’ e

2
dv=x'e™ (v=— ée‘x ), se obtem:

2 [ ()]

A primeira integral da equacdo 23 é nula pela regra de L'Hdpital e
a segunda integral é @ (integral de Gauss, equagdo 7).
Assim tem-se que:

20° /7
Nl 2 (24)

varianca =

e o desvio padrao

desvio padrio = o (25)

*[udv = uv — [ vdu
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Distribuicdo Gaussiana

Distribuicao Gaussiana
Largura a Meia Altura — FWHM Full Width at Half Maximum

1
g(XFWHM) = Eg(ﬂ) (26)
1( Xewrm —#\?
1 —5( - )
gM(XFWHM) _c 2Tre (27)
gM(X) 1 e_%(u;#f
oV 2

L (28)
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Distribuicdo Gaussiana

Distribuicao Gaussiana
Largura a Meia Altura — FWHM Full Width at Half Maximum

1 _1
——e 2

2
Fazendo o logaritmo natural em ambos os lados da igualdade

—In(2) = _% (XFWHM_“>2 (30)

o

2In(2) = (XFWHM_“>2 (31)

g

N
XFWHM —H
o

(29)

Xew = £ 01/ 2In(2) (32)

M= Xewim + 1) — Ko — 1) = 204/2In(2) = 2,354 (33)
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Distribuicao Gaussiana
Largura a Meia Altura — FWHM Full Width at Half Maximum

Figura : Distribuicdo gaussiana com largura-a-meia-altura-e sigma.
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Distribuicdo Gaussiana

Distribuicao Gaussiana

Niveis de Confianca e Intervalos de Confiancga

0.4

0.3

0.2

N 34.1%| 34.1%

0.0 0.1

Figura : Distribuicdo gaussiana com intervalos de confianca em func3o de
sigma.

Paulo R. Pascholati Distribui¢do de Probabilidade



Distribuicdo Gaussiana

Distribuicao Gaussiana

Distribuicdo Gaussiana Padrio

A distribuicao gaussiana padrao, que é de muito uso pratico, é
obtida fazendo a mudanga de varidvel de z = (x —pu)/oceo =1

gu(z) = Le< 22) (34)
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Distribuicdo Gaussiana

Distribuicao Gaussiana

Distribuicdo Gaussiana Padrio

Figura : Gaussiana padrdo, u=0e 0 =.1.
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Distribuicdo Gaussiana

Distribuicao Gaussiana

Distribuicdo Gaussiana Padrio

Tabela : Valores de z e g(z) para a distribuicdo normal padréo.

z | g(2)

0 |0,3989
0,25 | 0,3867
0,5 | 0,3521
1,0 | 0,2420
1,5 | 0,1295
2,0 | 0,0540
2,5 | 0,0175
3,0 | 0,0044
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Distribuicao Gaussiana

Distribuicdo Gaussiana Padrio

Para colocar a curva gaussiana sobre um histograma basta calcular
X para cada valor de z da tabela, onde

z=-—"—", (35)

com x = X + sz, e valor AP(x) neste ponto x é dado pela equagado

AP(x) = “g(2) (36)

O valor assim obtido é a estimativa gaussiana para a probabilidade,
que pode ser comparado a freqiiéncia relativa obtida
experimentalmente, no respectivo ponto x.

Caso ndo seja usada a frequéncia relativa a Equacdo 36 se torna

A
AP(x) = —g(2)N (37)
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Distribuicao Gaussiana

Distribuicdo Gaussiana Padrio

Figura : Intervalo de tempo de dez periodos de um péndulo simples com
10T =16,22 e s=0,15.

L " B ¥ ¥ B S s S Y = a]

= o
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Distribuicdo Gaussiana

18,30 18,29 18,25 18,11 18,10 18,07 18,06 1847 18,09 18,17
18,34 18,10 18,28 18,54 17,95 18,38 18,18 17,82 18,24 17,92
18,09 18,26 18,13 18,29 18,24 18,32 18,13 18,29 18,47 18,14
18,30 18,04 17,89 1754 17,72 18,11 17,88 18,25 18,34 17,80
18,35 1831 18,29 18,18 18,19 17,96 18,26 1823 18,20 18,57
18,30 18,11 18,01 1850 1845 18,39 18,29 1820 18,03 18,08
17,89 18,03 18,46 18,15 1832 18,20 18,14 18,65 18,23 18,37
18,47 17,73 18,15 18,08 1853 18,29 18,21 17,97 18,34 18,37
17,99 1832 18,41 18,32 1822 18,30 18,20 18,26 18,06 18,08
18,65 18,60 18,60 1854 1810 18,19 18,15 1832 18,27 17,88
18,07 18,10 18,15 18,38 17,82 18,38 18,03 17,79 18,28 17,88
18,17 18,54 18,09 18,24 18,80 18,27 18,06 1832 1851 184
18,46 18,18 18,46 18,33 1828 18,23 18,02 1854 18,56 18,19
17,92 18,04 18,29 1833 1845 17,99 1837 18,16 17,81 18,45
18,32 18,24 18,23 18,18 1834 18,23 18,21 18,16 18,46 18,12
18,38 18,13 18,25 18,31 18,13 1842 1829 17,90 18,08 17,558
18,34 1837 18,06 18,22 18,15 18,13 18,07 1829 17,93 17,98
18,06 18,03 18,45 1837 17,66 18,31 17,74 18,45 18,09 18,40
18,32 18,25 18,12 18,36 1800 18,36 18,23 17,94 18,11 18,27
18,00 1828 18,46 17,91 1813 1895 1836 17,92 18,29 18,63
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Distribuicao Gaussiana

Distribuicdo Gaussiana Padrio

10T = 18,2108 10T =18,211
s, =0,2172 s, =0,2172
S{oT = 07 0154 S{oT = 0, 015
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Distribuicdo Gaussiana

Distribuicao Gaussiana

Distribuicdo Gaussiana Padrio
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Figura : 100 medigdes de 10 oscilagdes de um péndulo. Histograma com
canal de 0,20s
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Distribuicdo Gaussiana

Distribuicao Gaussiana

Distribuicdo Gaussiana Padrio

17,4 176 17,8 180 18,2 184 18,6 18,8 19,0
1 1 1 1 1 1 1 1

40 ] L 40
] 77
30 7 [ 30
©
S —
‘5 i i
& 20 7 [ 20
2 1
— U
10 /77/ 77 [ 10
1 7_ g ) /7_
] NN N
g
5 e 7 P

=
17,4 176 17,8 180 182 184 186 188 19,0
10T (s)

Figura : 100 medicdes de 10 oscilacdes de um péndulo. Histograma com
canal de 0,10s.



Distribuicdo Gaussiana

Distribuicao Gaussiana

Distribuicdo Gaussiana Padrio

Figura : Cem medicBes de 10 oscilacdes de um péndulo. Histograma com
canal de 0,10s e fun¢do gaussiana sobreposta. Ma sobreposicao, drea do
histograma muito diferente da area sob a guassiana.
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Distribuicdo Gaussiana

Distribuicao Gaussiana

Distribuicdo Gaussiana Padrio

Figura : Cem medicdes de 10 oscilagdes de um péndulo. Histograma com
canal de 0,10s e funcdo gaussiana sobreposta. Boa sobreposicao, drea do
histograma muito préxima da area sob a gaussiana.
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