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1. Modelo Dinâmico de ½ Carro 

 

 
 

• Forças que agem nos pontos A e B: 

 

𝐹𝐴 = −𝑘𝐴𝑥𝐴 + 𝑏𝐴(𝑣𝐶 − 𝑣𝐴)  (1) 

𝐹𝐵 = −𝑘𝐵𝑥𝐵 + 𝑏𝐵(𝑣𝐷 − 𝑣𝐵) (2) 

 

• Pelo teorema do baricentro: 

 

𝑀̈𝐺 = 𝐹𝐴 + 𝐹𝐵 (3) 

 

• Pelo teorema do momento angular: 

 

𝐽𝜃̈𝐺 = −𝐹𝐴𝑙𝐴 + 𝐹𝐵𝑙𝐵 (4) 

 

• Pela geometria da barra: 

 

𝑥𝐴 = 𝑥𝐺 − 𝑙𝐴𝜃𝐺 (5) 

𝑥𝐵 = 𝑥𝐺 − 𝑙𝐵𝜃𝐺  (6) 



• Deriva-se as equações anteriores para se chegar às equações das velocidades 

instantâneas em A e B: 

 

𝑣𝐴 = 𝑣𝐺 − 𝑙𝐴𝑤 (7) 

𝑣𝐵 = 𝑣𝐺 − 𝑙𝐵𝑤 (8) 

 

• Substituindo as velocidades encontradas acima em (1) e (2), temos: 

 

𝐹𝐴 = −𝑘𝐴𝑥𝐴 + 𝑏𝐴(𝑣𝐶 − 𝑣𝐺 + 𝑙𝐴𝑤) (9) 

𝐹𝐵 = −𝑘𝐵𝑥𝐵 + 𝑏𝐵(𝑣𝐷 − 𝑣𝐺 + 𝑙𝐵𝑤) (10) 

 

• Também podemos achar: 

 

𝑥̈𝐺 =
−𝑘𝐴𝑥𝐴 + 𝑏𝐴(𝑣𝐶 − 𝑣𝐺 + 𝑙𝐴𝑤) − 𝑘𝐵𝑥𝐵 + 𝑏𝐵(𝑣𝐷 − 𝑣𝐺 + 𝑙𝐵𝑤)

𝑀
 

(11) 

𝜃̈𝐺 =
−(−𝑘𝐴𝑥𝐴 + 𝑏𝐴(𝑣𝐶 − 𝑣𝐺 + 𝑙𝐴𝑤))𝑙𝐴 + (−𝑘𝐵𝑥𝐵 + 𝑏𝐵(𝑣𝐷 − 𝑣𝐺 + 𝑙𝐵𝑤))

𝐽
 

(12) 

 

• Na forma de espaço de estados: 

 

𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢 

𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢 

 

• Estabelecendo os vetores: 

 

Vetor de estados: 𝑥 = [

𝑥𝐴

𝑥𝐵

𝑣𝐺

𝑤

] 

Vetor de entradas: 𝑢 = [
𝑣𝐶

𝑣𝐷
] 

Vetor de saídas: 𝑦 = [
𝑣𝐺

𝑤
] 

 

• Chegamos às matrizes A, B, C e D: 

 



𝐴 =

[
 
 
 
 
 
 

0 0
0 0

1 −𝑙𝐴
1 𝑙𝐵

−
𝑘𝐴

𝑀
−

𝑘𝐵

𝑀
𝑘𝐴𝑙𝐴
𝐽

−
𝑘𝐵𝑙𝐵

𝐽

−
𝑏𝐴 + 𝑏𝐵

𝑀

𝑏𝐴𝑙𝐴 − 𝑏𝐵𝑙𝐵
𝑀

𝑏𝐴𝑙𝐴 − 𝑏𝐵𝑙𝐵
𝐽

𝑏𝐴𝑙2𝐴 − 𝑏𝐵𝑙2𝐵

𝐽 ]
 
 
 
 
 
 

 

𝐵 =

[
 
 
 
 

−1 0
0 1

𝑏𝐴

𝑀

𝑏𝐵

𝑀

−
𝑏𝐴𝑙𝐴

𝐽
−

𝑏𝐵𝑙𝐵

𝐽 ]
 
 
 
 

 ;   𝐶 = [
0
0

0
0

1
0

0
1
];   𝐷 = [

0 0
0 0

] 

 

2. Simulação do Modelo de ½ Carro 

 

O obstáculo físico para o degrau é um aclime constante e positivo. A entrada 𝑣𝐷 

ocorre após o tempo 𝑡𝐷, tempo para o qual a roda traseira alcança o obstáculo após 

percorrido a distância entre as duas rodas. Dessa maneira, 𝑡𝐷 é dado por:  

 

𝑡𝐷 =
𝑙𝐴 + 𝑙𝐵

𝑣𝑛
= 0,16𝑠 

(13) 

 

• Gráficos para entrada do tipo degrau: 

 

 



 

 

• Gráficos para a entrada senoidal 𝑣𝐶 = 𝑣𝐷: 

 

 

 

 



• Gráficos para a entrada senoidal: 𝑣𝐶 = −𝑣𝐷 

 

 
 

3. Análise de Resposta em Frequência 

 

As 4 funções de transferência obtidas através de simulação são: 

 

 

 

Dessa forma, os diagramas de Bode obtidos para cada função de transferência são: 



 

 

 



 

 

É possível perceber que, em todos os diagramas, que a frequência natural, para 𝑣𝐺  

ocorre em torno de 10 rad/s. Já para a frequência natural 𝜔, ocorre em torno de 5 rad/s. 

 

• Código utilizado em Scilab: 

 

 



 

 

 

 


