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Obtenção do Modelo 

 

 
   
Hipóteses adotadas:  

 
i. AC e BD sempre verticais 
ii. Movimento apenas no sentido 𝑥𝑦 
iii. Molas e amortecedores lineares (simplificação) 
iv. Pequenos deslocamentos 

 
Modelo Matemático: 
 

Primeiro aplicamos o teorema do momento da quantidade de movimento e o 
teorema do movimento do baricentro: 

 

𝑀𝑥�̈� = (𝑘𝐴 ∙ 𝑥𝐴 − 𝑘𝐵 ∙ 𝑥𝐵) − (𝑏𝐴  ∙  [𝑥�̇� − 𝑥�̇� −  𝜃 ∙ 𝑙𝐴] +  𝑏𝐵  ∙  [𝑥�̇� − 𝑥�̇� −  𝜃 ∙ 𝑙𝐵]) 
 

𝐽�̈� =  (𝑘𝐴 ∙ 𝑥𝐴 ∙ 𝑙𝐴 − 𝑘𝐵 ∙ 𝑥𝐵 ∙ 𝑙𝐵) + (𝑏𝐴 ∙ 𝑙𝐴 [𝑥�̇� − 𝑥�̇� −  𝜃 ∙ 𝑙𝐴] − 𝑏𝐵 ∙ 𝑙𝐵  [𝑥�̇� − 𝑥�̇� −  𝜃 ∙ 𝑙𝐵]) 
 
 
 Representando na forma de espaço de estados: 
 

{  
�̇� = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢

𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢
 

 

𝑥 = [

𝑥𝐴
𝑥𝐵

𝑣𝐺
𝜔

]    𝑢 = [
𝑣𝐶

𝑣𝐷
]   𝑦 =  [

𝑣𝐺

𝜔
] 

 
 
 

Obtemos as seguintes matrizes: 
 



𝐴 =  

[
 
 
 
 
 0

0
𝑘𝐴

𝑀⁄

𝑘𝐴𝑙𝐴
𝐽⁄

       

0
0

−𝑘𝐵
𝑀⁄

−𝑘𝐵𝑙𝐵
𝐽⁄

        

1
1

−(𝑏𝐴 + 𝑏𝐵)
𝑀

⁄

−(𝑏𝐴𝑙𝐴 + 𝑏𝐵𝑙𝐵)
𝐽⁄

      

−𝑙𝐴
𝑙𝐵

(𝑏𝐴𝑙𝐴 + 𝑏𝐵𝑙𝐵)
𝑀

⁄

−(𝑏𝐴𝑙𝐴
2 + 𝑏𝐵𝑙𝐵

2)
𝐽

⁄

  

]
 
 
 
 
 

 

 
 

𝐵 =  

[
 
 
 
 

−1
0

𝑏𝐴
𝑀⁄

−𝑏𝐴𝑙𝐴
𝐽⁄

       

0
−1

𝑏𝐵
𝑀⁄

𝑏𝐵𝑙𝐵
𝐽⁄ ]
 
 
 
 

 

 
 

𝐶 = [
0 0 1 0
0 0 0 1

] 

 
 

𝐷 =  [
0 0
0 0

] 

 
 

Simulações: 
 
 Agora simularemos primeiramente uma entrada em degrau, com as condições 
iniciais definidas abaixo: 
 

𝑢 =  [
𝑣𝐶

𝑣𝐷
] 

 

𝑡𝐷 = 
(𝑙𝐴 − 𝑙𝐵)

𝑣𝐻
= 0,16𝑠 

 
Simulação em degrau: 



 
 Simulação de entrada senoidal: 
 

𝑣𝐶 = 𝑣𝐷 = 𝑠𝑒𝑛 (9,88 ∙ 𝑡) 
 
 

 
 
 
 
 
 
 



 
 Realizando a simulação para o caso em que  𝑣𝐶 = 𝑣𝐷 = − 𝑠𝑒𝑛 (9,88 ∙ 𝑡), seria 
obtido um perfil inverso. No caso de Theta, vemos que os valores de fato são nulos, pois 

oscilam muito próximos da origem (10−15) e podemos atribuir a erros de simulação no 
Scilab.  
 
 Nessa etapa, para encontrarmos as frequências de ressonância, devemos 
encontrar a matriz de massa, de amortecimento e rigidez: 
 
 

𝑀 = [
200 0
0 512

]  𝐾 =  [
20000 0

0 12800
]   𝐵 =  [

400 0
0 256

] 

 
 
 Calculamos: 
 

𝜁1 = 
𝑐1

2 ∙  𝑤1 ∙ 𝑚1
= 0,1 

 

𝜁2 = 
𝑐2

2 ∙  𝑤2 ∙ 𝑚2
= 0,05 

 

𝑤1 = √
𝑘1

𝑚1
= 10 𝑟𝑎𝑑/𝑠 

 

𝑤2 = √
𝑘2

𝑚2
= 5 𝑟𝑎𝑑/𝑠 

 
 
 
 
 



 Com esses valores, tem-se: 
 

𝑤𝑑1 = 𝑤1 √1 − 𝜁1
2 = 9,95 𝑟𝑎𝑑/𝑠 

 

𝑤𝑑2 = 𝑤2 √1 − 𝜁2
2 = 4,99 𝑟𝑎𝑑/𝑠 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 


