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Lista G 

As forças que agem no ponto A e B são dadas por: 

𝐹𝐴 = −𝑘𝐴𝑥𝐴 + 𝑏𝐴(𝑣𝐶 − 𝑣𝐴)   (1)

𝐹𝐵 = −𝑘𝐵𝑥𝐵 + 𝑏𝐵(𝑣𝐷 − 𝑣𝐵) (2)
 

Pelo teorema do baricentro temos: 

𝑀�̈�𝐺 = 𝐹𝐴 + 𝐹𝐵   (3) 

 

Pelo teorema do momento angular temos: 

𝐽�̈�𝐺 = −𝐹𝐴𝑙𝐴 + 𝐹𝐵𝑙𝐵   (4) 

Pela geometria da barra: 

𝑥𝐴 = 𝑥𝐺 − 𝑙𝐴𝜃𝐺    (5)
𝑥𝐵 = 𝑥𝐺 + 𝑙𝐵𝜃𝐺   (6)

 



Derivando, ficamos com: 

𝑣𝐴 = 𝑣𝐺 − 𝑙𝐴𝑤   (7)
𝑣𝐵 = 𝑣𝐺 + 𝑙𝐵𝑤  (8)

 

Substituindo (5), (6), (7) e (8) nas relações (1) e (2) ficamos com: 

𝐹𝐴 = −𝑘𝐴𝑥𝐴 + 𝑏𝐴(𝑣𝐶 − 𝑣𝐺 + 𝑙𝐴𝑤  )   (9)

𝐹𝐵 = −𝑘𝐵𝑥𝐵 + 𝑏𝐵(𝑣𝐷 − 𝑣𝐺 − 𝑙𝐵𝑤)   (10)
 

Substituindo (9) e (10) em (3) e (4), ficamos com: 

�̈�𝐺

= −𝑘𝐴𝑥𝐴 + 𝑏𝐴(𝑣𝐶 − 𝑣𝐺 − 𝑙𝐴𝑤  ) − 𝑘𝐵𝑥𝐵 + 𝑏𝐵(𝑣𝐷 − 𝑣𝐺 + 𝑙𝐵𝑤)

𝑀
   (3) 

 

�̈�𝐺 =
−(−𝑘𝐴𝑥𝐴 + 𝑏𝐴(𝑣𝐶 − 𝑣𝐺 − 𝑙𝐴𝑤  ))𝑙𝐴 + (−𝑘𝐵𝑥𝐵 + 𝑏𝐵(𝑣𝐷 − 𝑣𝐺 + 𝑙𝐵𝑤))𝑙𝐵

𝐽
   (4) 

Escrevendo na forma de espaço de estados: 

�̇� = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢
𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢

 

Com os seguintes vetores: 

 Vetor de estados: 𝐱 = [

𝑥𝐴

𝑥𝐵

𝑣𝐺

𝜔

]

 Vetor de entradas: 𝐮 = [
𝑣𝐶

𝑣𝐷
]

 Vetor de saidas: 𝐲 = [
𝑣𝐺

𝜔
]

 

Temos as seguintes matrizes: 

 

𝐴 =

[
 
 
 
 
 
 

0 0 1 −𝑙𝐴
0 0 1 𝑙𝐵

−
𝑘𝐴

𝑀
−

𝑘𝐵

𝑀
−

𝑏𝐴 + 𝑏𝐵

𝑀

𝑏𝐴𝑙𝐴 − 𝑏𝐵𝑙𝐵
𝑀

𝑘𝐴𝑙𝐴
𝐽

−
𝑘𝐵𝑙𝐵

𝐽

𝑏𝐴𝑙𝐴 − 𝑏𝐵𝑙𝐵
𝐽

𝑏𝐴𝑙𝐴
2 − 𝑏𝐵𝑙𝐵

2

𝐽 ]
 
 
 
 
 
 

 

𝐵 =

[
 
 
 
 
 

−1 0
0 1
𝑏𝐴

𝑀

𝑏𝐵

𝑀

−
𝑏𝐴𝑙𝐴
𝐽

𝑏𝐵𝑙𝐵
𝐽 ]

 
 
 
 
 

 

𝐶 = [
0 0 1 0
0 0 0 1

]      

𝐷 = [
0 0
0 0

]      



 

O obstáculo físico para o degrau, cujo os gráficos se encontram abaixo é um 

aclime constante positivo, como por exemplo, numa subida com inclinação fixa. 

A entrada em 𝑣𝑑 ocorre após 𝑡𝑑, tempo necessário para a roda de trás alcançar 

o obstáculo após percorrido o comprimento da distância entra as rodas. Sendo 

assim, 𝑡𝑑 é dado por: 

𝑡𝑑 = (𝑙𝐴 + 𝑙𝐵)/𝑣𝑛 = 0,16s 

 Gráficos para uma entrada tipo degrau: 

 

 

 

 

 



 

 

 Gráficos para entrada senoidal vc=vd: 

 

 



 

 

 

 

 Gráficos para entrada senoidal vc=-vd: 

 

 

 

 

 

 

As quatros funções transferências , considerando que há 2 entradas e 2 saídas, obtidas são 

dadas através da simulação, são dadas por: 



 

Foram obtidos os seguintes diagramas de bode para cada função transferência: 

 

 



 

 

 

Podemos ver que a simetria do sistema faz com que as duas primeiras 

funções transferências sejam bastante parecidas e que as últimas duas sejam 

opostas. Podemos ver em todos os diagramas que a frequência natural, para 𝑣𝑔, 

ocorre em torne de 10 𝑟𝑎𝑑/𝑠 devido ao pico observado para esse valor. Já para  

𝜔, a frequência natural ocorre em torno de 5 𝑟𝑎𝑑/𝑠. 

 

 

 

 

 



 Código  

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 


