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1 Primeira Questao

1 Enunciado

]A I

Ve Vb

D

Modelo da dindmica vertical: a dindmica referente ao movimento horizontal
do centro de massa é desprezada, ou seja, a velocidade horizontal de G (vj) é constante,

logo o modelo deve ter 4 variaveis de estado:

« velocidade vertical vg do centro de massa G;
» velocidade angular w de AB em torno de G;
e clongacao x4 da mola de rigidez k4;

» elongacao xp da mola de rigidez kB.

Entradas: velocidades verticais (v¢ e vp) dos pontos C e D.
Saidas: velocidade vertical vg do centro de massa G e velocidade angular w de AB

em torno de G.

Hipdteses simplificadoras:
« Movimento apenas no plano da pagina;
o AC e BD permanecem sempre na vertical;
o Considere molas e amortecedores lineares;
e O deslocamento angular do segmento AB ¢é pequeno (tal que sina ~ tana ~ « e

cosa = 1).

Parametros do sistema:

o M =200 kg;
o J =512 kgm?;
o I =0,8m;

e Ip=0,8m;

o ks =10.000 N/m;



kp = 10.000 N/m;
ba =200 Ns/m;
bg =200 Ns/m;

e vy =10 m/s.

2 Modelo Matematico de 1/2 carro

Primeiro, realizado o estudo dindmico do sistema, com a aplicacao do Teorema do
Movimento do Baricentro (TMB) e do Teorema do Momento Angular (TMA). Em seguida,

em uma analise dindmica, serdo obtidas mais duas equagoes referentes as velocidades vy e
UB.

Aplicando o TMA e o TMB no sistema, obtém-se as duas equagoes abaixo.
M’DG:—kA.TA—bAjTA—kab—bBiB—Mg (1.1)

Jw = ZA (kAIA+bAi3A) —lb (/{beb—i-bbx'b) (12)

Para a analise cinematica, analisa-se, primeiro, o médulo dos vetores 24 = CA =
A—Ceasp=DB=DB—D. Emrepouso, x4 =Tag € Tp = Tpp. Apés um deslocamento
horizontal x¢ positivo (para cima) do centro de massa, um deslocamento angular 6 positivo
(sentido anti-horario) e um deslocamento z¢ positivo do ponto C, o mdédulo dos dois vetores

sao dados por:
Ta=2Ta0+xc— a0 — 20 (1.3)

ZEB:$BVO+ZL'G+ZBQ—$D (14)

Ao derivar as expressoes acima, obtém-se a taxa de variacao desses dois vetores.
iszg—lAw—UC (15)

j]B:U0+le—UD (16)



As equacoes 1.5 e 1.6 devem ser, entao, usadas nas equacoes 1.1 e 1.2 para que
seja possivel escrever o sistema no espaco de estados desejado. fazendo essa substituicao,

obtém-se o seguinte sistema, escrito na forma matricial.

Tq vg — Law — ve
Ty | vg+ Lpw —vp

Mig| | —kaza —kprp — (ba +bp)vg + (Laba — Igbp)w + bave + bgup — Mg
Jw Iakara — Lgkpxp + (Iaba — Igbg)vg — (13504 + 1%b5)w — labave + Igbgup

(1.7)

Para escrever o sistema no espago de estados, define-se o vetor de estados * =
[a;a T, vg w|, o de entradas u = {Uc 'UD} e o de saidas y = {qu w]. Deseja-se

estruturar o modelo matematico da seguinte maneira:

@ = Ax + Bu
(1.8)
y=Cx+ Du
Entao, as matrizes do sistema sao:
[ 0 1 1y ]
0 1 lp
A= |—ka —kp —by — bp laba — lpbg (1.9)
Iaka —lgkp laba —lgbg —13ba —[%bp
L J J J J _
- 7 0010
1 0 C = [0 0 0 1] (1.11)
0 -1
B=| ba bp (1.10)
0 0
—l]\ZbA Ibg D = { ] (1.12)
7 T 00
O que corresponde as seguintes equacoes:
. 0 1 Iy ] -1 0 ]
Tq L
: 0 0 1 lp 0 -1
ol _ | —ka  —kp  —ba—by  Laba—Igbs | || £ | b4 bp | |%C
UG M M M M VG po AL
o laka —lgkp laba—lgbg —13ba—13bp| | —labs Ipbp
L J J J J . L J J

(1.13)



[uG] _ [0 01 o] |, [o 0] |:Ucl 114
w 00 0 1| |vg 0 0] |vp

3 Analise em frequéncia

A matriz de transferéncia que relaciona as entradas u = {vc UD} com a saida

y= [UG w} para esse sistema é:

50 + s 50 + s
100 + 2s + s2 100 + 2s + s2
G(s) = (1.15)
—15.625 — 0.3125s —15.625 — 0.3125s
25 + 0.55 + 52 25 + 0.55 + 52

Para essa matriz de transferéncia, foram feitos os seguintes diagramas de bode:
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Figura 1 — Diagrama de bode para as posigoes 11 e 12.
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Figura 2 — Diagrama de bode para as posigoes 21 e 22.
A equacao caracteristica do sistema é:

2500 + 100s + 1265% 4 2.55% + s* (1.16)

de onde obtemos os poélos do sistema:

—1. + 9.9498744; —0.25 + 4.9937461
(1.17) (1.18)
—1. — 9.9498744; —0.25 — 4.9937461

Podemos analisar o sinal da parte real dos polos e concluir que o sistema é estavel.



4  Resposta do sistema

a) Entrada Degrau

O sistema de meio carro foi submetido a uma entrada degrau dada por:

ve=10, para t<0
(1.19)

vec=1, para t>0

vd =0, para t <«
(1.20)

vd =1, para t>«

em que o = (I4 + Ip) /vy, a divisdo entre o comprimento do carro e sua velocidade,

é o atraso entre uma roda e outra. Obteve-se os seguintes graficos 3 e 4.
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Figura 3 — Velocidade do centro de massa para entrada degrau.



Welogidade angular do carro
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Figura 4 — Velocidade de rotacao do carro para entrada degrau.

b) Entradas Senoidais propostas

Para as entradas senoidais propostas:
v = vp = sin 9.8995¢ (1.21)

ve = —vp = sin4.9875¢ (1.22)

o sistema linear divergiu o Scilab apresentou o seguinte erro:

lsode— at t (=rl), mxstep (=il) steps
necessary before reaching tout

where il is : 500

where rl is : 0.8316875930521D—04

Aviso: O resultado pode ser impreciso.

l—error 10000

csim: Simulation failed before final time is reached.



c) Entrada Senoidal 1

Rodou-se, entao, a simulagdo com a primeira entrada senoidal proposta, mas

considerando o intervalo de tempo « entre uma roda e outra.
vo = sin 9.8995¢ (1.23)

vp = sin 9.8995(¢ + «) (1.24)

Obteve-se, entao, os graficos 5 e 6.
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Figura 5 — Velocidade do centro de massa para entrada senoidal 1.

d) Entrada Senoidal 2

Para simulacao com a primeira entrada senoidal proposta, considerando o intervalo

de tempo « entre uma roda e outra, a entrada é:
ve = sin4.9875¢ (1.25)

vp = sin4.9875(t + «) (1.26)

Obteve-se os graficos 7 e 8.



Welogidade angular do carro
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Figura 6 — Velocidade de rotagao do carro para para entrada senoidal 1.
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Figura 7 — Velocidade do centro de massa para entrada senoidal 2.
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Figura 8 — Velocidade de rotagao do carro para para entrada senoidal 2.
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2 Codigos

Questao 1

1 clear;
2

3 // Par metros

1 M = 200;
5J = 512;
6 la = 0.8;
71b = 0.8;
8 ka = led;
9 kb = led;
10 ba = 200;
11 bb = 200;
12 vh = 10;
13

14 //Matrizes do EE
15 //Matriz A

16 A(1,3) = 1; A(1,4) = —la;

17A(2,3) = 1; A(2,4) = 1b;

18 A(3,1) = —ka/M; A(3,2) = —kb/M;

19 A(3,3) = (—=ba—bb)/M; A(3,4) = (laxba—lbxbb) /M;

20 A(4,1) = laxka/J; A(4,2) = —1bxkb/J;

21 A(4,3) = (laxba—lbxbb)/J; A(4,4) = —(laxlaxbat+lbxlbxbb)/J;

22 //Matriz B
23 B(1,1) = —1; B(2,2) = —1;
24 B(3,1) = ba/M; B(3,2) =
25 B(4,1) = —laxba/J; B(4,2)
26 //Matriz C
27 C(1,3) = 1;
28 //Matriz D
29 D(2,2) = 0;

C(2,4) = 1;

31 //Defini¢ao do tempo
32 t = linspace (0,10,5000) ;

34 //Valores iniciais
35 x0 = [0; 0; 0; O];

37 // Entradas

38 //>>> Entrada degrau
39 // entrada="degrau';
40 // alpha = (la+lb)/vh;

bb

/M;
= lbxbb/J;
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// ve = ones(1,length(t))

3

vd = ones(1,length(t));

// for i=1l:length (t)

// if t(i)<alpha then vd(1,i)=0; end
// end

// u = [ve;vd];

//>>>Entrada senoidal proposta
// u = [sin(9.8995%t); sin ((9.8995xt))|;

//>>> Entrada senoidal 0
//entrada = "senoidal0"
// alpha = (la+lb)/vh;

// u = [sin(2*t); sin ((2+t+2xalpha))];

//>>> Entrada senoidal 1
// entrada = "senoidall'
// alpha = (la+lb)/vh;
(

// u = [sin(9.8995%t); sin ((9.8995x%(t+alpha)))];

//>>> Entrada senoidal 2
entrada = "senoidal2'

alpha = (la+lb)/vh;
(

u= [sin(4.9875%t); sin((—4.9875x%(t+alpha)))];

//Resolvendo o sistema linear

i sistema = syslin(’c’,A,B,C,D);

[y,x] = csim(u,t,sistema ,x0);

//Plotando o resultado
scf(1);

plot2d (t,y(1,:));
xtitle ("Velocidade vertical do centro de massa',"t"
scf(2);

plot2d (t,y(2,:));

xtitle ("Velocidade angular do carro',"t","omega");

// Matriz de transferéncia

s = poly(0,"s");

Gl = Cxinv(sxeye(4,4)-A)«B + D

// Fungoes de bode

scf(3); bode(syslin(’c’,G
scf(4); bode(syslin(’c’,G
scf(5); bode(syslin(’c’,G

1(1

—_
—~

1(1

,1))); xs2png(3,"Bodell"));
2,1))); xs2png(4,"Bode21"));
52))); xs2png(5,"Bodel2"));
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scf(6); bode(syslin(’c’,G1(2,2))); xs2png(6,"Bode22"));

// Salvando as imagens
xs2png (1,strcat (["VG-",entrada])); xdel(1l);
xs2png (2,strcat ([ "Omega—" ,entradal)); xdel(2);
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