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Para o sistema apresentado acima obtém-se as seguintes equações: 

Força no ponto A: 

𝐹𝐴 = −𝑘𝐴𝑥𝐴 + 𝑏𝐴(𝑣𝐶 − 𝑣𝐴) 

Força no ponto B: 

𝐹𝐵 = −𝑘𝐵𝑥𝐵 + 𝑏𝐵(𝑣𝐷 − 𝑣𝐵) 

Equações da barra: 

�̈�𝐺 =
𝐹𝐴 + 𝐹𝐵

𝑀
 



�̈�𝐺 =
−𝐹𝐴𝑙𝐴 + 𝐹𝐵𝑙𝐵

𝐽
 

Das condições da barra: 

𝑥𝐴 = 𝑥𝐺 − 𝑙𝐴𝜃𝐺 

𝑥𝐵 = 𝑥𝐺 + 𝑙𝐵𝜃𝐺  

Logo: 

𝑣𝐴 = 𝑣𝐺 − 𝑙𝐴𝑤 

𝑣𝐵 = 𝑣𝐺 + 𝑙𝐵𝑤 

 

Deste modo, o sistema pode ser escrito na forma: 

�̇� = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢 

𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢 

Para os vetores 𝑥, 𝑦 e 𝑢 definidos no enunciado e pelas equações acima pode-se obter os 

valores das matrizes, sendo: 

𝐴 =

[
 
 
 
 
 
 

0          0
0          0

   1                −𝑙𝐴
   1                   𝑙𝐵

−
𝑘𝐴

𝑀
−

𝑘𝐵

𝑀
𝑘𝐴𝑙𝐴
𝐽

−
𝑘𝐵𝑙𝐵

𝐽

−
𝐶𝐴 + 𝐶𝐵

𝑀

𝐶𝐴𝑙𝐴 − 𝐶𝐵𝑙𝐵
𝑀

𝐶𝐴𝑙𝐴 − 𝐶𝐵𝑙𝐵
𝐽
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2
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𝐵 =

[
 
 
 
 
 

0
0

0
0

𝑐𝐴
𝑀

−
𝑐𝐴𝑙𝐴
𝐽

𝑐𝐵

𝑀
𝑐𝐵𝑙𝐵

𝐽 ]
 
 
 
 
 

 

𝐶 = [
0 0 1 0
0 0 0 1

] 

𝐷 = [
0 0
0 0

] 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Elaborou-se o seguinte código para a simulação do modelo: 

 



 

A entrada degrau definida no início do enunciado apresenta uma velocidade 

constante igual a 1 a partir do instante t=0, isso representa uma subida de inclinação 

constante. 

A entrada 𝑣𝐷 ocorre 𝑡𝐷 segundos após a entrada 𝑣𝐶 pois ela representa os obtáculos 

na roda traseira do carro, isso significa que na trajetória a roda dianteira (C) passa primeiro 

pelo obstáculo e a traseira em seguida, sendo que 𝑡𝐷 depende da velocidade horizontal do 

carro e da distância entre as rodas. 

Para as condições iniciais nulas e os parâmetros a seguir definidos no enunciado, os 

gráficos obtidos foram os seguintes: 

 



 

 

 

Para as entradas 𝑣𝐶 = 𝑣𝐷 = sin(9.8995𝑡) e 𝑣𝐶 = −𝑣𝐷 = sin(4.9875𝑡) o sistema diverge e o 

scilab apresenta o seguinte erro: 

 



Para uma entrada senoidal sendo 𝑣𝐶 = sin(2𝑡) e 𝑣𝐷 = sin(𝑡) obteve-se a seguinte resposta: 

 

 

 

 

 



 

Para a obtenção dos diagramas de bode do sistema utilizou-se o seguinte código: 

 

 

Com a função ss2tf foram obtidas 4 funções de transferência, sendo a 3ª delas com o 

termo polinomial s negativo no denominador, por isso os diagramas resultantes foram 

iguais para as outras e diferente para a 3ª, sendo eles os seguintes: 

Para a 3ª função de transferência: 

 

Para as demais funções de transferência: 



 

 

 

Realizando a simulação desse exemplo usando o código fornecido com algumas 

adaptações, obteve-se a seguinte resposta do sistema: 



 

 

Código que define o sistema 

 

Código que define a entrada 



 

Código usado para realizar a simulação 

 



 

Descrevendo o sistema: 

 

O sistema possui dois graus de liberdade, um para cada bloco. Já os blocos 

possuem comportamentos não lineares devido às condições das molas as quais estão 

conectados. 

A mola que liga bloco de massa m (massa não suspensa) ao chão tem três casos 

possíveis, assim como no exemplo indicado acima. Já a mola que liga os blocos possui 

dois casos possíveis (um a menos que a outra mola pois ela está conectada nas duas 

extremidades). A seguir estão definidas as variáveis e parâmetros do sistema e os casos 

descritos. 

Variáveis do sistema: 

𝑣(𝑡): Velocidade vertical da massa não suspensa 

𝑥(𝑡): Coordenada vertical da massa não suspensa 

𝑣𝑠(𝑡): Velocidade vertical da massa suspensa 

𝑥𝑠(𝑡): Coordenada vertical da massa suspensa 

𝑣𝐺(𝑡): Velocidade vertical do ponto de veículo em contato com o solo 

𝑥𝐺(𝑡): Coordenada vertical do solo 

𝐹(𝑡): Força vertical de perturbação no sistema aplicada na massa suspensa 

𝑢(𝑡): Força de controle sujeita a uma saturação 

 

 



Parâmetros do sistema: 

𝑚: Massa do bloco de massa não suspensa 

𝑘: Rigidez da mola que conecta o bloco de massa não suspensa ao solo 

𝑘𝐵: Rigidez do batente da mola que conecta o bloco de massa não suspensa ao solo 

𝑙: Comprimento natural da mola que conecta o bloco de massa não suspensa ao solo 

𝑙𝐶: Comprimento da mola que conecta o bloco de massa não suspensa ao solo totalmente 

comprimida 

𝑚𝑠: Massa do bloco de massa suspensa 

𝑘𝑠: Rigidez da mola que conecta os blocos 

𝑘𝐵𝑠
: Rigidez do batente da mola que conecta os blocos 

𝑙𝑠: Comprimento natural da mola que conecta os blocos 

𝑙𝐶𝑠
: Comprimento da mola que conecta os blocos totalmente comprimida 

𝑏: Constante de amortecimento do amortecidor que conecta os blocos 

 

Situações para a mola que conecta o bloco de mola não suspensa ao solo: 

a) Não há contato com o solo 

Condição: 𝑥 − 𝑥𝐺 > 𝑙 
Equação: 

 𝑚�̇� = 𝑘′(𝑥𝑠 − 𝑥 − 𝑙𝑠) + 𝑏(𝑣𝑠 − 𝑣) − 𝑚𝑔 − 𝑢 

Sendo que 𝑘′ depende da situação da mola que conecta os blocos 

b) Existe contato com o solo mas ainda não se atingiu o batente 

Condição: 𝑙𝐶 < 𝑥 − 𝑥𝐺 < 𝑙 
Equação: 

 𝑚�̇� = 𝑘′(𝑥𝑠 − 𝑥 − 𝑙𝑠) + 𝑏(𝑣𝑠 − 𝑣) − 𝑘(𝑥 − 𝑥𝐺 − 𝑙) − 𝑚𝑔 − 𝑢 

c) Existe contato com o solo e o batente foi atingido 

Condição: 𝑥 − 𝑥𝐺 < 𝑙𝐶 

Equação: 

 𝑚�̇� = 𝑘′(𝑥𝑠 − 𝑥 − 𝑙𝑠) + 𝑏(𝑣𝑠 − 𝑣) − 𝑘𝐵(𝑥 − 𝑥𝐺 − 𝑙) − 𝑚𝑔 − 𝑢 

 

Situações para a mola que conecta os blocos: 

1) Mola comprimida ao máximo 

Condição: 𝑥𝑠 − 𝑥 < 𝑙𝐶𝑠
 

Equação: 

 𝑚�̇�𝑠 = −𝑘𝐵𝑠
(𝑥𝑠 − 𝑥 − 𝑙𝑠) − 𝑏(𝑣𝑠 − 𝑣) − 𝑚𝑔 + 𝑢 − 𝐹 

2) Mola não comprimida ao máximo 

Condição: 𝑥𝑠 − 𝑥 > 𝑙𝐶𝑠
 

Equação: 

 𝑚�̇�𝑠 = −𝑘𝑠(𝑥𝑠 − 𝑥 − 𝑙𝑠) − 𝑏(𝑣𝑠 − 𝑣) − 𝑚𝑔 + 𝑢 − 𝐹 

 Sendo que para a situação 1 𝑘′ = 𝑘𝐵𝑠
 e para a situação 2 𝑘′ = 𝑘𝑠. 



Definição das entradas: 

 

Existem 3 tipos de entradas considerados no problema, a velocidade 𝑣𝐺 e as forças 𝐹(𝑡) e 

𝑢(𝑡). A seguir serão definidos os seus tipos de entrada e respectivos valores. 

 

Velocidade 𝑣𝐺: 

Será usada a mesma entrada que foi usada no exemplo anterior simulando uma lombada 

de comprimento 𝑙𝐵, altura ℎ𝐵, e de formato senoidal. 

 

Sendo ela descrita pelo mesmo código que definia a entrada no exemplo anterior. 

 

Força 𝐹(𝑡): 

Serão utilizadas entradas senoidais e do tipo degrau para simular o movimento das 

massas internas do veículo após passar a lombada. Sendo a entrada senoidal uma 

representação da massa cuja normal diminui quando a trajetória do veículo é de descida na 

vertical mas ainda é expressiva, já a entrada de degrau é uma representação da massa 

que possui normal nula (deixa de estar apoiada no veículo) durante a variação no sentido 

da trajetória vertical e em seguida volta a ser apoiada. 

Para que sejam devidamente representadas, elas devem ser aplicadas 

aproximadamente no instante que o movimento do veículo é para baixo. Considerou-se 

esse instante como sendo o momento em que o veiculo passa por 𝑠𝑓 da lombada. 

 Será considerado uma força de intensidade 600N, representando uma massa de 

60kg no interior do veículo. 

 

Força 𝑢(𝑡): 

 Será usada uma força senoidal para representar a saturação de entrada, tendo ela 

amplitude frequência unitária. Ela será aplicada a partir do momento em que a força 𝐹(𝑡) 
for aplicada. 

 

 



Códigos: 

Sendo o vetor de estados definido por: 

𝑥 = [𝑥 𝑥𝑠 𝑣 𝑣𝑠 𝑥𝐺]𝑇 

Utilizou-se os seguintes códigos para a realização da simulação do sistema. 

 

Código da função que define o sistema 

 

Código da função que define as entradas 



 

 

Código para a realização da simulação 

 



Resultados: 

Realizando a simulação com as condições iniciais e parâmetros definidas no código 

acima, baseadas principalmente no exemplo feito anteriormente obteve-se os seguintes 

resultados. 

Para entrada em degrau: 

 

 

O gráfico de baixo representa a deflexão das molas, sendo a curva preta a mola que 

conecta a massa não suspensa com o solo e a curva azul a mola que conecta os blocos. 



Para entrada senoidal: 

 

 


