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Resumo

O estudo desenvolvido nesse material apresenta como tema a modelagem dindmica de
um veiculo aéreo nao tripulado (VANT) do tipo quadrirrotor, explorando também os
resultados obtidos a partir do modelo. Inicialmente, foram descritos o funcionamento do
veiculo e o sistema de coordenadas adotados, para entao realizar a modelagem matematica
por dois métodos distintos, o de Newton-Euler e o de Lagrange, com auxilio da bibliografia
selecionada. Ao longo da abordagem, hipéteses simplificadoras foram adotadas, e, por fim,
considerou-se o modelo reduzido ao plano X7 para as analises do sistema. As equacgoes
diferenciais que regem o sistema foram, entao, linearizadas e representadas no espago
de estados, permitindo a simulagado por meio do software Scilab. A partir das respostas
obtidas, foram analisados diversos cenarios, com condi¢oes de contorno distintas, acerca
da atuacado VANT. Ja em relacdo ao dominio da frequéncia, houve a determinacao e o

estudo dos polos do sistema, das fung¢oes de transferéncia e dos diagramas de bode.

Palavras-chave: Veiculo Aéreno Nao Tripulado, Drone Quadrirrotor, Modelagem, Dina-

mica, Arfagem, Plano XZ
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1 Introducao

1.1 Motivacao

A definigao de Veiculos Aéreos Nao Tripulados (VANT) abrange qualquer aeronave
que possa voar sem passageiros ou tripulantes. Esses veiculos podem, ainda, ser completa-
mente auténomos ou pilotados a distancia. Nesse sentido, os VANTs configuram-se como
um 6timo recurso a ser utilizado pelos seres humanos quando envolvem situagdes perigosas

ou até mesmo inviaveis de serem praticadas por uma pessoa.

Dessa maneira, pode-se observar que ao longo dos tltimos anos, Veiculos Aéreos Nao
Tripulados passaram a ser cada vez mais utilizados, com uma &area de atuacao vasta que
varia desde entretenimento até uso militar. Frente aos desafios do nosso tempo, destaca-se
o uso de VANTS para pesquisas académicas e monitoramento de seguranca. Além da esfera
civil, é de grande relevancia o uso de VANT para fins comerciais: espera-se que, em 2026,
o mercado global de veiculos aéreos nao tripulados atinja US$ 32, 83 bilhoes até 2026 em
termos de receita anual, representando uma taxa anual de crescimento de 11% no periodo
(MAZUR; WISNIEWSKI; MCMILLAN, 2016).

Figura 1 — Veiculo Aéreo Nao Tripulado (Dji)

Neste trabalho, sera estudado em especial o quadricoptero, também conhecido como
quadrirrotor. Resumidamente, um veiculo quadricoptero é composto de quatro rotores
idénticos posicionados em pares, que giram em sentidos contrarios. Essa configuragao

permite que o veiculo decole e pouse verticalmente ( Vertical Takeoff and Landing), além
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de poder pairar em areas de pequeno porte, o que é impossivel para veiculos de asa fixa.
Ademais, sua disposi¢ao proporciona maior agilidade, seguranca e eficiéncia a esses veiculos

quando comparados até mesmo a helicopteros de pequeno porte.

Dentre suas principais aplicagoes, podemos citar o uso militar, com o intuito de
reconhecimento de areas, patrulhamento e controle de misseis, além da captura de imagens
panoramicas para industria cinematografica e até mesmo eventos esportivos. Destaca-se,
também, o papel central dos veiculos na geracao de modelos tridimensionais a partir de
capturas de imagens associadas a técnicas fotogramétricas e monitoramento de grandes
areas, tendo em vista extracao de gas e 6leo, ou até mesmo controle de plantacoes e

pecuaria.

1.2 Histoéria

A concepcao de Veiculo Aéreo Nao Tripulado nao é algo recente, como muitas
vezes se especula. O registro mais remoto do uso de VANTs foi em 1849, através de baldes
austriacos contra a cidade italiana de Veneza. No que tange ao conceito de quadrirrotor,
o Gyroplane No. I foi uma das primeiras tentativas de fazer um helicéptero pratico. Foi

desenhado pelos irmaos Brégue com a ajuda do professor Charles Richet no ano de 1907
(LEISHMAN, 2000).
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Figura 2 — Gyroplane No. I (Aviastar)

O veiculo aéreo possuia uma estrutura de ago aberta com um assento de piloto e
um motor no meio, chegando a pesar cerca de 580 kg. Nao foi uma experiéncia de sucesso,
mas introduziu a teoria dos pares de rotores dos quadrirrotores rodarem em sentidos

opostos, que é amplamente utilizada até os dias de hoje.

Etienne Oehmichen conduziu uma série de experimentos de projeto de quadrirroto-
res a partir de 1920. Entre seus principais projetos, o Oehmichen No. 2 possuia quatro
rotores e oito hélices, todos movidos por um motor. O veiculo demonstrou certa estabilidade

e controlabilidade para a época, o que fez com que seu criador estabelecesse os primeiros
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recordes mundiais de distancia para helicopteros.

Figura 3 — Oehmichen No. 2 (Aviastar)

Em 1922, o exército estadunidense desenvolveu, a partir do Dr. George de Bothezat
e Ivan Jerome, o “Flying Octopus”, que realizou cerca de 100 voos. A altura maxima
atingida foi de cerca de 5 metros e apesar de apresentar viabilidade, possuia baixa poténcia,
era mecanicamente complexo e pouco confiavel. Além disso, seu alto custo fez com que o

projeto nao avangasse como o esperado na época.

Figura 4 — De Bothezat (Aviastar)

Dado o desenvolvimento dos quadrirrotores no inicio do século XX, o alto custo
de pesquisa e as grandes dificuldades tecnoldgicas da época, principalmente no que se
tratava do controle e estabilidade dos veiculos, o projeto foi esquecido por algumas décadas.

Somente em meados dos anos 1980, com o avanco da tecnologia em direcao a aparelhos
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enxutos e de menor porte, foi que se criaram as condigdes para a evolucao dos quadrirrotores
desde entao (COSTA, 2008).

O principal foco vem sendo testar os microcomponentes usados para controlar os
VANTSs e obter novos processos de estabilidade e controle para esses veiculos aéreos. O
estudo nessa drea vem se expandindo cada vez mais, mas ha ainda muitos desafios na

questao da modelagem cinemaética e dinamica envolvida.

Figura 5 — Quadrirrotor moderno (Drones)

1.3 Objetivos

O objetivo do trabalho proposto é modelar cinematica e dinamicamente o fun-
cionamento de um quadricéptero, e analisar sua operagao no plano XZ, contemplando
aspectos relevantes para sua operacao. Em especial, havera enfoque na influéncia do valor
das entradas do sistema para a operagao do mesmo, principalmente considerando que se
trata de um sistema nao amortecido. Assim, busca-se estudar a estabilidade do sistema
e a sua resposta a condigoes de contorno distintas, capazes de caracterizar movimentos

tipicos do veiculo tais como avanco, subida, descida, e a composi¢ao desses movimentos.

1.4 Revisao bibliografica

O ntmero de pesquisas relacionados ao estudo dos Veiculos Aéreos Nao Tripulados
tém aumentado consideravelmente nos tltimos anos, tanto no Brasil como no resto do
mundo. No que tange a elaboracao deste presente trabalho, pode-se explicitar algumas
das principais fontes e referéncias utilizadas, principalmente em relacao a construcao

matematica do modelo e simplificagoes adotadas.
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Primeiramente, com respeito a elaboragao do sistema de coordenadas, considerando
os seis graus de liberdade, sendo trés de translacao (x,y, z) e trés de rotacao (¢,0,v),

assim como a descricao do movimento do quadrirrotor, destacam-se como base principal
para o desenvolvimento os trabalhos de LEISHMAN (2000) e CAVALLARO (2019).

Tratando principalmente da modelagem do sistema, adotamos dois modos de solugao
para obtermos as seis equagoes diferenciais que caracterizam o problema: os métodos de
Newton-Euler e o de Lagrange. Nesse sentido, OLIVEIRA (2019) e MONTEIRO (2015)
foram usados como as principais referéncias em Newton-Euler, assim como LIMA (2015) e
BOUABDALLAH (2007) em Lagrange.

Prosseguindo no desenvolvimento do modelo, um dos principais desafios enfrentados
pelo grupo foi relativo a linearizagao das as equagoes encontradas, principalmente tendo
em vista que apresentavamos um sistema de 12* ordem. Dessa maneira, com base em
SILVA (2018), o modelo foi simplificado somente para o Plano XZ, tendo em vista a
melhor andlise de suas condigoes especificas, com foco nas coordenadas generalizadas
(x, z,0), capazes de traduzirem movimentos como movimento oscilatério de curto periodo

do angulo de ataque (short-period pitching oscillation), avango, subida e descida.

Para a determinacao dos pardmetros do sistema, destacam-se DOMINGUES (2009)
e CAVALLARO (2019). Por fim, vale ainda ressaltar a relevancia de artigos cientificos
internacionais, como o Adaptive Feedback Linearization Controller for Stabilization of
Quadrotor UAV publicado no Jornal Internacional de Engenharia Integrada, que foram
extremamente teis na linearizagao do problema assim como nas condigoes de simulacao

desejadas pelo grupo.



2 Dinamica do quadricéptero

2.1 Sistema de coordenadas

A fim de descrever o movimento do drone quadrirrotor, é necessario, primeiramente,
definir o sistema de coordenadas que sera utilizado. Como pode ser visto na Figura 6, ha
o referencial inercial E(X,Y,Z), fixo, solidario a Terra, e o sistema de coordenadas médvel

B(x,y,z), solidario & maquina, com origem no centro do quadrirrotor.

Figura 6 — Sistema de coordenadas (Fonte prépria)

Para o referencial inercial, optou-se pela configuracao conhecida como Fast-North-
Up (ENU). Nela, o eixo = aponta para o leste geografico, o eixo y para o norte geografico e
o0 eixo z para cima. O modelo, comumente aplicado nos setores areondutico e aeroespacial,

pode ser melhor observado pela Figura 7.

Com base no sistema de coordenadas ja apresentado, o modelo de drone quadrirrotor
pode ser descrito a partir de seis graus de liberdade, sendo trés de translacao (z,y, 2) e trés
de rotagao (¢, 8,1). Por outro lado, tém-se apenas quatro entradas de controle (empuxo,
momento de arfagem, momento de rolagem e momento de guinada), o que impossibilita a
regulagem de todos os graus de liberdade no mesmo instante de tempo. Assim, trata-se de
um sistema subatuado (BOUKTIR; HADDAD; CHETTIBI, 2008).
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Figura 7 — Coordenadas ENU (FEast-North-Up)

2.2 Principio de funcionamento

O drone é composto por uma estrutura rigida com quatro hélices idénticas e que, em
pares, giram em sentidos contrarios. Os sentidos opostos das hélices adjacentes permitem
que um motor elimine o efeito do torque do outro, alcangcando, assim, uma condicao de
equilibrio na estrutura quando os rotores estiverem sob a mesma rotacao, como mostrado

no experimento dos irmaos Breguet no inicio do século XX (LEISHMAN, 2000).

Em virtude do perfil das hélices, a velocidade angular dos rotores gera uma forca
vertical de sustentagdo em cada um dos conjuntos motor-hélice. A combinagao dessas
forcas de sustentacao produz o movimento do drone como um todo, explicitado pela Figura

8, na qual as setas cinzas indicam o sentido de movimento do drone (GORDON, 2006).

| Y | Y
CY BICE BN By =

| Vv | VI ‘ VII ‘ VIII

&

Figura 8 — Combinagao das velocidades angulares (Fonte prépria)
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Quanto as nomenclaturas relacionadas a esse sistema, é considerado como Roll a
rotacao em torno do eixo x, denominada em portugués balango ou rolagem, enquanto Pitch
denota a rotacdo em torno do eixo y, também chamada de arfagem. Yaw ou guinada, por
sua vez, representa a rotagao no eixo z, ao passo que Throttle se refere ao descolamento
vertical do VANT. A maneira como as velocidades angulares variam para formar os
movimentos descritos pode ser sintetizada pela tabela a seguir, onde “1” significa que

[k

houve aumento da intensidade, “]” houve reducao e significa que nao sofreu alteracao

(MULLER; LUPASHIN; D’ANDREA, 2011).

Movimento w; ws w3 wy
O(Pitch) | - 1+ -
o(Roll) - t - |
O(Yaw) 1+ L 1
AUp) ot
2Down) L L L |

Tabela 1 — Influéncia das rotagées no movimento do drone

2.3 Modelagem matematica - Método Newton-Euler

A partir dos sistemas de coordenadas estabelecidos, é realizada a descricao do
modelo para o sistema de coordenadas ligado ao corpo. Para isso, considera-se algumas
hipéteses para serem adotadas, que serdao descritas e justificadas ao longo do desenvolvi-
mento do modelo. Os movimentos de rotagao e translacao do corpo rigido, sao descritos

da seguinte forma, pela equacao de Newton-Euler (CRAIG, 2008):

(2.1)

Os dois ultimos termos de ambas as equagoes, associados ao efeito de Coriolis,
sao adicionados para ser possivel aplicar o teorema e trabalhar com qualquer referencial
desejado, inercial ou ndo (PHILLIPS, 2009, p. 609).

Nas equacoes acima, apresentamos as variaveis Mo, V, 2 e J que designam,
respectivamente, a massa total, as velocidades linear e angular nas diregoes x, y e z
(sistema de coordenadas B) e a matriz de inércia do quadricoptero. Além disso, F' e T
representam, respectivamente, os vetores de forcas e de torques atuantes no corpo. Deve-se

lembrar que esses valores sao todos referentes ao centro de massa do drone.

Outro ponto a ser destacado é a matriz de inércia, que é uma matriz diagonal. Tal
matriz é resultado das hipdteses de simetria do drone quadrimotor e dos eixos adotados

referentes ao referencial moével, que sao os eixos principais de inércia em relacdo ao
centro de massa (FRANCA; MATSUMURA, 2004, p. 184). Essas duas hipdteses sao
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importantes, ja que resultam em uma matriz de inércia sem termos cruzados, em que nao

héa desbalanceamentos e que fica muito mais facil de se trabalhar.

Os momentos de inércia em cada direcao podem ser definidos a partir de algumas
consideragoes e hipoteses sobre o quadricoptero. Na modelagem dele, consideramos uma
massa central (M), como o corpo do quadrirrotor e localizada no centro de massa, e quatro
massas menores (m), equidistantes da massa central e anguladas 90° entre elas, como
mostrado pela Figura 9. Essas massas representam os quatro rotores, que estdo presos por
uma barra de tamanho [ e massa desprezivel, que ligam-os ao corpo do drone. Desse modo,

temos a seguinte matriz de momentos de inércia:

I, 0 0 2.m-12 0 0
J=10 I, ol=| 0 2m-> 0 (2.2)
0 0 LI 0 0 4-m-P2

E notével que a massa do corpo do drone (M) nao aparece em nenhum dos
momentos de inércia, ja que ela é considerada uma massa concentrada pontual, localizada
no ponto que liga os trés eixos de rotagao. Dessa forma, nao contribui para nenhum dos

trés momentos de inércia.

m

[
90° _w | —~_ o0
I|l ‘
M
m [ A P m
w00 | A 90°
[

m

Figura 9 — Indicagao das massas e bragos do quadricéptero (Fonte prépria)

Em seguida, serao detalhados as forgcas e momentos envolvidos no VANT e como
estes se relacionam com os movimentos descritos pelo veiculo aéreo. Assim, é possivel, a
partir de algumas premissas e hipdteses simplificadoras adotadas, modelar corretamente o

movimento do drone.
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2.3.1 Forcas envolvidas

Inicia-se o desenvolvimento apresentando as trés forcas atuantes. A primeira forca
¢é a gravitacional, aplicada no centro de massa do drone, com direcdo —Z, e que apresenta

como parametros a massa total do drone e a gravidade. Na forma matricial, temos:
T
Fp = Mroa- [0 0 —g | (2:3)

A segunda ¢ a forca de empuxo, elemento fundamental na teoria de voo. Ela é
provocada pela rotagao das quatro hélices, sendo responsavel por dar sustentagao ao
veiculo. A fim de desenvolver uma andlise simplificada para o encontro da relacao entre
empuxo e velocidades angulares de cada rotor, sera utilizada a teoria do momento. Para
tal, utilizam-se as seguintes hipdéteses (MONTEIRO, 2015).

1. Os rotores sao considerados como discos;

2. H4 um repentino aumento de pressao, distribuido de maneira uniforme, que atravessa

esses discos;

3. Ha uma coluna de ar que atravessa cada um desses discos e pode ser vista como um

tubo de corrente;

4. Fora desse tubo de corrente o fluxo de ar nao é perturbado;

Agora, partindo da equacao de Bernoulli para fluidos incompressiveis, é possivel
obter a variacao de pressao através de cada disco, a partir dos parametros densidade do ar
p e velocidade no fim do tubo de corrente (regido de chegada) v, (MONTEIRO, 2015):

1
Ap = 5[)@30 (2.4)

Por conservacao de momento, pode-se, entao, escrever as reagoes de empuxo £ no
disco como a prépria variagdo de momento linear (MONTEIRO, 2015). Tal expressao sera
funcao da area A e da velocidade de incidéncia do ar quando o veiculo estiver pairando vy,

além dos pardmetros ja mencionados anteriormente. Assim, temos:

E = (pAw) - v (2.5)

Por definicao, a pressao Ap pode ser calculada por Ap = % . Combinando essa

expressao com 2.4 e 2.5, temos:

20 = Vog (2.6)
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Substituindo 2.6 em 2.5:

Vp = “25;4 (27)

Como buscamos encontrar um relagao direta entre as velocidades angulares do
rotor e a forca de empuxo, pode-se utilizar a poténcia simplificada, consumida pelo
motor, desconsiderando a resisténcia do mesmo (OLIVEIRA, 2019). Sendo K, K; e T,
respectivamente, as constantes de proporcionalidade e o torque produzido pelo motor,

temos:

TK,w

Pot =~
0 e

(2.8)

Sabe-se também que o torque produzido pelo motor é func¢ao da forca de sustentacao
e de uma constante (K ). Desse modo, ele pode ser escrito como 7 = K;E (MONTEIRO,
2015). Além disso, temos que a poténcia dissipada pelo motor, em certo tempo, é igual &
forca de reagdo de empuxo vezes a distancia de ar que é deslocado. Segue, entao, a seguinte

relagao:

dx
Pot=F—=F 2.9
© ar o (2.9)

[gualando 2.9 e 2.8, substituindo 2.7 em 2.9 e considerando 7 = K, F :
E  FEK/Kw

E = E =

K,K;

t

w>2 2pA (2.10)

Como na expressao 2.10 todos os valores salvo w sdo constantes, podemos definir
uma constante tnica de empuxo C,. Assim, temos que F = C.w?. Uma vez que esse valor
representa o empuxo provocado por cada hélice, a fim de escrever uma forma geral do

empuxo total atuante, realiza-se a somatoria dos quatro empuxos:

4
Erotal = Y Bi = Ce (w} + w} + wj + w}) (2.11)

i=1
Deve-se lembrar que o empuxo estd sendo modelado em relagao ao sistemas de
coordenadas fixo no corpo (B), j& que ele se relaciona com as quatro hélices, e que estas
forcas sao aplicadas apenas ao longo do eixo Zg. A partir disso, pode-se escrever o empuxo,

na forma matricial, da seguinte forma:

0
ETotal,B - 0 (212)
Ce (Wi 4 w3 + wg + wj)
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A 1ltima forga envolvida na modelagem do quadrirrotor é a forca de arrasto,
proveniente da resisténcia do ar, e que se caracteriza como uma for¢a oposta ao movimento.
Ela é atuante no centro de gravidade do drone (DE SIMONE; RUSSO; RUGGIERO, 2015)
e portanto, assim como a forca peso, nao causa momentos no drone. Tal forca pode ser
expressa por (WHITE, 2011, p. 505):

. 1
F, = §pCaAref 7> (2.13)

Na expressao 2.13 temos a densidade do ar p, o coeficiente de arrasto C,, a
velocidade linear do veiculo v e a area de referéncia A,.; . Em geral, essa area esta associada
a area frontal do corpo que esta perpendicular ao fluxo de ar, porém, como o coeficiente

de arrasto ¢ determinado experimentalmente, ¢ possivel usar qualquer area que seja de
facil medicao (NASA, 2015 apud OLIVEIRA, 2019).

Essa forga é dependente da velocidade linear em cada direcdo, isto é, depende de
vx, Vy € vz e também das respectivas dreas perpendiculares ao fluxo de ar (Ayer x, Aref v

e Ayef 7). Assim, escrevendo na forma matricial, temos:

1 Aref,X : X2
Fur = 2900 | Auty -V (2.14)
Aref 2z Z2

2.3.2 Momentos envolvidos

Em relagao aos torques resultantes do sistema, é possivel classifica-los em momentos
de reagao de cada hélice, momentos resultantes das forcas de empuxo e momento giroscopico.
(OLIVEIRA, 2019). Pensando inicialmente na primeira categoria, além da importancia do
arrasto como sendo uma forga que atua no centro de gravidade, ele também ¢é importante
no que diz respeito ao movimento de guinada. O momento de guinada (Mgyinada) e dé pela
soma dos momentos de reacao provocados em cada uma das 4 hélices (7). Tal momento
de reacao de cada hélice é dado por (GIBIANSKY, 2012):

T™i = T, + Iyw (2.15)

Na equagao 2.15 temos o momento de inércia do conjunto (I,s), em torno de seu
eixo, a aceleragao angular da hélice (w) e o torque proporcionado pela forga de arrasto
(TE,, ). Primeiro, consideramos que w = 0, j& que nao hé aceleracao das hélices, visto que o
voo estd em estado estavel, ou seja, o empuxo esta praticamente constante. Além disso,

adota-se que 7, € o torque gerado por esta for¢ca a uma distancia R do centro da hélice.
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Podemos, entao, representar a equagao da seguinte forma (GIBIANSKY, 2012):

1
TFy — §pCaArefR<WR>2 (216)

Assim, substituindo 2.16 em 2.15, considerando a hipétese de aceleracao angular
nula, e designando K, como uma constante de arrasto, dependente da area de referéncia,

do coeficiente de arrasto, da densidade do ar e do raio da hélice, temos:

1
Ta = 5pc*mélmfR(wR)2 = K,w? (2.17)

A partir do conhecimento dos momentos reativos das hélices, podemos usé-los para
a construcao do momento de guinada, que sera a soma das quatro reagoes que compoem o
momento total. Deve-se notar, ainda, que os pares de rotores giram em sentidos contrarios,
gerando momentos reativos positivos e negativos. Define-se, entdao, que uma rotacao
horaria desencadeia um momento de reagao positivo ao passo que uma rotagao anti-horaria
desencadeia um momento de reacao negativo (OLIVEIRA, 2019). Tendo esses aspectos

definidos, temos o seguinte momento de guinada:

Mguinada = (TM2 -+ TM4) — (TMl + TM3) =K, [(wg + wi) — (w% =+ w%)] (2.18)

Agora se tratando dos momentos resultantes das forcas de empuxo, temos que a
aplicacao de uma forca de empuxo fora do centro de massa acarreta a rotagdo do corpo
em relagdo ao ponto de aplicagdo dessa forga. Assim, surgem os momentos de arfagem,

associado aos motores 1 e 3, e de rolagem, associado aos motores 2 e 4.

As duas explicacoes sao analogas, porém em eixos diferentes. Enquanto a rolagem
ocorre em torno do eixo x, a arfagem ocorre em torno de y. A partir disso, considera-se que
os empuxos estao sendo “aplicados” a uma distancia [, que é a distancia entre as hélices e
o centro de massa do veiculo. Define-se, entdo, os momentos de arfagem e rolagem como a

diferenca entre os empuxos aplicados em cada um das hélices:

Mrolagem = E3l — Eill=C.l (w% - wz)

e (2.19)
Marfagem = EQZ - E4l = Oel (UJ3 - wl)

Nota-se, dessa forma, que os momentos de arfagem e rolagem se dao pelas diferencas
entre as velocidades angulares de cada hélice, promovendo uma rotagao do veiculo em

torno de algum dos eixos.

Por fim, o momento giroscépico esta relacionado a inércia dos rotores. O surgimento
de um torque giroscopico esta associado a tentativa de alinhamento do eixo Z do referencial

inercial, ao eixo de rotagdo do rotor. Desse modo, altera¢oes nos angulos 6 (arfagem) e ¢
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(rolagem) resultam na mudanga da dire¢cdo do momento angular dos rotores, que por sua

vez acarreta o surgimento do torque em questao. (OLIVEIRA, 2019)

E importante destacar que esses momentos nao podem ser negligenciados, visto
que esse ¢ um sistema de voo ultraleve. Dessa forma, torna-se necessario incluir o efeito

giroscopico na modelagem (LIMA, 2015, p.49).

O primeiro procedimento adotado ¢ a definicdo da velocidade angular O a partir
das respectivas derivadas dos angulos de arfagem, rolagem e guinada. Assim, O pode ser

escrita seguinte maneira:

G=1[¢ 0 | (2.20)

A partir disso, podemos escrever a equagao que rege o momento giroscopico
(DERAFA; MADANI; BENALLEGUE, 2006):

Moy =0x[0 0 Juw | =] 605w —dJwi 0] (2.21)

Em 2.21, J, e w; correspondem, respectivamente, ao momento de inercia do rotor
ao redor do seu eixo de rotacao e a velocidade angular de cada rotor ao redor de seu
préprio eixo. Ou seja, o termo w; depende das quatro velocidades angulares e de seus

respectivos sentidos, sendo os horarios (positivos) e os anti-horarios (negativos).

No caso descrito, temos que:

wi = (—w1 — w3 + wa + wy) (2.22)

2.3.3 Matriz de rotacao

Com todos os momentos e forcas envolvidos ja determinados, devemos os inserir
na equacao de Newton-Euler, ja descrita em 2.1. Entretanto, a equacao foi apresentada
segundo o referencial inercial, embora seja de grande interesse a descricao do movimento
no referencial fixo, a fim de facilitar o entendimento e analises quanto a movimentacao do

veiculo. Dessa forma, devemos utilizar uma matriz de rotacao.

A relagdo entre os sistemas de coordenadas é feita a partir dos angulos de Euler, que
mostram as trés rotagoes ao longo dos eixos, que nao indicam uma rotagao efetivamente,
mas sim uma posigdo angular entre os dois sistemas de referéncia (DA SILVA, 2012
apud OLIVEIRA, 2019). Em uma aplicacdo como essa, aeroespacial, é utilizada uma
representacao dos angulos de Euler, chamada de convencao Tait-Bryan. Desse modo, serao

apresentadas as trés matrizes de rotacao, referentes a cada uma das rotagoes sucessivas em
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torno dos respectivos eixos do sistema de coordenadas mével (RAFFO, 2007 apud LIMA,
2015, p.35)

Rotacao ao redor de X:

1 0 0
Rx(¢) =10 cos¢p —sing (2.23)
0 sin¢g cos¢

Rotacao ao redor de Y:

cosf 0 sinf
Ry (0) = 0 1 0 (2.24)

—sin@ 0 cosf

Rotacao ao redor de 7

costy —siny 0
Rz(t) = | sinY cosv 0 (2.25)
0 0 1

Utilizaremos a parametrizacao Z —Y — X, ou seja, serao multiplicadas as respectivas

matrizes R;, nesta ordem, para formar a matriz de rotacao R.

CYCH ChSOSH — SypCo CYSHCH + SpS¢
R=R;(¥)Ry(0)Rx(¢) = | SYCO SvS0S¢+ CCo SpSOCH — SpCr | (2.26)
—56 COS¢ CoC¢

2.3.4 Equacoes dinamicas

Apo6s definir a matriz R, primeiramente iremos obter as equagoes diferenciais das
aceleragoes translacionais. Como sera utilizado o referencial fixo E, é necessario usar a
matriz de rotacao na forca de empuxo, que foi descrita no referencial nao inercial. As
demais forgas, gravitacionais e de arrasto, nao sofrerao alteragoes por ja estarem descritar
no referencial nao inercial B. Outra consideracao a ser feita é que a parcela correspondente
ao empuxo serd substituida por uma unica variavel (u), a fim de que seja possivel utilizar

este valor como uma entrada do sistema na etapa de simulagao do relatorio.

MTotalV + (ﬁ X (MTotal‘?)) = FP - Far + R.ETotal,B (227)
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As forgas de Coriolis podem ser desconsideradas ja que as velocidades utilizadas
serao baixas (PFEIFER, 2013 apud OLIVEIRA, 2019) e as medidas feitas no referencial
inercial (MONTEIRO, 2015), o que resulta em:

Vy 0 X Aves x - X2 (CYSOCY + SYSé)u,
MTotal VY = MTotal 0 - §pCa Aref Y © Y2 + (S@ZJSQCQS - SQSCw)Ul
VZ —g Aref,z . Z2 (C‘gcgb)ul
(2:28

Podemos desprezar a forca de arrasto para simplificar o sistema. Esta hipdtese pode
ser feita considerando que o arrasto pouco influencia frente as outras forgas envolvidas.
Ja que estamos em uma situacao de baixas velocidades, o drone possui area de referéncia
pequena e o coeficiente de arrasto e a densidade do ar também sao baixos. Assim, pode-se

manipular a equagao de forma a encontrar a expressao 2.29.

X 0 ) CySOCH + SYSe

Y |=1]0 |+ uy | SYSOCH — SpCrp (2.29)
_ MTotal

Z —g CHCo

Agora, serdao obtidas as equacoes diferenciais das aceleragoes angulares. Uma vez
que os momentos ja foram explicados, serao feitas apenas as manipulagoes matematicas
necessarias. Os momentos de arfagem, rolagem e guinada podem ser expressos em uma

mesma matriz, M,,:

Cel (W% - WZ)
Moy = Col (w2 — w?) (2.30)
Ko (w3 +wi) — (i +w3)]

E possivel, também, encontrar as equacgoes diferenciais relativas as rotacoes:

JQ = —Q X JQ— My + My, (2.31)

Temos, ainda, as seguintes forgas de Coriolis:

16 |x|0 I, 0|6 |==|06]|x]|06I |=]|d(I.-1) (2.32)
W 0 0 L || W VI, 09 (I, — I,)

Voltando para equacao de Newton-Euler, pode-se substituir os momentos de rola-

gem, arfagem e guinada por constantes (ug, ug € uy), para que estas sejam entradas do
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sistema e nao se trabalhe diretamente com as velocidades angulares das hélices. Escrevendo

na forma matricial e seguindo estas condigoes, temos:

I, 0 0 Q, Vo (I, — I.) 0.J,w; Us
0 I, 0-|Q |=|IL-1L)|-| —dJw; | +| us (2.33)
0 0 I, Q. 06 (I, — 1) 0 Uy

Isolando as acelera¢oes angulares e colocando na forma diferencial:

i Po(I,—I.) 0 uz
§ | = | 2t | | 32| 4| e (2.34)
3 b1, 1) 0 s

2.4 Modelagem matematica - Método de Lagrange

Ao utilizar os conceitos de energia cinética e potencial, a modelagem do quadricép-

tero pode ser obtida pelo método de Euler-Lagrange.

[fp _d <8L> oL (2.35)

dt \dq;) g,
Da equacao 2.35, o Lagrangeano pode ser definido como L = E¢ + Ep, onde E¢

representa a energia cinética e Fp energia potencial. Além disso, adota-se fp como forcas

generelizadas, 7, como torques generalizados e g; como coordenadas generalizadas.

Nesse sentido, os angulos que descrevem a orientacao do veiculo sao representados

T
por n = { o 6 Y } € R3 ¢ a posicao do seu centro de massa em respeito ao referencial

T

inercial E é caracterizada como P = [ XY Z ] € R? . Portanto, as coordenadas
T

generalizadas do corpo no espaco tridimensional sao ¢ = [ XY Z ¢ 0 9 } .

2.4.1 Energia cinética

A energia cinética pode ser divida nas componentes translacional e rotacional. A
fim de obter a parcela rotacional, deve-se, em um primeiro momento, considerar um ponto
fixo Br em respeito ao sistema de coordenadas do drone, em seguida, determina-se sua,

relacio com o sistema inercial £r (LIMA, 2015), por meio da matriz R anteriormente
obtida ( r = R x Br):

Ep, = (—S0)z + (CO.S¢)y + (CO.C¢)z
Epy = (S1.00)z + (S1.50.S¢ + Cp.Cd)y + (S.S0.Chp — Cp.Sp)z (2.36)
Epy = (C.00)x + (C.50.5¢ — Sv.Cd)y + (C.S0.C¢ + S1.S¢)z
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Ao derivar em relagdo ao tempo, obtém-se as seguintes velocidadades.

Ev, =(=C0.0)x + (Cp.CO.¢ — S¢.50.0)y + (—S$.CH.6 — C¢.50.0)= (2.37)

Evy =(=56.5¢.0 + C0.CY.4))x + (—Sv.Cp.p — C).Sh.dp + C1p.S$.50.4) + Sip.C$.50.¢+

S1).8¢.C0.0)y + (S1p.S¢.4) — Cp.C.p + C1p.Ch.S0Y — S1p.5¢.S0¢p + S1p.C'p.CHH)z
(2.38)

Evx =(=560.C0 — CO.5¢))x + (—Cp.Chp.ap + S1p.Sé.dp — S1.S¢.S0) 4+ C1p.Ch.S0.p+
C1).S¢.CO.0)y + (Cp.Sip + S1p.Ch.dp — Sip.Ch.S0.4) — C1p.5¢.560.¢ + C1p.Cp.CH.0)z

(2.39)
Apos reescrever, as equagoes de velocidade podem ser sintetizadas como:
E’UZ = Evzz.x + Evzy.y + Evzz.z
Poy = Poy, a4+ Poy, .y + Poy, 2 (2.40)
Evy =Poy, .o + vay.y + Fox, .z
O quadrado da velocidade é dado por:
Po? (2,y,2) = Pok (wy,2) + Poy (vy,2) + Pog (2y,2) (2.41)

Evl(z,y,2) = 22 - (C?0.40% + 0%) + % - (V2(C2%¢ + S%$.5%0) + )(—256.Cp.CH.0 — 26.56)
+ S2¢.0% + ¢) + 22 - (V2(S2p + C%¢.520) + ¥(256.C.CH.0 — 24.50)
+C?%0.0° + §) + 2x.y - (V*5¢.50.C0 4+ ) (C$.50.0 — S6.C0.9) — C.¢.0)
+ 22.2.(4)*.C$.80.CO + p(—Cp.CO.¢ — S$.560.0) + Sb..0)

+ 2y.2.(=1?.84.Cp.C*0 + (52%¢.CH.0 — C*$.CH.0) + S$.CH.6°)
(2.42)

Assim, a parcela rotacional da energia cinética fica:

B = 5[ (7 + )dm)(@? = 5.6.250 +02.5%0) + ([ (2 +a3)dm) (%.C%

+1.0.25¢.C$.CO + ¢*.5%$.C?0) + ;( / (22 + y*)dm)(0%.5%¢ — 1.0.256.C.Co+
2. C2.C20) + ( / () dm) (42.56.50.C0 + (C$.50.0 — 56.C0.3) — C.6.0)
v (/(a:z)dm)w?.c(p.se.ce H(—CH.CO.H — 56.50.0) + S.6.6)

4 / (y2)dm)(—?.56.C6.C%0 + (526.C0.6 — C?6.C0.6) + S6.C6.6%)
(2.43)
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A simetria mecanica do veiculo permite desconsiderar os produtos de inércia, assim,
sua matriz de inércia se torna uma matriz diagonal, apenas com os componentes dos

momentos de inércia (BOUABDALLAH, 2007):

Im:/<y2+z2) dm;Iy:/(22+x2) dm;IZ:/(xz—i-gf) dm

Ly = / (xy)dm =0;1,, = /(m) dm =0;1,, = /(yz> P (2.44)

Com isso, a energia cinética rotacional pode ser reduzida a:

E.pot = ;lx(gb —1).50)% + ;Iy(é.C’qb +1).5¢.C0)? + ;Iz(é.Sgb —1).C$.CH)> (2.45)

Agora, para equacionar a parcela translacional da energia cinética, depende-se do

quadrado da velocidade das coordenadas generalizadas:

PYX,Y,2)= (X*+Y?+2%) = P'P (2.46)

Logo,
1 . s
EcTrans = §/P2(X,}/, Z)dm = %PTP (247)

2.4.2 Energia potencial

Em termos de coordenadas generalizadas, a energia potencial do quadricoptero é

expressa Como:
E,=mgZ (2.48)

O vetor de forcas translacionais representa a entrada de controle em respeito ao

sistema de coordenadas inercial:

fp=R¥u (2.49)

As equagbes de Lagrange podem ser tratadas em dois subsistemas separadamente,
o rotacional e o translacional. Isso se deve ao fato de a origem do sistema de coordenadas
fixo ao corpo coincidir com seu centro de massa, nao havendo termos de energia cinética
combinando P e 7 no Lagrangeano, o que significa que ndo hé acoplamento cruzado (LIMA,
2015).
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2.4.3 Equacoes dinamicas

As equagoes do subsistema rotacional sao (LIMA, 2015):

(%) =56 =0
% (%) _ % T (2.50)
i (50) =56 =
Ao desenvolvé-las, tem-se:
d oL, OL
—(—=)— — =¢.0, — I, — 2.C¢% —1
G 50) = G5 = b= S0 = .COU, + (1, = L)(2.C* ~ 1)
(2.51)

+ 9’2.;.5%. (I~ L) - @i.szqs.ce? (I, - 1)
+ / Ydm(Y) - (—g.C6.C0) + / Zdm(Z) - (9.56.C6)

4 (0L L . N )
d ((%) — S = (1% + L.5%) + §.526.00.(I, — 1.)

n ¢2 820.(—1, + 1,.5%¢ + I,.C*¢)) + 66.52¢.(I, — 1,) (2.52)

+4.6.00.(C26.(1, — L) + L) +/de(X).<—g.Ce)
—/Ydm - (9.50.5¢) — /de (9.C.50)

i 67[, B aj TP 9 9 9 o 1 B
(a;&) i V(C%0.(1,.C%¢ + I1,.5%¢) + S*0.1,) — $.56.1, + 05-820.C0.(1, - I.)
+0.40.820.(1, — I,.C*¢ + 1,.5%¢) — 1).$.52¢.C*0. (I, — I.)

+0.6.00 (I + (2.C% — 1) (I, — L)) — 92;.52(;5.56’. (I, - 1I.)
(2.53)

Ao considerar a relacao entre a velocidade angular do veiculo no referencial fixo ao

T
corpo =] Q, Q, Q, } e a derivada temporal dos angulos de Euler (1), chega-se na

seguinte matriz de Euler (W,):

Q. 1 0 —senf b
cos¢  sen¢cosf 0

Q. 0 —sen¢ cos¢ocosf ¥

(2.54)

)
<
I
(e}
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Por meio da matriz de Euler, pode-se simplificar as equacbes ao expressar as
velocidades e aceleracoes dos angulos de Euler em fungao das componentes em relagao ao

sistema de coordenadas B:

Zf(@) OL 10, — (I, - 1)0,0. + [Yam(y) - (~9.Co.C) + [ Zdm(2)- (+9.56.C6)

B B

’ (2.55)
d (OL\ oL

7 (ae) o =~ 50 (UL = 09, (I — 1)) + C6 (], — Q. (I. - L))
+/de(X) (~g.C) —/Ydm Y) - (4.56.56) — /de (¢.C6.56)
(2.56)
jt (gg) - gi == 90 (Quly — Q. (I — 1)) + 56.CO (1, — Q. Q. (I — 1))
+C6.00 (I — 2.0, (I - 1,))
(2.57)

A diferenca de forcas causada pelas diferentes rotagoes dos pares de motores, o
momento reativo das hélices e o efeito giroscopio resultante da rotacao das hélices geram

0s torques nao conservativos que atuam no quadricoptero (BOUABDALLAH, 2007):

Cel (w3 — w?) = uy
Cel (w2 — w?) = uz
Ky (W8 —wi +wi —w?) =uy (2.58)
Iy (w1 + w3 —wy —wy) = = Qw;
Jo 8y (—wy — w3 + we +wq) = JQuuw;

Assim, os torques totais ficam:

7o = Cel (W3 — w3) — J,Qy (—w1 — w3 + wa + wy)
79 = Cel (w2 — w?) — J,Q (w1 + w3 — wy — wy) (2.59)

7y = Ko (0 — wj + wi —wi)

Em 2.59, introduzimos os parametros C, e K,, que sdo, respectivamente, os coefi-
cientes de empuxo e de momento devido ao arrasto. Ja para garantir a estabilizacao, é
possivel aproximar para pequenos valores os angulos do corpo, assim, as equacoes dinamicas

do subsistema rotacional ficam:

Gt
y Y Y
i =Llufg 4w
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As equagoes dinamicas para a parcela translacional sdo encontradas a partir das

seguintes relacgoes:

L= EcTrans - Ep
oL

op — —myges
b (2.61)
oP
d (oL 5. d (9L _ oL
@ (58) =mP & (5) - 55 =1»
mP + mges = fp (2.62)

ondeeg,:[O 0 1]T

Ao reescrever a ultima equacao em fungao do vetor de estados P(X,Y,7), as

equacoes dinamicas para o sistema de translacao ficam:

i = % (cos1hsen cos ¢ + sen 1) sen ¢)uy
j = (sent)senf cos ¢ — cossen p)u (2.63)

Z=—g+ ~(cosfcosp)uy

2.5 Modelo no plano XZ

A fim de melhor analisar e estudar uma condic¢ao especifica do modelo proposto,
havera enfoque na movimentagao do veiculo quadrirrotor no plano XZ. Para este plano,
temos as coordenadas generalizadas x, z e 6, capazes de descrever o movimento longitudinal
short-period pitching oscillation, modelo dindmico tipico para aeronaves. Ademais, a partir
das coordenadas citadas, é possivel também descrever movimentagoes mais simples do

veiculo quadrirrotor como ganho de altura e avanco.

O movimento oscilatério de curto periodo do angulo de ataque (short-period),
apresentado na Figura 10, é caracterizado pelo modelo oscilatorio de angulo de ataque
0, junto a velocidade angular 0, com a consideracio de altura constante do veiculo,
acarretando um curto periodo de oscilacao que da nome ao movimento. Além disso, outro
ponto importante ¢ manutencao da velocidade # aproximadamente constante durante a
perturbagao (COOK, 2013, p. 170).

Uma vez que trabalhamos com um sistema nao amortecido, os resultados ideais
expressos pelo movimento longitudinal short-period pitching oscillation s6 poderao ser
alcancados a partir da implementacao de controle. Como sera visto adiante, trabalhamos
com um sistema instavel. Desse modo, o modelo desenvolvido devera ser capaz apenas

de reproduzir trajetérias mais simples, e em um periodo de tempo reduzido, mas ainda
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assim associadas ao movimentos citados. Ademais, movimentagoes como avango e ganho

de altura também serao objeto de estudo.

%%/%\EL@”%\%—

F constante

Figura 10 — Movimento oscilatério de curto periodo do angulo de ataque (COOK, 2013)

Reduzindo o modelo encontrado pelos métodos Newton-Euler e Lagrange para o
plano XZ, com ¢ = ¢ = 1) = ¢ = 0, temos:

j:%-senﬁ-ul
F=—g+ L -cosb-u (2.64)
§—m

I

2.6 Linearizacao

A partir do modelo no plano XZ proposto, a linearizagao serd realizada em torno
de um ponto de equilibrio, ainda a ser definido, com base no modelo de espaco de estados

abaixo exposto.

Xz[q;x'z,éHé}T:{xl To T3 T4 Ty IG}T (265)

Assim, apresentamos o seguinte espaco de estados para o sistema nao linear:

f1:$2

o 1 .

ZEQ—m Sen s - Uy

Ty = T4

. X (2.66)
Ty = —g+ -+ COST5 - U

ZL:5:ZL’6

s ug

x —_ ==

6 I,

O modelo linear que buscamos obter apresenta o formato apresentado pela expressao
2.67, em espaco de estados. O valor Z correponde a variagdo em torno do equilibrio expressa

por & = x — T, enquanto % corresponde a 4 = u — U .

(2.67)

'"<’ :><iz
sz sz

+ B
+D-

><z ><,

=A-
=C-
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Nesse modelo, A corresponde a matriz de estado, B a matriz de entrada, C' a matriz

de saida e D a matriz de transmissao direta. Nosso objetivo, entao, é definir tais matrizes.

Como método de linearizacao, serd utilizada a linearizacao por expansao em série
de Taylor, que consiste em expandir as equagoes nao-lineares em série de Taylor em torno
do ponto de equilibrio, desprezando os termos apds a primeira derivada parcial (GARCIA,

1997). Dessa forma, temos:

= flz,u (2.68)
P f(z,u) + {%}m Az —T) + [%}m - (u — )
Como no equilibrio f(z,u) = f(z,u) = 0, temos
pe [Mg0] (- [250](w-w) (2.69)

Com base em 2.69, é possivel determinar as matrizer A e B através do Jacobiano

abaixo.

o1 Ozn ouq Oun
A=+ - B=| 1 .. (2.70)
oz Oxn T oul Oun T

Para o caso estudado, temos as funcoes f, definidas como exposto na expressao

2.71.
fi =12
fo= L senws-u
=z
Ja = ) (2.71)
Ji=—g+ - -coszs-u
f5 = 6
f6=T;’

E necessério, em seguida, a definicado de um ponto estacionario de operacao, o
ponto de equilibrio. Nessa condi¢ao, temos a chamada trajetoria nominal. Para tal, foi

considerado a condi¢ao do drone estavel, planando sobre o solo a uma altura z:

X=[F52z2007=[00z000]" (2.72)

Da mesma forma, é necessario definir o vetor U.

U= [ﬂl Uy TUs Ty }T (2.73)



Capitulo 2. Dindmica do quadricoptero 25

Onde os valores que compoem cada entrada da matriz sao:

U = Ce - (Wi +wi +wi +wj) =mg

(2.74)

Haja vista que trabalharemos apenas no plano X7, torna-se necessario definir

somente u; e Uz , que variam conforme w; e wy. Como temos que ©; = mg, podemos

1

demonstrar que w; = w3 = 5,/ e, portanto, Uz = 0, resultado indicado na expressao
e

2
2.74. Dessa maneira, ao reescrevermos o vetor U':

U=|u u ]Tz[mg O]T (2.75)

E possivel, finalmente, calcular a matriz A a partir das derivadas parciais das
fungoes f, (definidas em 2.71) em relagdo a z,, para condigoes de equilibrio. Dessa forma,

encontramos:

(2.76)

o O O o o O
S O O o O =
o O O o o O
o O O = O O
o O O o v O
o = O O O O

A matriz B, por sua vez, pode ser obtida realizando as derivadas parciais das

fungoes f, (definidas em 2.71) em relagao a u,, , para condic¢oes de equilibrio. Assim:

(2.77)

© O3 o O O
o O O O O
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Reescrevendo na forma 2 = A -2+ B - 4:

71 010000 ) 0 0
To 0000gg0 To 0 0
2 000100 2 0 0 7
HE el “ (2.78)
.f4 00 0O0O0OO O Ty m 0 us
T 000001 Ts 0 0
Tg 000000 0 T 0 i_
f1—~2
Ty =g T5
e (2.79)
425 1
15 = Tg
3376:%})

Por fim, como desejamos obter como saida para o sistema tanto as velocidades

lineares e angulares como os deslocamentos, teremos como matrizes C e D:

10000 0]
010000
001000
O (2.80)
000100
000010
(000001
D= (2.81)

o O O o o O
o O O o o O

2.7 Diagrama de blocos

O diagrama de blocos é um esquema que permite que o sistema estudado tenha
uma representacao visual e mais didatica. A Figura 11 apresenta o diagrama de blocos do
sistema dindmico do VANT a partir do seu espago de estados e, dessa forma, é possivel

compreender seu funcionamento ao gerar uma resposta com base em uma entrada aplicada.
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h 4
o

Figura 11 — Diagrama de blocos (Fonte prépria)
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3 Analise do sistema

3.1 Definicao dos parametros

A fim de modelar o problema computacionalmente, é necessario definir os valores
referentes aos parametros do sistema. Dessa forma, consideramos a massa do corpo do
quadrirrotor M = 0,628 kg, a massa de cada um dos motores m = 0,048 kg, o braco dos
momentos de rolagem e arfagem [ = 0,29 m, a gravidade g = 9,81 m/s? e o produtos de
inércia I, = 0,0081 kg - m?. Como a massa total é dada pela soma da massa do corpo
e dos quatro motores, temos uma massa total My, = 0,82 kg (DOMINGUES, 2009,
p.37, apud CAVALLARO, 2019, p.47). A partir da consideragao de que a velocidade da
aeronave ¢é baixa, a taxa de avancgo se aproxima a zero e a constante de empuxo pode ser
dada por uma constante C, = 0,1154 (DOMINGUES, 2009, p.15, apud CAVALLARO,

2019, p.46). Tais pardmetros adotados se encontram resumidos na Tabela 2.

Parametro Valor
MTotal [kg] Oa 82

[[m] 0,29
glm/s? 9,81
I, [kg-m?] 0,0081
C. 01154

Tabela 2 — Parametros adotados

3.2 Resposta aos cenarios

Com os parametros do sistema ja definidos, quatro cenarios distintos foram simu-
lados a partir das condigoes iniciais expressas na Tabela 3, com base nas equacoes 2.64.
Vale ressaltar que o valor inicial Zy = 0,3 m ¢ justificado por considerar a dimensao da

base do drone para a determinacao da altura.

Cendrios  Xo[m] Xo[m/s| Zom| Zolm/s] 6orad] 6[rad/s] uy[N] ug[Nm]
Cenario 0 0 0 0,3 0 0 0 mg 0
Cendrio 1 0 0 03 0 001 0 m 0
Cenério 2 0 0 0,3 0 0 1,1mg 0
Cenério 3 0 0 03 0 0 0 1,1mg 1,004.10°°

Tabela 3 — Condic¢oes de contorno referentes a cada cenario
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3.2.1 Cenario 0

Deslocamento em X

Naa linear N&o linear
Linearizado 084---- Linearizada d
Trajetdria nominal j . | | 1 h Trajetdria nominal |,
i 0.64------ B LELCEERE i
044-----
. R SEEEE
] RS s
N B
go24----
04ad-oo
0B f------ R e e e Ml
084--- e S R
1 T T B e e e R
o0 05 1 1 2 25 3 35 4 45 5 55 &6
t[s]
(a) Trajetéria em XZ (b) Deslocamento em X
Deslocamento em Z Angulo de Arfagem
oo oo [ [E— e
Mao linear ! N&o linear !
127 Linearizado ) Linearizada
14 Trajetdria nominal | h Trajetdria nominal |,
& o
N &

(c¢) Deslocamento em Z (d) Angulo de Arfagem

Figura 12 — Cenério 0

Este cenario tem por objetivo testar o codigo e a condicao mais simples possivel,
que corresponde a configuragao do quadricoptero pairando. Para alcancgar tal condicao,
salvo a altura inicial Z, todos os parametros iniciais sao tidos como zero, e a forca de
empuxo das hélices (entrada u;) é de mesma magnitude que a forga peso (mg). Desse
modo, como as forcas tem mesmo modulo porém sentidos opostos, o drone se mantém

parado.

No caso acima, foi utilizado Z = 0,3 m considerando que o drone teria uma base e
que poderia ser colocado em algum suporte, pouco acima do chao. Esta altura, entretanto,
nao tem grande relevancia e foi usada apenas a fim de descrever uma situagao mais real.
Por fim, podemos dizer que este drone esta na iminéncia de decolar, ja que se a entrada u;
aumentar ele comeca a subir em Z. A partir dos graficos obtidos, pode-se perceber que
o drone inicia parado na sua posi¢ao inicial e nao descreve nenhum movimento, apesar

de apresentar seus rotores ligados. Por esse motivo, de nao movimentagao, nao temos
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diferenca entre linearizado e nao-linearizado, o que era esperado.

3.2.2 Cenéario 1 - Movimento exclusivo em X

! Nao linear !
; Linearizado i
H Trajetdria naminal |}
: )

Trajetéria (Z — X) Deslocamento em X

N&o linear
Linearizada '
Trajetdria nominal |,

R i-
K B e B o S A A
N i . 1 . 1 1 . 1 i
e R AR e A R
ool
024emmmnds
L
0 l ; ; ; ; ; : : i i e S i i S
0 02 04 05 08 1 12 14 16 18 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6
Xg[m] t[s]
(a) Trajetéria em XZ (b) Deslocamento em X
Deslocamento em £ Angulo de Arfagem
"""""""""""""""""""""" P— e ikt ST T T NP
Naa linear ! ! ! : ' ! . N0 linear i
Lmear\}z?d-J ‘ 0015"”’i""‘E’”"E””:’””i*””i"”‘i Linearizado %
Trajetéria nominal |, Lo b ; ; ; Trajetoria naminal |1

Zi [m]

0.3 A L - H . H L

’ 0 Cll5 1‘ 1‘5 é 2‘5 :Ii 3‘5 éll 4‘5 é 5‘5 é
t[s] t[s]
(¢) Deslocamento em Z (d) Angulo de Arfagem

Figura 13 — Cenario 1

No cenério 1, com o intuito de simular apenas o deslocamento na direcao X, foi
necessario anular as componentes 6 e Z. Nesse sentido, ao manter w; = wy = 1 rad/s, foi
possivel zerar uz e por consequéncia também anular #. J4 para manter um movimento

exclusivo em X e nao alterar Z, foi preciso adotar um angulo inicial 6, diferente de zero e

mg
cosf’

utilizar uma entrada u; =

Tal procedimento ¢ realizado pois uma das opgoes para mover ao longo do eixo
X é por meio da entrada us, porém, se a mesma for diferente de zero, o angulo torna-se
variavel resultando também em um deslocamento em 7 devido a decomposicao de forcas.
Como se deseja um movimento exclusivo em X, utiliza-se um 6, pequeno, porém nao nulo,

para que haja um sen 6 diferente de zero. Com isso, utilizamos a entrada u; de modo que
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as forgas verticais se anulem e nao haja deslocamento em Z. Assim, como evidenciado

pelos graficos, pode-se alcancar a condi¢io X > 0.

Visualizando os graficos, temos que para o deslocamento em X e para o angulos de
arfagem nao conseguimos ver diferencas entre o modelo linearizado e nao-linearizado. Por
outro lado, nos gréaficos de deslocamento ao longo de Z e de trajetéria, ha uma pequena
diferenca entre o linearizado e o nao-linearizado. Este resultado é esperado e coerente,
visto que os modelos devem ser proximos para pequenos angulos, porém podem divergir,

em especial para instantes mais avangados.

Por fim, ¢ interessante destacar que, para esse cendrio, foi obtido algo muito préximo
ao deslocamento exclusivo no eixo X, uma das principais caracteristicas do movimento
oscilatério de curto periodo (short-period pitching oscillation) previamente citado. Todavia,
para o cenario simulado, ha a presenca da aceleracao justificada pelo fato da forga resultante
ser diferente de zero, e que pode ser observada pelo grafico de deslocamento, nao linear e
semelhante a uma equagao de segundo grau. Além disso, nao foi possivel simular o modelo

oscilatério de angulo de ataque 6 sem que houvesse aplicacao de controle.
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3.2.3 Cenario 2 - Movimento exclusivo em Z

Deslocamento em X
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Deslocamento em Z de Arfagem

Nao linear
Linearizado
Trajetdria nominal

O [rad]

(c¢) Deslomento em Z (d) Angulo de Arfagem

Figura 14 — Cenério 2

No cenario 2, o objetivo consiste em simular uma condi¢ao de ganho de altitude do
VANT, onde ha apenas o deslocamento na dire¢ao Z. Com isso, para anular a parcela 0,
novamente optou-se por assumir w; = wy = 1 rad/s. Além disso, foi preciso adotar §y = 0
para que X fosse nulo e o drone continuasse parado em X. Por sua vez, u; poderia ser
considerado qualquer valor positivo maior que m.g para que o drone subisse. Entretanto,
pensando em condicoes reais e no contexto de velocidades nao altas, para as hipdteses

feitas se manterem coerentes, foi utilizada uma entrada u; = 1,1 - mg.

A partir dos graficos, temos que todos os pardmetros lineares coincidiram com
os nao lineares ja que, na linearizacao, as simplificacoes feitas estavam relacionadas aos
angulos. Nao havendo nenhum angulo e nenhuma variagao do mesmo o esperado é que
as linhas realmente coincidam. Dessa forma, novamente temos uma acelera¢gao no corpo,
entretanto, a aceleracao nesse caso se faz ao longo da dire¢ao Z e é explicada pela resultante

de forgas para cima (Z positivo) e pelo grafico de deslocamento neste eixo.
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3.2.4 Cenario 3 - Movimento combinado

Velocidade em X
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Figura 15 — Cenario 3

No tltimo cenario, o objetivo foi simular uma situacao real que é constituida por
uma combinacao de movimentos, como, por exemplo, o quadricéptero alcancar o topo

de um prédio de seis andares (aproximadamente 18m de altura), com um movimento de

Arfagem e se deslocando pouco frontalmente, ndo mais que 1m na dire¢ao X.

Para tal facanha, os trés componentes que ditam o sistema estudado - 6, X e Z -
devem assumir valores positivos e em escala adequada. Em um primeiro momento, aplicou-
se rotagoes levemente diferentes nos motores, com w; = 1 rad/s e wy = 1,00015 rad/s,
para gerar o momento de entrada us = 1,0004.10~°> Nm e alcancar consequentemente
6 > 0. E necessério que haja uma variacdo de 6, pois assim o drone consegue se mover
em X mesmo que os angulos e velocidades angulares iniciais sejam nulos. Basicamente,

a situagao consiste em um VANT saindo do repouso, sem angulagao, e descrevendo um
movimento em X e Z.

Além disso, para que houvessem os deslocamentos em Z e X, adotou-se o valor
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up = 1,1 -mg, que garante que nao haja grandes velocidades envolvidas. Dessa forma,
pode-se obter a combinacao de movimentos desejada para simular uma situacgao real de

uso do VANT, como evidenciado pelos graficos.

Destaca-se que na velocidade em Z e no angulo de arfagem as linhas linearizadas
e nao-linearizadas sdo quase coincidentes, entretanto, nos outros dois graficos, hd uma
diferenca entre as mesmas. Percebe-se que elas comecam bem préoximas mas se afastam
com o tempo e isto ocorre uma vez que o angulo estda aumentando e as diferencas passam a
ficar mais evidentes. Caso o mesmo problema fosse simulado com um tempo muito grande,

terifamos uma diferenca entre o caso linearizado e o ndo-linearizado cada vez maior.

3.3 Funcao de transferéncia

Fungoes de transferéncia tém como objetivo caracterizar as relagoes de entrada e de
saida de componentes ou de sistemas capazes de serem descritos por equacoes diferenciais
lineares invariantes quanto ao tempo. A func¢do de transferéncia de um sistema pode
ser definida como a relagao entre as transformadas de Laplace da entrada e da saida,

considerando todas as condigdes iniciais nulas (OGATA, 2011). Desse modo, temos:

G L[saida] _

L[entradal (3:1)

S~

condigbes iniciais nulas

Considerando o espaco de estados na forma matricial £ = Ax + Bu, com A e B
j4 definidos, e utilizando a transformada de derivada de Laplace X = sX + 2(0) = sX,

temos:

&= Az + Bu5 sX = AX + BU (3.2)

Rearranjando a expressao encontrada, e designando I como a matriz identidade:

X =(sI—A)"-BU (3.3)

A matriz de saida y, por sua vez, é dada por y = Cz+ Du. Aplicando a transformada

de Laplace:

y=Cr+Du5Y =CX+DU (3.4)
Substituindo 3.3 em 3.4:

Y=(C-(sI-A)"1'-B+D)-U (3.5)



Capitulo 3. Andlise do sistema 35

Por fim, encontramos o valor final da funcao de transferéncia utilizando a equacao

3.1: .
G:(C'(SI_A>U'B+D)'U:C.(SI—A)1~B+D (3.6)

O termo (sI — A)~! presente na expressao 3.6 designa a matriz de transigdo ou

matriz resolvente ®. Assim:

G=C-(sI—A)™1-B+D

B(e) — (o7 — A)1 —~+G=C®B+D (3.7)

Como para o sistema estudado apresentamos duas entradas (u; e ug) e seis saidas
(x, &, 2z, 2, 0 e 0), existem doze fungoes de transferéncia, obtidas numericamente por meio
do programa Scilab contido no Apéndice. Daremos destaque as seis fungoes de transferéncia

nao nulas, expressas abaixo.

1.211,1111
Gy = 7/uz = e
. 1.211,1111
Gy = & /ug = 33
1,2195122
G = 2fu =" (3.8)

: 1,2195122

G41 = Z/U1 = 3
123,45679

Gs2 = 0/us = 32

0 123,45679
G’GQ = 9/u3 = s

3.4 Estudo de estabilidade do sistema

As equagoes diferenciais que regem o sistema até o momento foram definidas no
dominio do tempo, porém, pode-se facilitar a andlise do sistema ao mudé-lo para o dominio
da frequéncia - e isso pode ser feito através da transformada de Laplace. Nesse sentido,
uma funcao do tempo f(t) que atende a trés condigoes - ser continua por partes, de ordem

exponencial e nula para argumentos negativos - tém sua transformada de Laplace definida
por (FELICIO, 2010,p.142):

LW = [ et = F(s) (3.9)

*

A partir das matrizes de espaco de estados definidos anteriormente, pode-se usar a

transformada de derivada de Laplace, considerando as condicOes iniciais nulas:
t=sX+1z(0)=sX (3.10)
Sendo I a matriz identidade, a equagao obtida estard em dominio da frequéncia.
Ao substituir na equacao matricial em dominio do tempo - © = Ax + Bu - obtém-se:

sX =Ax + Bu— (s — A)x* X = Bu (3.11)
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Esse passo a passo é essencial para o estudo do comportamento do sistema, pois é

a partir das funcoes de transferéncia que sera determinada a equagao caracteristica.

Os polos do sistema serao as raizes da funcdo denominador, ou seja, os valores que
resolvem a equacao caracteristica do sistema. E importante ressaltar que o ntimero de

polos ¢é igual a ordem do sistema.

Os polos sao caracterizados por possuirem a forma de um ntmero complexo,

possuindo uma parte real e imaginaria:

s=o;+jw (1=1,...,n) (3.12)

A estabilidade e o comportamento do sistema estao sempre atrelados aos seus polos.
De maneira geral, caso o; < 0 para ¢ = 1,...,n, teremos um sistema assintoticamente
estavel. Se pelo menos algum o; = 0, nenhum valor o; > 0 e nao exista nenhum polo
miltiplo no eixo jw, o sistema observado é marginalmente estavel ou instavel. Por fim,
caso haja algum o; > 0 ou algum polo o; = 0 de ordem miiltipla (polo de ordem multipla

no eixo jw), o sistema pode ser considerado instavel.

Na analise do sistema modelado no trabalho, simplificamos um sistema com seis
variaveis, que configurariam uma matriz de linearizacao de 12* ordem, para uma matriz
de 6* ordem. Isso foi feito, como explicado de maneira detalhada anteriormente a partir

da simplificacao do plano para X Z, onde trabalhamos com as variaveis z, z e 6.

Nesse sentido, na posicao de equilibrio inicial do sistema, assumimos que as condig¢oes
iniciais de estabilidade seriam zero, com excecio da altura z do drone: X = 7222 0 0|7 =
[00z 00 0]7. Dessa maneira, ao linearizarmos as seis equagoes em torno desses pontos,

obtivemos uma matriz A com diversos termos iguais a zero, como esperado.

Assim sendo, ao calcularmos os polos do sistema, obtivemos que todos eles sao
iguais a zero. A analise que pode ser feita, nesse sentido, é que o sistema é instavel, uma
vez que a modelagem da trajetoria do quadrirrotor em condigoes iniciais de voo nos leva a
essa situacao. Sem aplicarmos o controle, ja era esperado que todos os polos encontrados

nessa circunstancia fossem iguais a zero, pois é algo caracteristico do sistema.
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Figura 16 — Polos do sistema em condigoes iniciais (Fonte propria)

Também podemos confirmar a nossa hipdtese de instabilidade do sistema pelo
critério de Routh-Hurwitz. O critério é adotado em relacao a equagao caracteristica da
funcao de transferéncia do sistema, ou seja, o polinémio de seu denominador igualado a

Zero.

Nesse sentido, o método é aplicado a partir de um algoritmo que busca nos mostrar
o numero de raizes instaveis da equacao. Assim sendo, iremos primeiramente escrever a

equagao generalizada:

(1686 + (1585 + CL4S4 + CL383 + CLQSZ +ais+ ag = 0 (313)

O algoritmo funciona a partir da montagem da configuracao expressa em 3.14,
onde a partir da terceira linha, as linhas subsequentes sao obtidas a partir das duas linhas

precedentes.

g G4 Qa2 Qg

as az ay
by by b

¢ (3.14)
di dy

€1

fi

No sistema estudado, a equacdo caracteristica é 1s®. Como temos que as, a4, as, as,
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ay e ag sdo nulos, o sistema obtido pode ser considerado instavel. Como ja conseguimos
perceber isso antes mesmo de aplicarmos o algoritmo de Routh-Hurwitz, nem seria
necessario construirmos a tabela evidenciada em 3.14. Conceitualmente, quando qualquer
um dos coeficiente da equacdo em 3.13 é nulo, na melhor das hipdteses o sistema é

marginalmente estavel.

3.5 Diagrama de Bode

O Diagrama de Bode é a representagao grafica da resposta em frequéncia em escala
logaritmica. A boa compreensao do diagrama se da pelo estudo detalhado do seu processo
de obtengao, uma vez que podemos melhor compreender as caracteristicas dindmicas e o

comportamento do sistema como um todo.

O eixo z corresponderd a frequéncia w do sistema em rad/s, em uma escala
logaritmica (logw). No grafico de ganho, o eixo y nos dé a relagdo de amplitudes em db, e
no grafico de fase, o eixo y nos da uma relacao linear da fase, em graus.

A definigao de db para a resposta em frequéncia é: (valor de % em decibel) =

(2() log ‘3—?) db. Pela definicao, se (A,/A;) = 1, o valor em db é zero. Caso (A,/A;) > 1,0

valor em db é positivo. Em tltimo caso, se (4,/4;) < 1, o valor em db é negativo.

Os modelos lineares apresentam fungoes de transferéncia compostas por diferentes
termos. Nessa secdo, estudaremos o Termo correspondente ao Integrador ou Derivador: s'.
E importante também ressaltar que o caso estudado é conhecido como “polos e zeros na

origem”.

Como todas as fungoes transferéncias encontradas no nosso sistema possuem o

N

termo s no denominador, estudaremos o caso da funcao de transferéncia de integradores:

A 1 1 1
o — = 1
A, (iw)—N @'—Nw—N‘ w—N (3.15)
¢ =-90° x (—N), para N <0 (3.16)
Para o grafico em db, temos:
P N<O:é =201 ! = —20(—N)1 (3.17)
ara Al 08§ = ogw .

Analisando as fungoes de transferéncia de integradores, temos uma logica semelhante
as funcoes de transferéncia de derivadores, porém com a inclina¢do inversa. Para um

integrador (N = —1), a fungao obtida através da equagdo 3.17 é -20logw, que acarreta em
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uma reta que desce -20 db/década. Nesse sentido, vale também frisar que cada integrador

acrescentado diminui a inclinagdo da reta em -20 db/década.

No que diz respeito a fase, a partir de 3.16, pode-se concluir que cada integrador

acrescentado implica em um decréscimo de —90°.

Por fim, podemos analisar as seis func¢oes de transferéncia nao nulas do sistema

estudado pelo grupo. O diagrama da primeira delas, que é definida por: G149 = = %

encontra-se a seguir:

Diagrama de Bode : x/ug

200

o
=
[k}
ER
=
o
2
-200
T T T T T T 1
3 -2 -1 o 1 2 3
10 10 10 10 10 10 10
Frequéncia (Hz)
1
5 0.5
o
2 0
&
L]
L .05
-1+ T T T T T 1
-2 -2 -1 o 1 2 3
10 10 10 10 10 10 10

Frequéncia (Hz)

Figura 17 — Diagrama de Bode: u%

Analisando o gréfico acima, observamos que a inclinagao da reta é de -80 db/década,
o que era esperado, uma vez que o integrador dessa funcao é N = —4. Além disso, pode-se

observar que a fase se comporta como o esperado, uma vez que se mantém em (0°.

Diagrama de Bode : & /us
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Figura 18 — Diagrama de Bode: uis
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Observando a o diagrama da Figura 18, temos que a funcio transferéncia que a
)
definiu é Ggy = £ = L2LUL "Tonds em vista que N = —3, a magnitude estar decaindo
us 83 ’

60 db/década, além de observarmos a fase estabilizada em 90°, é exatamente o que

esperavamos.

Em linha com as duas primeiras analises feitas, observamos diagramas de bode
coerentes com os Ny de cada funcao para os outros quatro casos simulados abaixo. Quando
N = —2, observamos uma inclinagao negativa de -40 db/década, além da fase estabilizada
em —180°. Da mesma maneira, para N = —1 temos uma inclinacao negativa de -20

db/década e a fase estabilizada em —90°.
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Figura 20 — Diagramas de Bode: G55 e Ggz
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3.6 Resposta ao degrau

Considerando o sistema estudado, optou-se por apresentar uma andalise mais pro-
funda quanto a resposta a excitagdo degrau, haja vista que corresponderia a uma situacao
real de uso do quatrirrotor, associada ao acionamento dos rotores. Em especial, serao

analisadas situagoes de subida e decida do veiculo.

3.6.1 Degrau unico

Analisaremos, primeiramente, a condi¢ao em que, apds certo tempo, o drone deixa
sua trajetéria nominal de pairagem para aumentar sua altura Z. E importante relembrar
que para a opera¢ao nominal, em que o empuxo e 0 peso se equilibram, temos as entradas
u; = mg e uz = 0. Assim, a fim de causar um deslocamento vertical para cima, uz sera

mantido nulo enquanto sera aplicada um excitagao de grau de valor u; = 2mg.

Além disso, define-se t,; como o instante inicial de atuacao para a excitacao fim de

aumentar o empuxo. Desse modo, podemos definir a funcao de entrada u;.

mg para t < t,
u(t) = 1,1-mg para t > t, (3.18)

para t = t,; a funcao nao é definida

Para o modelo simulado, serao utilizadas as condigoes iniciais xo ©¢ 29 2o 0 90
todas nulas, com t,; = 2 s. Além disso, em 3.18 apresentamos uma definicdo com certo
formalismo que indica que no exato instante de aplicacao do degrau a funcao nao esta
definida. Em termos praticos de simulacao, adota-se o sinal de “>” para as inequagoes,
isto é, a entrada passa a ser considerada no exato instante de sua aplicagao. Dessa forma,

obtemos os resultados expostos na Figura 21 e na Figura 22.

Figura 21 — Resposta ao degrau tnico - Parte 1

Deslocamento em Z Velocidade em Z

t[s]

(a) Deslocamento em Z (b) Velocidade em Z
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Parte 2

Figura 22 — Resposta ao degrau tnico

Trajetoria

O [rad]

Zg [m]

(a) Trajetéria em XZ (b) Arfagem

Por apresentarmos um sistema instavel, como ja previamente evidenciado, nao é
possivel determinar parametros importantes para excitacao em degrau tais como o tempo
de pico e o sobressinal. Entretanto, nota-se a coeréncia da condi¢ao instabilidade do drone
com o deslocamento e velocidade em Z, que crescem indefinidamente devido a entrada
positiva adicionada. Constata-se, ainda, que o movimento apresenta aceleracdo constante,

uma vez que a resultante de forcas nao varia ao longo do movimento.

3.6.2 Degraus miltiplos

A fim de validar a proposta de aplicacao para o veiculo, também serda abordado
um cenario com multiplas entradas, que simularia a existéncia de um controle de forma
extremamente simplificada. O movimento a ser descrito serd a oscilagdo em Z, com o
veiculo subindo e descendo. Para tal, serao aplicadas quatro entradas do tipo degrau

distintas ui, = 2mg, uyp, = —2mg, ui. = 4mg e uqg = 0.

Tais valores foram definidos a fim de apresentarmos uma trajetéria simétrica,
associada a forca resultante em cada um dos intervalos de tempo, fator que serd melhor
detalhado adiante. Nesse sentido, é definido ¢,,, =2 s, t,,, =4 s, t,,., =6 set,, =8 s.

Como no exercicio anterior, considerando uz = 0, podemos definir a func¢ao de entrada wu;.

mg para t < t,,,
2myg para t,,, <t <ty
—2mg para t,,, <t <t,
w(t) = g PAIS fuss e (3.19)
dmg para t,, <t <ty,

0 para t > t,,,

para t = t,,, = ty,, = tu,. = tu,, & funcao nao ¢ definida
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Assim como no caso de degrau unico, foram utilizadas as condig¢bes iniciais
To To 2o 20 0o Oy todas nulas. Analogamente ao explicado para a expressao 3.18, para
efeito de simulacao, também adota-se que a funcao de entrada passa a valer no seu exato

instante de aplicacao. Dessa forma, foram encontrados os resultados expostos na Figura

23.

Figura 23 — Resposta a degraus miultiplos

Velocidade em Z

Deslocamento em Z

Zp[m/s]

Zp [m]

(a) Deslocamento em Z

Trajetoria

Zp [m]

(c) Trajetéria em XZ (d) Arfagem

A primeira entrada, no segundo 2, fornece uma resultante de forcas para o sentido
positivo de Z, visto que esta sendo aplicada uma forca de 2mg para cima, enquanto a
gravidade é apenas de —mg, ou seja, o drone sobe com uma resultante de +mg. Até a
segunda entrada, o movimento é acelerado (+g¢), como era de se esperar e como estéd
evidenciado no grafico da velocidade. Logo apds isso, é colocada uma outra entrada

(substituindo a anterior), porém na dire¢do da gravidade e de médulo 2mg. Assim, a

resultante é de —3mg. Novamente, a aceleracao pode ser vista pelo grafico da velocidade,
que estd mais inclinado quando comparado a primeira etapa e na diregdo contraria (para

baixo). Este movimetno, permanece entre 4s e 6s.
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Olhando para o grafico do deslocamento temos algo muito interessante, que sdo as
trajetorias curvas, evidenciando a aceleracao também. Além disso, quando ha a mudanca
de sentido na velocidade, o deslocamento nao ¢ instantaneo, visto que a mudanca de
sentido ocorre entre os segundos 4 e 5, porém a mudanga de velocidade ocorre exatamente
no segundo 4. Tal fato ocorre devido a inércia do corpo, que estava subindo com certa
aceleracao, porém quando ¢é aplicada uma forga contréria, ele primeiro desacelera e depois

comega a acelerar no outro sentido.

Apbs isso, sao inseridas mais duas entradas, nos segundos 6 e 8, que promovem
uma simetria no grafico das velocidades (entre os segundos 2 e 10). Tal fato se da, ja que
a terceira entrada provoca uma forca resultante de 3mg para cima, enquanto a quarta
entrada (nula) provoca uma resultante de —mg. A anélise dessa parte é andloga a andlise

feita no paragrafo anterior, porém com os sentidos contrarios.

Sobre o grafico da trajetéria, fica evidenciado que o movimento é exclusivo em
Z, o que esta coerente. A arfagem também é nula durante todo o movimento, ja que as
excitagoes sao feitas apenas na direcao Z e as condigoes iniciais, referentes aos angulos,

sao todas nulas.

Uma ressalva é que o referencial fixo nao esta no solo, mas sim, cerca de 30m acima
dele, simulando, por exemplo, o topo de um prédio. Assim, as medidas de Z positivas e
negativas fazem sentido e simulam um drone subindo e descendo em relagao ao topo de

um prédio.
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4 Conclusao

Este trabalho teve como finalidade executar corretamente a modelagem cinematica
e dindmica do movimento de um Veiculo Aéreo Nao Tripulado (quadrirrotor), observando
sua operacao no plano X7 a partir de uma investigacao minuciosa a respeito de fatores
relevantes para seu desempenho. Nesse sentido, a abordagem teve um foco na influéncia do
valor das entradas do sistema considerando sua operacao, especialmente levando em conta
que o sistema nao ¢ amortecido. Dessa maneira, foi possivel estudar a estabilidade do
sistema e a sua resposta a condicoes de contorno distintas, além de caracterizar movimentos

tipicos de veiculos quadrirrotores.

O principal intuito das pesquisas desenvolvidas recentemente tém sido testar os
microcomponentes usados para controlar os VANTSs e obter novos processos de estabilidade e
controle para esses veiculos aéreos. Cada vez mais estudos e pesquisas sao publicados, tanto
no Brasil, como no exterior, mas existem ainda muitas dificuldades no que diz respeito
a esse campo cientifico. Nesse sentido, os desafios envolvem a questao da modelagem
cinematica e dinamica do problema, preponderantemente pelo fato do sistema possuir
diversos graus de liberdade e ser instavel, necessitando de controle para melhor compreender

suas simulagoes.

Tratando da modelagem do trabalho, adotamos os métodos de Newton-Euler e o de
Lagrange para obtermos as seis equacoes diferenciais que regem o sistema estudado. Esse
processo, a partir de dois modos de solucao, nos deu a certeza de uma modelagem bem
executada ao longo do relatério, uma vez que ambos os métodos forneceram as mesmas

equacoes.

Finalizada a modelagem, um dos principais desafios enfrentados pelo grupo foi
relativo a linearizacao das as equacgoes encontradas, tendo que trabalhar com uma matriz
extremamente complexa de 12* ordem. Dessa maneira, o modelo foi simplificado somente
para o Plano X7, a partir das coordenadas generalizadas (z, z,6), com foco em uma

analise mais adequada das condi¢oes especificas impostas.

Analisando as simulagoes do sistema, foi possivel estudar o comportamento do
drone em quatro cenarios reais, sendo o primeiro deles um teste. A partir das simplificagoes
nas equagoes que descrevem o modelo, pode-se definir a combinacao de condig¢oes iniciais
capazes de gerar movimentos exclusivos nas dire¢oes X e Z, além de um movimento
combinado que simula uma condicao real, como quando o veiculo quer alcancar o topo de
um prédio, partindo do solo. Com os graficos gerados, foi possivel aferir a eficiéncia do
modelo e observar o aumento da diferenca entre sistema linearizado e o nao linearizado

com o passar do tempo, como esperado.
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No estudo de estabilidade do sistema, mais uma vez ficou explicita a dificuldade de
se trabalhar com VANTSs. Tendo em vista a obtenc¢ao dos polos, obtivemos que todos eles
sao iguais a zero, evidenciando a instabilidade do sistema. Sem a aplicagdo de controle, ja
era esperado que todos os polos encontrados nessa circunstancia fossem ser nulos, pois é
algo caracterisitco do sistema. O critério de Routh-Hurwitz também comfirmou a hipdtese
de instabilidade.

Quanto as respostas obtidas em relacao a excitacao do tipo degrau, obtivemos
resultados condizentes com o esperado, e associados a movimentagoes reais de um veiculo
quadrirrotor. Enquanto a entrada de degrau unitario simula a ativagao dos rotor para
ganho de altura, a entrada com degrau multiplo apresenta maior complexidade e representa

uma primeira tentativa de controle do veiculo para um tempo muito pequeno.

Como sugestao de melhoria e enriquecimento do trabalho, ha a possibilidade de
desenvolvimento de novas analises para cenarios mais complexos. Devido a uma dificuldade
no entendimento de certos movimentos e algumas hipoteses limitadoras, como a hipdtese
de pequenos angulos adotada, o presente estudo se restringiu a discutir cendrios de
movimentos um pouco mais simples. Dentre os quatro cendrios, apenas um apresentava
variacao tanto nos deslocamentos em X e Z como no angulo de arfagem. Este cenério,
entretanto, apresentava condigoes iniciais nulas, exceto para a altura inicial Z,. Apesar
de muito compativel com situagoes em que o veiculo sai do repouso, tais condi¢oes de
contorno nao causavam grandes dificuldades nas analises. Assim, a fim de aumentar seu
grau de complexidade, poderiam ser exploradas algumas situacoes em que, por exemplo, o
drone se desloca de modo inclinado para alguma direcdo e deseja-se que ele incline para o

outro lado e se mova na direcao oposta.

Por fim, a partir de um ponto de vista geral, conclui-se que os resultados obtidos
pelo modelo estudado foram fortemente satisfatérios por se comportarem da forma esperada
e por serem capaz de representar um veiculo real em alguns movimentos limitados, por um
curto periodo de tempo. As simulac¢oes obtidas foram verossimeis, e capazes de elucidar a

importancia dos softwares de simulacao para o estudo de modelos dinamicos.
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A Cédigos do Scilab

A.1 Analise dos cenarios

50

// ~~~~ ANALISE DOS CENARIOS ~~~~
https://pt.overleaf.com/project /5f7a43d904280b0001a04311

clear

// PARAMETROS

|g = 9.81; // [m/s2]

Mt = 0.82; // [kg]

Iy = 8.1%(107=3); // [kgm2]
Ce = 0.1154;

1 = 0.29; // [m]

// VARIAVEIS

3slwl = 1; // velocidade angular do rotor 1 [rad/s]
w3 = 1.0005; // velocidade angular do rotor 3 [rad/s]
// TEMPO

t0 = 0; //tempo inicial [s]

s|dt = 0.01; //passo de integracgdo [s]

tspan = 6; //intervalo de integracgdo [s]
t = t0:dt:tspan; //vetor linha do tempo [s]

// CONDICOES INICIAIS DA TRAJETORIA NOMINAL (EQUILIBRIO)

xn = 0;

xpn = 0;
5/zn = 0.3; // altura da base do drone ( 0.3 m)
26| zpn = 0;
thetan = 0;
28| thetapn = 0;
Xn0 = [xn; xpn; zn; zpn; thetan; thetapn]; // vetor de condigbGes iniciais

da trajetdéria nominal

// CONDICOES INICIAIS PARA O REFERENCIAL M VEL
x0 = 2; // posigdo x [m]
xp0 = 0.5; // velocidade em x [m/s]

5120 = 0; // posigdo em z [m]
i|zp0 = 0.5; // velocidade em z [m/s]

thetaO0 = 0.05; // posigdo em torno de y [rad]
thetap0 = 0; // velocidade em torno de y [rad/s]
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10|X0 = [x0; xp0; z0; zp0; thetaO; thetap0]; // vetor das condig¢des iniciais
12| // ENTRADAS

43ul = Mtxg; // empuxo

14|u3 = Cexlx(w372 — wl™2); //

16|U = [ul;u3]; // vetor de entrada

18| Un = [Mtxg;0]; // vetor de entrada nominais

50| //ESPACO DE ESTADOS

52| //sistema nao linear

53| funcprot (0) ;

54 function dy = VANT(t,y)

55 dy (1) = v(2);

56 dy(2) = (1/Mt)xsin(y(5))*ul;

57 dy(3) = y(4);

s dy(4) = — g +((1/Mt)*cos (y(5))#ul);
59 dy(5) = y(6);

60 dy(6) = (1/1y)*u3;

61 endfunction ;

62

63| // sistema linear
64/A=[0,1,0,0,0,0;..
65 0,0,0,0,g,0;...

66 0,0,0,1,0,0;..
67 0,0,0,0,0,0;..
68 0,0,0,0,0,1;..
69 0,0,0,0,0,0]
70

71/B=[0,0;.

72 0,0;.

73 0,0;..

74 (1/Mt) ,0;

75 0,0;..

6| 0,(1/Iy)]

77
s|C=[1,0,0,0,0,0;.
79 0,1,0,0,0,0;.
80 0,0,1,0,0,0;.
81 0,0,0,1,0,0;.
82 0,0,0,0,1,0;.
83 0,0,0,0,0,1]
84

85| D=[0,0;

86 0,0;..
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2| VANTIin = syslin(’c’,A,B,C,D); // definigdo do sistema linear

deltaU = (U-Un)s*ones(t);
deltaX0 = X0 — Xn0;

|/ ~~ SIMULACOES ~~

// sistema nao linear

X = ode(X0,t0,t,VANT) ;

2| // sistema linear

deltaXlin = csim (deltaU ,t,VANTlin, deltaX0) ;
// ~~ RESULTADOS ~~

// REFERENCIAL MOVEL

//sistema nao linear

xp = X(2,:) // velocidade em x [m/s]
zp = X(4,:) // velocidade em z [m/s]

2| theta = X(5,:) // deslocamento angular em torno de y [rad]
3 thetap = X(6,:) // velocidade de arfagem (em torno de y) [rad/s]

5/ //sistema linearizado

xp_lin = deltaXlin ( // velocidade em x [m/s]

2,:)
| zp_lin = deltaXlin (4,:) // velocidade em z [m/s]

theta_lin = deltaXlin (5,
thetap_lin = deltaXlin (6,:) // velocidade de arfagem (em torno de y) [rad/s

]

:) // deslocamento angular em torno de y [rad]

// MUDANCA PARA O REFERENCIAL FIXO

3| //sistema ndo linear

xplnercial = cos(theta).xxp + sin(theta).xzp // velocidade em x no

referencial fixo [m/s]

5| zpInercial = — sin(theta).xxp + cos(theta).xzp // velocidade em z no

referencial fixo [m/s]

’| //sistema linearizado

S| xpInercial _lin = cos(theta_lin).xxp_lin + sin(theta_lin).xzp_lin //

velocidade em x no referencial fixo [m/s]
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zplnercial_lin = —sin (theta_lin).xxp_lin + cos(theta_lin).xzp_lin //

velocidade em z no referencial fixo [m/s]

//velocidades nominais
xpnlnercial = 0;

zpnlnercial = 0;

5| // INTEGRACAO

7| function F = integra(f, t, FO)

F = zeros(f)
F(1) = FO//defini¢do da condigdo inicial
for i = 2:1:length(f)
F(i) = inttrap(t(1l:i),f(1:1)) // integragao pelo método dos trapé
zios
end

endfunction

5/ //sistema nao linear

xInercial = integra(xplInercial ,t,0) // posi¢do x no referencial fixo [m]

zlnercial = integra(zplnercial ,t,0) + 0.3 // posig¢do z no referencial fixo
[m]

thetalnercial = theta // posicdo angular em torno de y [rad]

//sistema linearizado

xInercial_lin = integra(xplnercial_lin ,t,0) // posigdo x no referencial
fixo [m]

zlnercial_lin = integra (zplnercial_lin ,t,0) + 0.3//posicdo z no referencial
fixo [m]

thetalnercial lin = theta_lin // posi¢do angular em torno de y [rad]

//deslocamento nominal

56| xnInercial = xn // posig¢do x no SC inercial [m]
znlnercial = zn // posicdo z no SC inercial [m]
thetanInercial = thetan // posicado angular (em torno de y) no referencial

fixo [rad]
//~~ PLOTAGENS ~~

xset (’window ’ ,1)

plot2d (t,[ xpInercial ’,xpInercial lin ’ ,xpn*ones(t)’'])//u’ = u transposto
e = gee();

e.children (2).thickness=2;

e.children (3).thickness=2;

e.children (2).foreground=2;

e.children (3).

e. (1).

children

foreground =5;
thickness=2;
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e.children (1) .line_style=3;

e.children (1) .foreground=3;

hl = captions(e.children ,[ 'Nao linear ’;’ Linearizado’; ' Trajet6ria nominal’])

e (
se.children (
e (
e (

)

3l xtitle (’$\LARGE Velocidade \:

\: [m/s]$7);

1| xgrid (1)

xset ('window ’ ,2)

e = gee();

e.children (2).thickness=2;

e.children (3).thickness=2;

e.children (2).foreground=2;
e.children (3).foreground=5;
e.children (1) .thickness=2;
e.children(1).line style=3;
e.children (1) .foreground=3;

hl = captions(e.children ,[ 'Nao linear

)

m]$ ")
xgrid (1)

| plot2d (t ,[ xInercial >, xInercial_lin

| xtitle (’$\LARGE Deslocamento\: em\: X$’ 6 ’$\Large t\:

xset (’window ’ ,3)

plot2d (t,[ zpInercial ’ ,zpInercial_lin

em\: X$’,’$\Large t\: [s]$’, ’$\Large \dot X E

’,xnlnercialxones(t) ’])

’; ’Linearizado ’; ’Trajet6ria nominal’])

[s]$7, 8\Large X E\: |

" ,zpnxones (t) ’])

e = gece();

e.children (2).thickness=2;

e.children (3).thickness=2;

e.children (2).foreground=2;

e.children (3) . foreground=>5;

e.children (1) .thickness=2;

e.children(1).line style=3;

e.children (1) .foreground=3;

hl = captions(e.children ,[ 'Nao linear’;’ Linearizado’; ' Trajet6ria nominal’])

b

xtitle ("$\LARGE Velocidade \:

\: [m/s]87)
2| xgrid (1)

xset ('window ’ ,4)

plot2d (t,[ zInercial ’, zInercial_lin

gee();
.children

.children

2).
3).
2).
.children (3).

thickness=2;
thickness=2;
foreground =2;

foreground =5;

em\: Z$’,’$\Large t\: [s]$’,’$\Large \dot Z E

)

,znlnercialxones(t) ’])
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1le.children (

1).thickness=2;
e.children (1) .line_style=3;
1)

s

e.children (1) .foreground=3;

hl = captions(e.children ,[ 'Ndo linear ’;’Linearizado’; Trajetéria nominal’])
xtitle ("$\LARGE Deslocamento\: em\: Z $’,’$\Large t\: [s]$’, $\Large Z E\:
[m] $7)

j| xgrid (1)

xset ('window ’ ,5)

219/ plot2d (t , [ thetap ’,thetap_lin’,thetapn*ones(t) ’])

229

230

243

e = gee();
e.children (2).thickness=2;
e.children (3).thickness=2;
e.children (2).foreground=2;
t|e.children (3).foreground=5;
e.children (1) .thickness=2;
e.children (1) .line_style=3;
e.children (1) .foreground=3;
hl = captions(e.children ,[ 'Ndo linear ’; ’ Linearizado’; Trajetdéria nominal’])

)

xtitle ("$\LARGE Velocidade\: de\: Arfagem$’,’$\Large t\: [s]$’, $\Large \
dot \theta E\: [rad/s]$’)
xgrid (1)
xset (’window ’ ,6)
233/ plot2d (t ,[ thetalnercial ’,thetalnercial_lin ’,thetanInercialxones(t) ’])
e = gee();
e.children (2).thickness=2;
e.children (3).thickness=2;
e.children (2).foreground=2;
e.children (3) . foreground=5;
e.children (1) .thickness=2;
e.children (1) .line_style=3;
e.children (1) .foreground=3;
hl = captions(e.children ,[ 'Nao linear’;’ Linearizado’; ' Trajet6ria nominal’])
xtitle ("$\LARGE ngulo \: de\: Arfagem$’,’$\Large t\: [s]$’, $\Large \
theta_E\: [rad]$’)
1 xgrid (1)
j| xset ("window ’ ,7)
‘| plot2d ([ xInercial >, xInercial_lin ’,xnInercial*xones(t) '] ,[zInercial ’,
zInercial_lin’,znInercialxones(t) ’])
e = gee();

248
249

250

e.children (2).thickness=2;
e.children (3).thickness=2;
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e.children (2).foreground=2;
e.children (3) . foreground=5;
e.children (1) .thickness=2;
e.children (1) .line_ style=3;
e.children (1).foreground=3;
il hl = captions(e.children ,[ 'Nao linear’;’Linearizado’; Trajetéria nominal’])
xtitle ("$\LARGE Trajetéria\: (ZX)$’,’$\Large X E\: [m]$’,’$\Large Z E\: [m
1$7)
xgrid (1)

A.2 Estudo de estabilidade do sistema

// ~~~~ ESTUDO DE ESTABILIDADE DO SISTEMA ~~~~
clear ()

g = 9.81; // [m/s2]

lm = 0.82; // kg

Iy = 8.1%(107=3); //kem?2
ul=mx«g; // N

//Matrizes linearizadas

—
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0,0;..
0,0]

'|'s = poly(0,’s”)

//Matriz

S s = inv(s*xeye(A)-A)
//Polos

P = det(sxeye(A)-A)

polos = roots (P)
//Matriz de Transferéncia
G = syslin(’c’,CxS_sx*B)
j| //Prints
disp ('P: ")
disp (P)
9| disp ( "polos: 7)
disp (polos)
disp (’'G: ")
disp (G)
xset ("window ’ ;1)

scatter (real (polos) ,imag(polos),150)

56|min_Re = min(real (polos

max_Im = max(imag

( g(
( ))
max_Re = max(real (polos))
( ))
( ))

(
min_Im = min(imag(polos
(

eixos = gca ()
eixos.x_location = ’origin’

)

eixos.y_location = ’origin

3| eixos . title . text = "$\LARGE Polos$"

eixos.x_label.text = "$\Large Re$"
eixos.x_label.position = [0,0]

eixos.y_label.font_ angle = 0

7| eixos.grid = [1,1]

eixos.data_bounds = [min Re—0.1xabs(min_Re) ,min Im—0.1xabs(min_Im) ;max Re

1.1 ,max Im=*1.1]
// Diagramas de Bode
scf

xset ('window ’ ,2)
bode (G(1,2))

xtitle ("$\LARGE Diagrama\: de\: Bode:\:

scf
xset (’window ’ ,3)
bode (G(2,2))

x/u_3%")
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xtitle ("$\LARGE Diagrama\: de\: Bode:\: \dot x/u_3$%$")

scf

xset ('window ’ ,4)

bode (G(3,1))

xtitle ("$\LARGE Diagrama\: de\: Bode:\: z/u 1$)

scf

xset (’window ’ ,5)

bode (G(4,1))

xtitle ("$\LARGE Diagrama\: de\: Bode:\: \dot z/u_1$%")

scf

3| xset (*window ’ ,6)

bode (G(5,2))
xtitle ("$\LARGE Diagrama\: de\: Bode:\: \theta/u_3%$")

scf

xset (’window ’ ,7)

bode (G(6,2))

xtitle ("$\LARGE Diagrama\: de\: Bode:\: \dot \theta/u_3$")

A.3 Analise de resposta ao degrau

/| ~~~~ ANALISE DE RESPOSTA AO DEGRAU (UNICO E MULTIPLO)~~~~

clear

// PARAMETROS

g = 9.81; // [m/s2]

Mt = 0.82; // [kg]

Iy = 8.1%(107=3); // [kegm2]
Ce = 0.1154;

1 =0.29; // [m]

// VARIAVEIS
wl = 1; // velocidade angular do rotor 1 [rad/s]

w3 = 1; // velocidade angular do rotor 3 [rad/s]

// TEMPO

j|t0 = 0; //tempo inicial [s]
1dt = 0.01; //passo de integracdo [s]

tspan = 10; //intervalo de integracgdo [s]

t = t0:dt:tspan; //vetor tempo [s]

// CONDICOES INICIAIS PARA O REFERENCIAL MOVEL

2/x0 = 0; // posic¢do x [m]
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xp0 = 0; // velocidade em x [m/s]
z0 = 0; // posicdo em z [m]
zp0 = 0; // velocidade em z [m/s]

j| thetaO = 0; // posicdo em torno de y [rad]
‘| thetap0 = 0; // velocidade em torno de y [rad/s]

X0 = [x0; xp0; z0; zpO; thetaO; thetap0]; // vetor das condig¢des iniciais

// ENTRADAS

tipo = ’degrau unico’ // ’'degrau unico’ ou ’degrau multiplo’

t0_U = 2; // tempo inicial de entrada para ula

s\tfa_ U = 4; // tempo final de entrada para ula — inicio de ulb
i|tfb_U

6; // tempo final de entrada para ulb — inicio de ulc

tfc_ U 8; // tempo final de entrada para ulc — inicio de uld
tfd_U = 10; // tempo final de entrada para uld

// ul —> empuxo; u3 —> momento de arfagem
ula = 1.1xMtxg; // 1.1Mtg para entrada unica e 2Mtg para entradas miltiplas
— ula

ulb = —2«Mtxg; // para entradas miltiplas — ulb

3lulec = 4«Mtxg; // para entradas miltiplas — ulc

uld = 0; // para entradas miltiplas — uld

ul_ nominal = Mtxg;

jlud = Cexl*(w372 — wl™2); //

'l u3_nominal = 0;
//defini¢cdo do vetor das entradas U = [ul;u3] em funcgido do tempo
if tipo = ’degrau unico’ then

function entradas = U(t)
if t>=1t0_U

entradas = [ula;u3]
else
entradas = [ul_nominal;u3_ nominal]
end
endfunction
end
if tipo = ’degrau multiplo’ then

function entradas = U(t) // para mais de um degrau ao longo do tempo
//verifica o tipo de entrada desejado
if t > t0_U then
if t < tfa_ U then
entradas = [ula; u3];
elseif t < tfb_U then

entradas = [ulb; u3];
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elseif t < tfc_U then
entradas = [ulc; u3];
elseif t < tfd U then

entradas = [uld; u3];

else
entradas = [ul_nominal;u3_nominal];
end
else
entradas = [ul_nominal;u3_nominal];
end
ol endfunction
end
// ESPACO DE ESTADOS
funcprot (0) ;
function dy = VANT(t,y,U)
dy (1) = y(2)
dy(2) = (1/Ms)#sin (y(5))£U(t) (1)
dy (3) = y(4)
dy(4) = — g +((1/Ms)xcos (y(5))#U(t) (1))
dy(5) = y(6)
dy(6) = (1/Iy)*U(t)(2)
endfunction ;

// RESULTADOS NO REFERENCIAL MOVEL

X = ode(X0,t0,t,VANT) ;

xp = X(2,:) // velocidade em x [m/s]

zp = X(4,:) // velocidade em z [m/s]

theta = X(5,:) // arfagem (em torno de y) [rad]

thetap = X(6,:) // velocidade de arfagem (em torno de y) [rad/s]

// MUDANCA PARA O REFERENCIAL FIXO

2| xpInercial = cos(theta).xxp + sin(theta).xzp // velocidade de avango no SC

inercial [m/s]
zplnercial = — sin(theta).xxp + cos(theta).xzp // velocidade de guinada no

SC inercial [m/s]

// INTEGRACAO (velocidades —> posigdes)

5| function F = integra (f, t, FO)

F = zeros(f)
F(1) = FO // definicao da condig¢do inicial
for i = 2:1:length(f)
F(i) = inttrap(t(1:1),f(1:1)) // integracdo pelo método dos trapé
zios
end

endfunction
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xInercial = integra(xplnercial ,t,0) // posi¢do x no referencial fixo [m]
zlnercial = integra(zplnercial ;t,0) + 0.3 // posicdo z no referencial fixo
[m]

// 0.3 é adicionado em zInercial devido & condigdo de equilibrio adotada

‘| thetalnercial = theta // posigdo angular em torno de y (arfagem)[rad]

//~~ PLOTAGENS ~~

xset (window ’ ,1)
plot2d (t,xp)

3| e=gce ()

e.children.thickness=2

e.children . foreground=2

xtitle ("$\LARGE Velocidade\: em\: X$’,’$\Large t\: [s]$’, $\Large \dot X {E
P\: [m/s]87);

xgrid (1)

xset ('window ’ ,2)

plot2d (t, xInercial)
e=gce ()
e.children.thickness=2

3le.children . foreground=2

xtitle ("$\LARGE Deslocamento\: em\: X\:$’,’$\Large t\: [s]$’,’$\Large X {E

P\: [m]$7)
xgrid (1)

7| xset ( ’window ’ ,3)

plot2d (t,zp)

e=gce ()

e.children.thickness=2

e.children . foreground=2

xtitle ("$\LARGE Velocidade\: em\: Z$’,’$\Large t\: [s]$’, $\Large \dot Z {E
M\ [m/s]8")

xgrid (1)

xset ('window ’ ,4)
plot2d (t, zInercial)

| e=gce ()
3le. children . thickness=2

e.children . foreground=2

xtitle ("$\LARGE Deslocamento\: em\: Z $’,’$\Large t\: [s]$’, $\Large Z {E
P m)$?)

xgrid (1)

xset (window ’ ,5)
plot2d (t, thetap)
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e=gce ()

56/ e.children . thickness=2

e.children . foreground=2

xtitle ("$\LARGE Velocidade\: de\: Arfagem$’,’$\Large t\: [s]$’, $\Large \
dot \theta_{E}\: [rad/s]$’)

xgrid (1)

xset (’window ’ ,6)
plot2d (t,thetalnercial)
e=gce ()

1l e.children.thickness=2

e.children . foreground=2
xtitle ("$\LARGE Arfagem$’,’$\Large t\: [s]|$’,’$\Large \theta {E}\: [rad]$’)
xgrid (1)

xset (window ’ ,7)

170| plot2d (xInercial , zInercial)
1| e=gce ()

e.children.thickness=2

e.children . foreground=2

1| xtitle (’$\LARGE Trajetéria$’,’$\Large X {E}\: [m]$’, $\Large Z {E}\: [m]$’)
xgrid (1)
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