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1 INTRODUCAO

A lista E consiste em realizar o equacionamento matematico e a simulacdo de um sistema
amortecido sob diferentes condigdes iniciais e diferentes condigdes de amortecimento. Primeiro,
obtém-se a descricdo matematica do fenémeno, bem como verifica-se a relagdo entre os autovalores
encontrados e o comportamento dindmico observado. Depois, realiza-se uma simulagdo numérica do
sistema partindo de diversas configuragdes iniciais, visando entender a evolucdo deste com o auxilio

de graficos.



2 MODELAGEM MATEMATICA DO SISTEMA PROPOSTO
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Figura 2.1: Sistema proposto

Partindo-se do Teorema do Movimento do Baricentro (TBM), temos:
mX + cx + kx = F(t)

Isolando a segunda derivada do deslocamento da mola X, obtemos entéo:

Podemos entdo definir o vetor de estados utilizado na simulagdo como:

r=[

E representar as equac6es do problema na forma matricial como:

i 0 1 » 0
r=fi]=| e el i

Tambeém ¢é possivel obter a funcéo de transferéncia G(s) associada ao sistema, calculando as
transformadas de Laplace levando em consideracdo apenas o regime particular do sistema, isto €,
desprezando a sua configuracao inicial. Temos entéo:

SX =X
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Além disso, tambeém é possivel calcular os autovetores da matriz A, de modo a compara-los

com as raizes do polinébmio no denominador da funcdo de transferéncia G(s). Assim, temos que

det(A—A1)=0
0—-21 1
k =
det K —i—/l 0
m m

mi2+ci+k=0
De modo que os valores de A sdo as solugfes da equacdo do segundo grau, dados por:

B —c+ Ve —4km

A 2m

As raizes do polinémio no denominador da funcdo de transferéncia sdo as solucgdes da seguinte

equacéo:
ms?+cs+k=0
Ou seja:
= —c +Vc?Z - 4km
2m

De modo que se conclui que os autovalores da matriz A sdo exatamente as raizes do polindbmio
denominador da funcéo G(s).
Cc

Para o caso particular em que { = e < 1, temos, isolando c e elevando ao quadrado:

c? < 4km
c?—4km <0
De modo que o discriminante tanto dos autovalores de A quanto das raizes do polinémio €
negativo, de modo que tais valores sdo nimeros complexos.
Indo ainda mais longe, é possivel estabelecer uma relagdo entre o modulo desses valores e o
comportamento dinamico do sistema. Tomando uma das solugfes de s e obtendo seu modulo, temos

que:



_ N c? —4km
5T T om om

c2+c?2—4km 4km k
|S| = = = |—= Wy
4m? 4m?2 m

Ou seja, 0 mdédulo de um dos autovalores (ou raizes do polindmio) é igual a frequéncia natural

de vibragéo do sistema.
Por fim, mais duas propriedades interessantes. Tomando apenas o0 modulo da parte real do

autovalor e dividindo-o pelo seu médulo, temos:

c
2m ¢ _ 7
k 2Vvmk

m

Que é o coeficiente de amortecimento do sistema. Além disso, pegando o modulo da parte

VcZ — 4km
A f/ - = = T -

Que é a frequéncia de oscilacdo do sistema.

imaginaria, temos:

3 SIMULACAO NUMERICA DO SISTEMA PROPOSTO

Apos a realizacdo da modelagem matematica, passa-se a etapa de simulacdo numérica do
sistema proposto. Primeiramente, busca-se simular o sistema para trés casos de amortecimento:
subcritico, critico e supercritico. Para tal, deve-se escolher os parametros do problema de forma a

variar o fator de amortecimento ¢, considerando uma forca externa F(t) degrau de 1N de intensidade.



a) Amortecimento subcritico:k = 4N/m,m = 1kg,c = 0,8Ns/m ,demodoque{ = 0,2 < 1
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Figura 3.1: Comportamento do sistema para { = 0,2

b) Amortecimento critico:k = 4N/m ,m = 1kg,c = 4Ns/m ,demodo que { = 1
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Figura 3.2: Comportamento do sistema para{ = 1



c) Amortecimento supercritico:k = 4N/m,m = 1kg,c = 20Ns/m ,demodoque { =5 > 1
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Figura 3.3: Comportamento do sistema para{ = 5

Em seguida, foi realizada a simulacao do sistema sem aplicacéo de forcas externas para
diferentes condicdes iniciais, indicadas abaixo:

e Condicdo 1: x(0) = O0m,v(0) = 0 m/s;
e Condicdo 2: x(0) = 0m,v(0) = 1m/s;
e Condicdo 3: x(0) = 1m,v(0) = 1 m/s;
e Condicdo 4 x(0) = 2m,v(0) = 1 m/s;

As simulagdes foram realizadas de modo a possuir 3 situagdes distintas: aquelas em que os polos sdo
complexos, reais e iguais, e reais e distintos. Como visto anteriormente, a classificacdo dos polos em reais ou
complexos depende do valor do fator de amortecimento ¢, de modo que é uma outra forma de referenciar
situacBes de amortecimento subcritico, critico e supercritico. Assim, serdo usados 0s mesmos pardmetros de

m,k e ¢ que os usados nas simulagdes anteriores, de forma a obter os mesmos coeficientes de amortecimento

(0,2, 1 & 5).



a) Dois polos complexos: ¢ < 1 (0,2)
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Figura 3.4: Comportamento do sistema para { = 0,2 com Vvarias condi¢es iniciais
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Figura 3.5: Polos do sistema para { = 0,2



b) Dois polos reais iguais: { = 1
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Figura 3.6: Comportamento do sistema para { = 1 com vérias condic@es iniciais
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Figura 3.7: Polos do sistema para { = 1
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c) Dois polos reais distintos: ¢ > 1 (5)
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Figura 3.8: Comportamento do sistema para { = 5 com varias condicdes iniciais
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Figura 3.9: Polos do sistema para { = 5

Com isso, pode-se notar que, quando ¢ > 1, os polos ndo apresentam componente imaginaria,
possuindo como lugar geométrico apenas a reta real. No entanto, quando ¢ < 1, o sistema passa a
assumir dois polos com componentes imaginarias complementares, de modo que ha uma simetria em

relacdo ao eixo real.
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5 CONCLUSAO

Ao fim, foi possivel analisar o comportamento do sistema proposto, verificar a validade das
equacdes matematicas desenvolvidas nesta tarefa e determinar a relacdo entre grandezas chave do

problema e o seu respectivo comportamento dindmico — em especial o fator de amortecimento.
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6 APENDICE: CODIGO UTILIZADO NA ATIVIDADE
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%% Integracac NHumerica
derX = @(t,X) Funcao (t,X,k,c,m)
[t,X]=0de45 (derX,t,X0}):
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% Plots
figure (2)

subplot (2,2,1)

plot (T, x2,
plot (t,x3,
plot (T, x4,
Xlabel {
vliabel {

title

plot({t,xpl,

plot (T, xp2,

| S

plot ({t,xp3,

%]

plot (T, xp4,
Xlabel {

vliabel {

plot (x2, Xp2,

plot (x3, Xp3,
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plot (x4, Xxp4,
xlabel {
vliabel {

title
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