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1 Sistema massa mola amortecedor

Neste relatório será feita uma breve análise do sistema massa mola amortecedor
exposto na figura 1.

Figura 1 – Sistema massa mola amortecedor

A equação diferencial do movimento do sistema pode ser dada por ??.

mẍ+ cẋ+ kx = F (t) = F (1.1)

Considerando que [x, ẋ]T = [x1, x2]T o espaço de estados do sistema fica dado por
1.2.

Ẋ =
ẋ1
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Aplicando a transormada de Laplace, são obtidas as equações 1.3 e 1.4.

L1 : sX1 = X2 (1.3)

L2 : sX2 = − k
m
X1 −

c

m
X2 + F

m
(1.4)

Como deseja-se obter a saída Y = X1, pode ser empregada a função de transferência
1.5.

G(s) = Y (s)
F (s) = X1

msX2 + kX1 + cX2
= X1

ms2X1 + kX1 + csX1
= 1
ms2 + kX1 + cs

(1.5)
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1.1 Exercício
Considerando uma mola com constante elástica k=100 N/m,e uma massa m=5 kg,

foram feitas simulações para ζ = [0, 5; 1, 0; 2, 0], sendo ζ = c/2
√
km. O código empregado

está disposto a seguir.
1

2 c l c ( )
3 c l e a r ( )
4

5 // Def in indo os parametros do s i s tema :
6 m=5
7 k=100;
8 zeta =0.5 ;
9 c=2∗zeta ∗ sq r t ( k∗m) ;

10 // Def in indo os po l inomios da funcao de t r a n s f e r e n c i a :
11 // Numerador :
12 n=1;
13 // Denominador
14 d=poly ( [ k c m] , ’ s ’ , ’ c o e f f ’ ) ; // observe a ordem c o n t r a r i a dos c o e f i c i e n t e s
15 // Montando a funcao de t r a n s f e r e n c i a , onde o parametro ’ c ’ i n d i c a s i s tema

de
16 // tempo cont inuo . Se f o r um s i s tema de tempo d i s c r e t o , use o parametro ’d

’ .
17 G=s y s l i n ( ’ c ’ ,n/d)
18 // Simulando o s i s tema para uma entrada degrau (u=0 para t<0 e u=1 para t

>0) :
19 // Def in indo o vetor tempo :
20 t = 0 : 0 . 0 1 : 2 ;
21 // Def in indo a entrada :
22 u=ones ( t ) ;
23 // Def in indo o vetor de cond i coe s i n i c i a i s :
24 // O s i s tema é de segunda ordem , logo sao duas cond i coe s i n i c i a i s .
25 // Não de f i n indo as cond i coe s i n i c i a i s o programa assume como sendo nulas .
26 x0 = [ 0 ; 0 ] ; // x (0 ) = 0 e a der ivada de x ( t ) no i n s t a n t e i n i c i a l tambem eh

nula .
27 // Real izando a s imulacao com o comando csim :
28 [ y]=csim (u , t ,G, x0 ) ;
29 // Abrindo uma nova j a n e l a de g r a f i c o s :
30

31 s c f (1 )
32 xse t ( ’ t h i c k n e s s ’ , 2 )
33 xse t ( ’ f ont s i z e ’ , 4 )
34 plot2d ( t , y , 2 )
35 x t i t l e ( ’ Resposta a degrau ’ , ’ tempo t ’ , ’ Deformacao da mola ’ )
36

37 A=[0 1 ; −k/m −c/m] ;
38 B=[0;1/m] ;
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39 C=[1 0 ] ;
40 D= [ 0 ] ;
41 // Montando o s i s tema :
42 suspensao=s y s l i n ( ’ c ’ ,A,B,C,D) ;
43 [ y , x]=csim (u , t , suspensao , x0 ) ;
44 // Abrindo uma nova j a n e l a de g r a f i c o s :
45 s c f (2 )
46 // Mostrando o r e su l t ado da s imulacao :
47 xse t ( ’ t h i c k n e s s ’ , 2 )
48 xse t ( ’ f ont s i z e ’ , 4 )
49 plot2d ( t , y , 3 )
50 x t i t l e ( ’ Resposta a degrau ’ , ’ tempo t ’ , ’ Deformacao da mola ’ )

Perceba que os resultados foram obtidos através do espaço de estados, e através
da função de transferência, podendo ser conferidos nas figuras 2, 3, e 4. Neles estão
representados a deformação da mola obtida através de uma excitação degrau, note que os
resultados correpondem.

Figura 2 – ζ = 0, 5

(a) Espaço de estados (b) Função de transferência
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Figura 3 – ζ = 1, 0

(a) Espaço de estados (b) Função de transferência

Figura 4 – ζ = 2, 0

(a) Espaço de estados (b) Função de transferência

1.2 Análise dos pólos
Os pólos do sistema podem ser obtidos de duas formas distintas, através dos

autovalores da matriz A ou das raízes do polinômio de entradas.

det

−λ 1
− k

m
− c

m
− λ

 = 0 (1.6)

Desenvolvendo a expressão 1.6, confirma-se que o resultado é igual ao denominador
empregado na função de tranferência 1.5. Com o auxílio do código descrito a seguir, foram
obtidos os valores da tabela 1.

1 c l c ( )
2 c l e a r ( )
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3

4 // Def in indo os parametros do s i s tema :
5 m=5
6 k=100;
7 zeta =0.5 ;
8 c=2∗zeta ∗ sq r t ( k∗m) ;
9

10 d=poly ( [ k c m] , ’ s ’ , ’ c o e f f ’ ) ;
11

12 p=roo t s (d)
13

14 w=sqr t ( k/m)
15

16 mod=abs (p)
17

18 Z = abs ( r e a l (p) ) /mod
19

20 di sp ( t l i s t ( ’pó l o s : ’ , p (1 ) ,p (2 ) ) )
21 di sp ( t l i s t ( ’ f r equ ê nc ia natura l : ’ ,w) )
22 di sp ( ’mó dulo dos pó l o s ’ ,mod)
23 di sp ( ’Re(p) /mod(p) ’ ,Z)

Tabela 1 – Análise dos pólos

ζ Pólos (P) ωn |P| |Re(P )|/|P |
0,5 -2.236 + 3.873i 4.472 4.472 0.500

-2.236 - 3.873i

Note que para ζ = 0, 5, os valores dos pólos são complexos, sendo o módulo deles
igual a frequência natural de oscilação do sistema. Além disso, a razão entre o módulo da
parte real dos pólos e o valor absoluto deles corresponde ao fator de amortecimento.

1.3 Condições iniciais variadas
Com o intuito de observar o comportamento do sistema para diferentes condições

inicias, foram realizadas simulações para x(0) entre 1 e 3, e para ẋ(0), variaram entre 1 e
5. Dessa forma, a partir do código a seguir, foram obtidas as figuras 5, 6, ??2.

1 c l c ( )
2 c l e a r ( )
3

4 // Def in indo os parametros do s i s tema :
5 m=5
6 k=100;
7 zeta =2;
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8 c=2∗zeta ∗ sq r t ( k∗m) ;
9 // Def in indo os po l inomios da funcao de t r a n s f e r e n c i a :

10 // Numerador :
11 n=1;
12 // Denominador
13 d=poly ( [ k c m] , ’ s ’ , ’ c o e f f ’ ) ; // observe a ordem c o n t r a r i a dos c o e f i c i e n t e s
14 // Montando a funcao de t r a n s f e r e n c i a , onde o parametro ’ c ’ i n d i c a s i s tema

de
15 // tempo cont inuo . Se f o r um s i s tema de tempo d i s c r e t o , use o parametro ’d

’ .
16 G=s y s l i n ( ’ c ’ ,n/d)
17 // Simulando o s i s tema para uma entrada degrau (u=0 para t<0 e u=1 para t

>0) :
18 // Def in indo o vetor tempo :
19 t = 0 : 0 . 0 1 : 2 ;
20 // Def in indo a entrada :
21 u=ones ( t ) ;
22

23 x0=ze ro s (2 , 9 ) ; // x (0 ) = 0 e a der ivada de x ( t ) no i n s t a n t e i n i c i a l tambem
eh nula .

24

25 f o r i =1:3
26 x0 (1 , i )=i
27 x0 (1 , i +3)=i
28 x0 (1 , i +6)=i
29 x0 (2 , i )=i
30 x0 (2 , i +3)=i+1
31 x0 (2 , i +6)=i+2
32 end
33

34 [ y1 , x1]=csim (u , t ,G, x0 ( : , 1 ) ) ;
35

36 [ y2 , x2]=csim (u , t ,G, x0 ( : , 2 ) ) ;
37

38 [ y3 , x3]=csim (u , t ,G, x0 ( : , 3 ) ) ;
39

40 [ y4 , x4]=csim (u , t ,G, x0 ( : , 4 ) ) ;
41

42 [ y5 , x5]=csim (u , t ,G, x0 ( : , 5 ) ) ;
43

44 [ y6 , x6]=csim (u , t ,G, x0 ( : , 6 ) ) ;
45

46 [ y7 , x7]=csim (u , t ,G, x0 ( : , 7 ) ) ;
47

48 [ y8 , x8]=csim (u , t ,G, x0 ( : , 8 ) ) ;
49

50 [ y9 , x9]=csim (u , t ,G, x0 ( : , 9 ) ) ;
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51

52

53 p=roo t s (d)
54

55 r1 = r e a l (p (1 ) )
56

57 r2 = r e a l (p (2 ) )
58

59 i 1 = imag (p (1 ) )
60

61 i 2 = imag (p (2 ) )
62

63 R(1 ,1 ) = r1
64

65 R(1 ,2 ) = r2
66

67 I ( 1 , 1 ) = i 1
68

69 I ( 1 , 2 ) = i 2
70

71 s c f (1 )
72 xse t ( ’ t h i c k n e s s ’ , 2 )
73 xse t ( ’ f ont s i z e ’ , 4 )
74 p lo t ( [ y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7 y8 y9 ] , [ x1 ( 2 , : ) x2 ( 2 , : ) x3 ( 2 , : ) x4 ( 2 , : ) x5 ( 2 , : )

x6 ( 2 , : ) x7 ( 2 , : ) x8 ( 2 , : ) x9 ( 2 , : ) ] , ’ l i n ew id th ’ , 3 )
75 x t i t l e ( ’ Representa ção do espa ço de es tados ’ , ’ Deformacao da mola ’ , ’

Veloc idade ’ )
76

77 s c f (2 )
78 a=get ( ’ current_axes ’ )
79 a . x_locat ion = ’ middle ’
80 a . y_locat ion = ’ middle ’
81 a . data_bounds =[ −20 , −10;20 ,10]
82 p lo t (R, I , ’ o ’ , ’ l i n ew id th ’ , 1 )
83 t i t l e ( ’ Polos do s i s tema ’ )
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Figura 5 – ζ = 0, 5

(a) Deformação em função da velocidade (b) Pólos complexos

Figura 6 – ζ = 1, 0

(a) Deformação em função da velocidade (b) Pólos reais e iguais

Figura 7 – ζ = 2, 0

(a) Deformação em função da velocidade (b) Pólos reais e distintos
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